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Ââåäåíèå
Äàííîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà ôàêóëüòå-

òîâ ýëåêòðîòåõíèêè è àâòîìàòèçàöèè, ýëåêòðîíèêè, ýêîíîìèêè è ìåíåäæ-
ìåíòà è îòêðûòîãî ôàêóëüòåòà. Â ïîñîáèè ïîäðîáíî èçëàãàþòñÿ òðè ðàçäå-
ëà êóðñà ½Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ“, êîòîðûå,êàê ïðàâèëî, ñ òðóäîì îñâàèâàþò-
ñÿ ñòóäåíòàìè. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âûçâàíà òåì, ÷òî ýòè ðàçäåëû êðàòêî
èçëàãàþòñÿ íà ëåêöèÿõ (èç çà íåäîñòàòêà âðåìåíè, êîòîðîå óâåëè÷èëîñü
ââåäåíèåì íîâûõ ñòàíäàðòîâ è ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçëè èç øêîëüíîãî êóðñà
ìàòåìàòèêè) è íåäîñòàòî÷íî ïîëíî ðàçîáðàíû â áîëüøèíñòâå ó÷åáíèêîâ
äëÿ ÂÓÇÎÂ. Íàëè÷èå áîëüøîãî ÷èñëà ïðèìåðîâ, ïîçâîëÿåò ñòóäåíòàì ñà-
ìîñòîÿòåëüíî îçíàêîìèòüñÿ ñ ýòèìè ðàçäåëàìè.

Ïåðâûé ðàçäåë ïîñâÿùåí êðàòêîìó îïèñàíèþ ìåòîäà êîîðäèíàò; âòî-
ðîé � òåîðèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë; òðåòèé � òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ è ðàöè-
îíàëüíûõ äðîáåé. Äàííîå ýëåêòðîííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ âòîðûì
èñïðàâëåííûì èçäàíèåì ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ [ 1 ]. Ïðè âûïîëíåíèè òèïîâûõ
ðàñ÷åòîâ ïî êîìïëåêñíûì ÷èñëàì è èíòåãðèðîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé
ïîëåçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ó÷åáíûì ïîñîáèåì [ 2 ].

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â ïîñîáèè.
Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë � Z; ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë � R; ìíîæå-
ñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � C. Çíàê îòìå÷àåò êîíåö äîêàçàòåëüñòâà; çíàê
⊗ � êîíåö çàìå÷àíèÿ, à çíàê • � êîíåö ïðèìåðà.

1. ÌÅÒÎÄ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ

Îñíîâíàÿ öåëü êîîðäèíàòíîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èçó÷åíèå
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ (òî÷êè, ëèíèè, ïîâåðõíîñòè) çàìåíèòü èçó÷åíèåì
÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è ìîãóò ðåøàòüñÿ ñðåäñò-
âàìè àëãåáðû è àíàëèçà. Ïåðåõîä îò ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ê ÷èñëîâûì
ìíîæåñòâàì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò.

1.1. Ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïðÿìîé

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ ëèíèþ. Âûáåðåì íà íåé íåêîòîðóþ
òî÷êó O è íàïðàâëåíèå, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíûì. Êðîìå
òîãî âûáåðåì åäèíèöó ìàñøòàáà � íåêîòîðûé îòðåçîê l. Òåïåðü êàæäîé
òî÷êåM äàííîé ïðÿìîé ìîæíî ñîïîñòàâèòü åäèíñòâåííîå ÷èñëî x, íàçûâàå-
ìîå åå êîîðäèíàòîé, ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: îíî ðàâíî äëèíå îòðåçêà OM ,
âûðàæåííîé ÷åðåç âûáðàííóþ åäèíèöó ìàñøòàáà l, âçÿòîé ñî çíàêîì ½+“,
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åñëè òî÷êàM ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îò òî÷êèO, è ñî çíàêîì
½�“ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òî÷êà O íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Åå êîîðäèíàòà ðàâíà íóëþ.
ßñíî òàêæå, ÷òî çàäàíèå êîîðäèíàòû òî÷êè M îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïî-
ëîæåíèå ýòîé òî÷êè íà äàííîé ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì íà ïðÿìîé ââåäåíà
ñèñòåìà êîîðäèíàò, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñò-
âèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R è ìíîæåñòâîì òî÷åê ýòîé
ïðÿìîé. Âîò ïî÷åìó ïðÿìóþ ñ âûáðàííîé íà íåé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìîé
íàçûâàþò åùå ÷èñëîâîé îñüþ (ðèñ.1.1).
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Ðèñ.1.1

Æåëàÿ óêàçàòü êîîðäèíàòó äàííîé òî÷êè â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò, áóäåì çàïèñûâàòü åå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðÿäîì ñ îáîçíà÷åíèåì ñàìîé
òî÷êè, íàïðèìåð: M1(x1), M2(x2), ..., Mn(xn). ×èñëîâóþ îñü áóäåì îáîçíà-
÷àòü äâóìÿ ïðîïèñíûìè áóêâàìè, íàïðèìåð OX, ïðè ýòîì ïåðâàÿ ñëóæèò
îáîçíà÷åíèåì íà÷àëà êîîðäèíàò, âòîðàÿ æå íîñèò ÷èñòî ñèìâîëè÷åñêèé õà-
ðàêòåð è áîëüøå ñëóæèò äëÿ ðàçëè÷åíèÿ ÷èñëîâûõ îñåé. Óêàçàíèå íà ÷èñ-
ëîâîé îñè îäíîé (îòëè÷íîé îò O) èëè íåñêîëüêèõ òî÷åê ñ èõ êîîðäèíàòàìè
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò åäèíèöó ìàñøòàáà, èçîáðàæàòü êîòîðóþ îòäåëüíî
òåïåðü óæå íåò íåîáõîäèìîñòè (ðèñ.1.2).
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O−4 X1 2 3 4−1−2−3

Ðèñ.1.2

Äîïóñòèì, ÷òî íà ïðÿìîé íàðÿäó ñ ðàññìîòðåííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò
OX (ñòàðàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò) ââåäåíà äðóãàÿ (íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò),
îòëè÷àþùàÿñÿ îò ñòàðîé ëèøü íà÷àëîì O′. Ïóñòü êîîðäèíàòîé òî÷êè O′ â
ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî a è M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
ïðÿìîé. Åñëè x � ñòàðàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè M , òî åå íîâàÿ êîîðäèíàòà x′

ñâÿçàíà ñî ñòàðîé ñîîòíîøåíèåì (ðèñ.1.3)

x = x′ + a. (1.1)

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ...................................
.......

........

.......
........
.......

O

O′(a)

M(x)

M ′(x′)

X

X ′

Ðèñ.1.3

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (1.1), ðàññìîòðåâ âñå âîçìîæ-
íûå ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òðåõ òî÷åê O, O′, M íà ïðÿìîé.
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Ïóñòü òåïåðü íà ÷èñëîâîé îñè çàäàíû äâå òî÷êè: M1(x1) è M2(x2).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(M1, M2) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M1 è M2 (èçìåðåí-
íîå, ðàçóìååòñÿ, â åäèíèöå ìàñøòàáà îñè) è ïîêàæåì, ÷òî

ρ(M1, M2) = |x2 − x1|. (1.2)

Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ òî÷åê ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò O (ïóñòü
äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòî áóäåò òî÷êà M1, ò.å. x1 = 0), òî èç ñàìîãî îïðåäåëå-
íèÿ êîîðäèíàòû òî÷êè íà ÷èñëîâîé îñè ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

ρ(M1, M2) = ρ(O,M2) = |x2| = |x2 − x1|. (1.3)

Åñëè æå òî÷êè M1 è M2 îòëè÷íû îò íà÷àëà êîîðäèíàò O, òî ââåäåì íîâóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîìåñòèâ åå íà÷àëî O′ â òî÷êó M1. Òîãäà íîâàÿ êîîðäè-
íàòà x′2 òî÷êè M2 ñâÿçàíà ñ åå ñòàðîé êîîðäèíàòîé x2, ñîãëàñíî (1.1), ñîîò-
íîøåíèåì x2 = x′2 + x1, îòêóäà x′2 = x2 − x1. Òåïåðü àíàëîãè÷íî (1.3)
ïîëó÷àåì

ρ(M1, M2) = ρ(O′, M2) = |x′2| = |x2 − x1|,
÷òî è äîêàçûâàåò (1.2).

Çàäà÷à.Íàéòè êîîðäèíàòó ñåðåäèíûM îòðåçêà ÷èñëîâîé îñè, îãðàíè-
÷åííîãî òî÷êàìè M1(x1) è M2(x2).

Ðåøåíèå. Êîîðäèíàòó x òî÷êè M íàõîäèì (ñì. ðèñ. 1.4) èç óñëîâèÿ

ρ(M, M1) = ρ(M, M2).

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ...................................
.......

........

.......
........
.......

x1

M1

x

M

x2

M2

X

Ðèñ.1.4

Â ñèëó (1.2) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

|x1 − x| = |x2 − x|.

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò, ëåãêî íàõîäèì, ÷òî

x =
x1 + x2

2
. (1.4)

1.2. Ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ïëîñêîñòü è ïîñòàâèì òî÷êàì ýòîé
ïëîñêîñòè âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë � êîîðäèíàòû òî÷åê. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ
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ðàçëè÷íûõ ñèñòåì êîîðäèíàò. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñàìóþ ðàñïðîñòðàíåí-
íóþ � äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Äëÿ ýòîãî ââåäåì äâå
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ÷èñëîâûå îñè OX è OY (êîîðäèíàòíûå îñè) ñ
îáùåé åäèíèöåé ìàñøòàáà. Ïåðâóþ ÷èñëîâóþ îñü (OX) íàçîâåì îñüþ àáñ-
öèññ, âòîðóþ (OY ) � îñüþ îðäèíàò, à èõ îáùåå íà÷àëî (òî÷êó O) � íà÷àëîì

êîîðäèíàò. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðàò÷àéøèé ïîâîðîò (íà óãîë
π

2
) îò îñè OX

ê îñè OY ïðîèñõîäèò ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, à x è y � êîîðäèíàòû ïðî-

åêöèé P è Q ýòîé òî÷êè íà ÷èñëîâûå îñè OX è OY ñîîòâåòñòâåííî. Óïîðÿ-
äî÷åííóþ ïàðó ÷èñåë (x; y) íàçîâåì êîîðäèíàòàìè òî÷êè M â ïîñòðîåííîé
äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. ×èñëî x íàçîâåì àáñöèññîé
òî÷êè M , ÷èñëî y � åå îðäèíàòîé. Ïðè ýòîì, êàê è â ñëó÷àå ïðÿìîé, êîîðäè-
íàòû òî÷êè áóäåì çàïèñûâàòü â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðÿäîì ñ åå îáîçíà÷åíèåì:
M(x; y) (ðèñ.1.5). Óñòàíîâëåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ïëîñêîñòè è
óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì (ïî÷åìó?).
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Ðèñ.1.5

Áóäåì îáîçíà÷àòü äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè ñèìâî-
ëîì OXY . Êîîðäèíàòíûå îñè OX è OY ðàçäåëÿþò ïëîñêîñòü íà ÷åòûðå
÷àñòè, íàçûâàåìûå êîîðäèíàòíûìè ÷åòâåðòÿìè èëè êâàäðàíòàìè. Îíè çà-
íóìåðîâàíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.1.5. Òàê æå, êàê è íà ïðÿìîé, ïîñëå
ââåäåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ρ(M1, M2) ìåæäó òî÷êàìè M1(x1; y1) è M2(x2; y2).

Òðåóãîëüíèê M1M2M3 � ïðÿìîóãîëüíûé. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

ρ(M1, M2) =
√

ρ2(M1, M3) + ρ2(M2, M3). (1.5)

Ôîðìóëà (1.5) ñïðàâåäëèâà è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòðåçîê M1M2 ïàðàëëåëåí
îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé (â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà M3 ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç
òî÷åê M1 èëè M2).
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Î÷åâèäíî (ðèñ.1.6), ÷òî ρ(M1, M3) = ρ(P1, P2) è ρ(M2, M3) = ρ(Q1, Q2)
(÷åðåç P1, P2 è Q1, Q2 îáîçíà÷åíû ïðîåêöèè òî÷åê M1, M2 íà êîîðäèíàòíûå
îñè OX è OY ñîîòâåòñòâåííî). Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (1.2)

ρ(P1, P2) = |x2 − x1|, ρ(Q1, Q2) = |y2 − y1|. (1.6)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.6) â (1.5), ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ôîðìóëó:

ρ(M1, M2) =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2. (1.7)
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Ðèñ.1.6

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîåêöèÿìè P è Q ñåðåäèíû M(x; y) îòðåçêà
M1M2 ñëóæàò ñåðåäèíû îòðåçêîâ P1P2 è Q1Q2 ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.1.6).

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (1.4) ëåãêî íàõîäèì, ÷òî x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2

2
.

Ðàññìîòðèì êðîìå äåêàðòîâîé åùå îäíó ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñ-
êîñòè, òàê íàçûâàåìóþ ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Âûáåðåì íà ïëîñêîñ-
òè òî÷êó O, íàçûâàåìóþ ïîëþñîì. Ïðîâåäåì èç ïîëþñà ëó÷, êîòîðûé íàçî-
âåì ïîëÿðíîé îñüþ, è äëÿ èçìåðåíèÿ äëèí âûáåðåì åäèíèöó ìàñøòàáà.
Âçÿâ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M , îòëè÷íóþ îò ïîëþñà, ñîåäèíèì åå ñ ïîëþñîì
O îòðåçêîì, äëèíó êîòîðîãî r íàçîâåì
ïîëÿðíûì ðàäèóñîì òî÷êè M . Óãîë
ϕ ìåæäó ïîëÿðíîé îñüþ è îòðåçêîì
OM , èçìåðÿåìûé â ðàäèàíàõ è îòñ÷è-
òûâàåìûé îò ïîëÿðíîé îñè ïðîòèâ õî-
äà ÷àñîâîé ñòðåëêè, íàçîâåì ïîëÿð-
íûì óãëîì òî÷êè M (ðèñ.1.7).
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Ðèñ.1.7

Ïîëó÷åííóþ óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ÷èñåë (r; ϕ) (ðàäèóñ è àðãóìåíò) íà-
çîâåì ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êèM (íå ñîâïàäàþùåé ñO). Èç îïðåäå-
ëåíèÿ ÿñíî, ÷òî r > 0, à çíà÷åíèå àðãóìåíòà ëåæèò â ïðåäåëàõ −π < ϕ ≤ π.

Çàìå÷àíèå 1.1. Èíîãäà çíà÷åíèå àðãóìåíòà èç ïðîìåæóòêà (−π, π]
íàçûâàþò åãî ãëàâíûì çíà÷åíèåì. Ïðè ýòîì, åñëè ϕ0 � ãëàâíîå çíà÷åíèå
àðãóìåíòà, òî äðóãèìè äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè àðãóìåíòà ñëóæàò ϕ =
= ϕ0 +2πk, k ∈ Z. ßñíî, ÷òî ïàðû (r; ϕ) è (r; ϕ0) îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå
òî÷êó ïëîñêîñòè. ⊗
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Ðèñ.1.8

Ïóñòü òåïåðü íà ïëîñêîñòè
ââåäåíû äåêàðòîâà è ïîëÿðíàÿ
ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðè÷åì ïî-
ëþñ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì O, à
ïîëÿðíàÿ îñü � ñ ïîëîæèòåëü-
íîé ïîëóîñüþ îñè àáñöèññ (åäè-
íèöà ìàñøòàáà â îáåèõ ñèñòå-
ìàõ êîîðäèíàò ïðåäïîëàãàåòñÿ
îáùåé) (ðèñ.1.8).

Èç ðèñ.1.8 âèäíî, ÷òî {
x = r cos(ϕ),

y = r sin(ϕ)
(1.8)

è, ñëåäîâàòåëüíî, r =
√

x2 + y2,

cos(ϕ) =
x√

x2 + y2
, sin(ϕ) =

y√
x2 + y2

. (1.9)

Ôîðìóëû (1.8) çàäàþò ïåðåõîä îò ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ê äåêàðòîâûì, à
(1.9) � îò äåêàðòîâûõ ê ïîëÿðíûì â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì
óãîë ϕ íàõîäèòñÿ ïî çíà÷åíèÿì cos(ϕ) è sin(ϕ) (äëÿ ñëó÷àÿ x2 + y2 6= 0,
ò. å. êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà íå ñîâïàäàåò ñ ïîëþñîì O).

Ïðèìåð 1.1. Íàéòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè M ñ äåêàðòîâûìè
êîîðäèíàòàìè x = −1, y = 1.

Ïî ôîðìóëàì (1.9) íàõîäèì:

r =
√

2; cos(ϕ) =
−1√

2
; sin(ϕ) =

1√
2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ =
3π

4
(ãëàâíîå çíà÷åíèå ïîëÿðíîãî óãëà). Ñëåäîâàòåëüíî,(√

2;
3π

4

)
� ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû äàííîé òî÷êè. •

Ðàññìîòðèì òåïåðü íà ïëîñêîñòè äâå äåêàðòîâû ïðÿìîóãîëüíûå ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò OXY (íàçîâåì åå ñòàðîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò) è O′X ′Y ′ (íî-
âàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò) ñ ïàðàëëåëüíûìè è îäèíàêîâî íàïðàâëåííûìè êî-
îðäèíàòíûìè îñÿìè è îáùåé åäèíèöåé ìàñøòàáà. Ïóñòü (a; b) � êîîðäèíàòû
òî÷êè O′ â ñèñòåìå OXY .

Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà O′X ′Y ′ ïîëó÷åíà èç ñèñòå-
ìû OXY ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì îñåé, îïðåäåëÿåìûì ÷èñëàìè a è b.

Ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ñòàðûå (x; y) è íîâûå (x′; y′) êîîðäèíàòû ïðî-
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èçâîëüíîé òî÷êè M ïî àíàëîãèè ñ (1.1) èìåþò âèä :{
x = x′ + a,

y = y′ + b.
(1.10)

Ôîðìóëû (1.10) íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ äåêàðòîâûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå îñåé.
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Ðèñ.1.9

Âîçüìåì òåïåðü â ïëîñêîñòè äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîð-
äèíàò OXY è ââåäåì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò OX ′Y ′ ñ òåì æå íà÷àëîì
è ìàñøòàáîì, îñè êîòîðîé OX ′ è OY ′ ïîâåðíóòû îòíîñèòåëüíî îñåé OX è
OY íà óãîë α (ðèñ.1.10).
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Ðèñ.1.10

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (r; ϕ) ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè M , ïðèíèìàÿ çà
ïîëÿðíóþ îñü ëó÷ OX, è ÷åðåç (r; ϕ′) ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òîé æå òî÷êè,
ïðèíèìàÿ çà ïîëÿðíóþ îñü ëó÷ OX ′. Î÷åâèäíî, ϕ = α + ϕ′. Ïóñòü (x; y) è
(x′; y′) � êîîðäèíàòû òî÷êè M â ñèñòåìàõ OXY è OX ′Y ′ ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.8)

x = r cos(ϕ), y = r sin(ϕ);
x′ = r cos(ϕ′), y′ = r sin(ϕ′).
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Òàêèì îáðàçîì,

x = r cos(ϕ) = r cos(α + ϕ′) = r(cos(α) cos(ϕ′)− sin(α) sin(ϕ′)) =
= x′ cos(α)− y′ sin(α);

y = r sin(ϕ) = r sin(α + ϕ′) = r(sin(α) cos(ϕ′) + cos(α) sin(ϕ′)) =
= x′ sin(α) + y′ cos(α).

Èòàê, {
x = x′ cos(α)− y′ sin(α),

y = x′ sin(α) + y′ cos(α).
(1.11)

Èç (1.11) ëåãêî íàõîäèì, ÷òî{
x′ = x cos(α) + y sin(α),

y′ = −x sin(α) + y cos(α).
(1.12)

Ôîðìóëû (1.11) è (1.12) íàçûâàþò ôîðìóëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàò ïðè ïîâîðîòå êîîðäèíàòíûõ îñåé.

1.3. Ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå

Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå êàêóþ�íèáóäü ïëîñêîñòü, à â íåé äåêàðòîâó
ñèñòåìó êîîðäèíàò OXY (ðèñ.1.11).
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Ðèñ.1.11

Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó O ÷èñëîâóþ îñü OZ ïåðïåíäèêóëÿðíî âûáðàí-
íîé ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû ñî ñòîðîíû åå ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ êðàò-
÷àéøèé ïîâîðîò îò ëó÷à OX ê ëó÷ó OY áûë âèäåí ïðîèñõîäÿùèì ïðîòèâ
õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè. Âîçüìåì â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M è
îáîçíà÷èì ÷åðåç M ′ åå ïðîåêöèþ (îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà) íà âûáðàí-
íóþ ïëîñêîñòü, à ÷åðåç R � åå ïðîåêöèþ íà îñü OZ. Ïóñòü òî÷êà M ′ â
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ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY èìååò êîîðäèíàòû (x; y), à òî÷êà R íà îñè OZ
� êîîðäèíàòó z. Òðîéêó ÷èñåë (x; y; z) ïðèìåì çà êîîðäèíàòû òî÷êè M .
×èñëî x íàçîâåì àáñöèññîé òî÷êè M , ÷èñëî y � åå îðäèíàòîé, ÷èñëî z �
àïïëèêàòîé. Ñîîòâåòñòâåííî íàçîâåì è êîîðäèíàòíûå îñè: îñü OX � îñüþ
àáñöèññ, îñü OY � îñüþ îðäèíàò, îñü OZ � îñüþ àïïëèêàò. Óñòàíîâëåííîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà è óïîðÿäî÷åííûìè òðîéêàìè
÷èñåë (x; y; z) ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì (ïî÷åìó?).

Ââåäåííàÿ êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëü-
íîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå ñ íà÷àëîì â òî÷êå O è îáîçíà÷àåò-
ñÿ OXY Z. Ñîñòîèò îíà, òàêèì îáðàçîì, èç òðåõ ïåðåñåêàþùèõñÿ âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ÷èñëîâûõ îñåé ñ åäèíûì ìàñøòàáîì è îáùèì íà÷àëîì
êîîðäèíàò. ßñíî, ÷òî êîîðäèíàòàìè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ÿâ-
ëÿþòñÿ êîîðäèíàòû åå ïðîåêöèé íà êîîðäèíàòíûå îñè.

Íàðÿäó ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè ðàññìàòðèâàþò êîîðäèíàòíûå ïëîñ-
êîñòè XOY , XOZ, Y OZ, ñîäåðæàùèå ñîîòâåòñòâóþùèå îñè è ðàçáèâàþ-
ùèå âñå ïðîñòðàíñòâî íà âîñåìü ÷àñòåé, íàçûâàåìûõ êîîðäèíàòíûìè îê-
òàíòàìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü â ïðîñòðàíñòâå äâå äåêàðòîâû ïðÿìîóãîëüíûå ñèñ-
òåìû êîîðäèíàò OXY Z (ñòàðóþ) è O′X ′Y ′Z ′ (íîâóþ) ñ ïàðàëëåëüíûìè è
îäèíàêîâî íàïðàâëåííûìè êîîðäèíàòíûìè îñÿìè è îáùåé åäèíèöåé ìàñø-
òàáà. Ïóñòü (a; b; c) � êîîðäèíàòû òî÷êè O′ â ñèñòåìå OXY Z. Ôîðìóëû,
ñâÿçûâàþùèå ñòàðûå (x; y; z) è íîâûå (x′; y′; z′) êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè M , ïî àíàëîãèè ñ (1.1) è (1.10) èìåþò âèä:

x = x′ + a,

y = y′ + b,

z = z′ + c

(1.13)

è îáû÷íî íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå îñåé.

Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ρ(M1, M2) ìåæäó òî÷-
êàìè M1 è M2 â ïðîñòðàíñòâå. Ïðåæäå âñåãî, èç ðèñ.1.11 ñ èñïîëüçîâàíèåì
ôîðìóë (1.2) è (1.7) ëåãêî íàõîäèì, ÷òî â êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå OXY Z
äëÿ òî÷êè M(x; y; z)

ρ(O,M) =
√

ρ2(O,M ′) + ρ2(M ′, M) =
√

x2 + y2 + z2. (1.14)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè òî÷êàìè M1(x1; y1; z1)
è M2(x2; y2; z2) ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàðÿäó ñ èñõîäíîé ñèñòåìîé
êîîðäèíàò OXY Z ðàññìîòðèì íîâóþ ñèñòåìó M1X

′Y ′Z ′ ñ íà÷àëîì â òî÷êå
M1, ïîëó÷åííóþ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì îñåé.

Ñîãëàñíî (1.13) íîâûå êîîðäèíàòû (x′2; y
′
2; z

′
2) òî÷êè M2 ñâÿçàíû ñ åå
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ñòàðûìè êîîðäèíàòàìè (x2; y2; z2) ñîîòíîøåíèÿìè (ðèñ.1.12)
x2 = x′2 + x1 ,

y2 = y′2 + y1 ,

z2 = z′2 + z1

èëè


x′2 = x2 − x1 ,

y′2 = y1 − y1 ,

z′2 = z2 − z1.
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Ðèñ.1.12

Îñòàåòñÿ äëÿ òî÷êè M2(x
′
2; y

′
2; z

′
2) è êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû M1X

′Y ′Z ′

âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (1.14):

ρ(M1, M2) =
√

(x′2)
2 + (y′2)

2 + (z′2)
2 =

=
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2. (1.15)

Îòìåòèì ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè
(íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå):

1) ρ(M1, M2) ≥ 0; ρ(M1, M2) = 0 ⇐⇒ M1 = M2;
2) ρ(M1, M2) = ρ(M2, M1);
3) äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê M1, M2, M3 ñïðàâåäëèâî òàê íàçûâàåìîå

íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:

ρ(M1, M2) ≤ ρ(M1, M3) + ρ(M3, M2).

Óïðàæíåíèÿ. 1) Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è îáúÿñíèòå
åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

2) Äîêàæèòå, ÷òî êîîðäèíàòû (x; y; z) ñåðåäèíûM îòðåçêà, îãðàíè÷åí-
íîãî òî÷êàìè M1(x1; y1; z1) è M2(x2; y2; z2), íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2

2
, z =

z1 + z2

2
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü â ïðîñòðàíñòâå åùå îäíó äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðà-
íåííóþ êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó (êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
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ïðè âû÷èñëåíèè òðîéíûõ èíòåãðàëîâ è â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå), òàê íà-
çûâàåìóþ öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ðèñ.1.13).
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Ðèñ.1.13

Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå ïëîñêîñòü, à â íåé ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäè-
íàò. ×åðåç ïîëþñ O ïðîâåäåì ÷èñëîâóþ îñü OZ ïåðïåíäèêóëÿðíî âûáðàí-
íîé ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû ñî ñòîðîíû åå ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ óâå-
ëè÷åíèå ïîëÿðíîãî óãëà ïðîèñõîäèëî ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Âîçüìåì â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M è îáîçíà÷èì ÷åðåç M1
åå ïðîåêöèþ íà âûáðàííóþ ïëîñêîñòü, à ÷åðåç R � åå ïðîåêöèþ íà îñü OZ.
Öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè M íàçûâàþò òðîéêó ÷èñåë (r; ϕ; z),
ãäå (r; ϕ) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè M1, à z � êîîðäèíàòà òî÷êè R íà
îñè OZ. ßñíî, ÷òî r ≥ 0, óãîë ϕ (åñëè r > 0) îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî
ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî 2π (ãëàâíîå åãî çíà÷åíèå ïî-ïðåæíåìó áóäåì áðàòü
èç ïðîìåæóòêà (−π, π]), z ∈ (−∞, +∞).

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå èìåþòñÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò OXY Z
è öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ åäèíûì ìàñøòàáîì, îáùåé îñüþ
OZ è ïîëÿðíîé îñüþ, ñîâïàäàþùåé ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ àáñöèññ
(ðèñ.1.14), òî, êàê íåòðóäíî âèäåòü, äëÿ ëþáîé òî÷êè M êîîðäèíàòà z â
îáåèõ ñèñòåìàõ îäíà è òà æå, à êîîðäèíàòû x, y ñâÿçàíû ñ êîîðäèíàòàìè
r, ϕ ñîîòíîøåíèÿìè (1.8), (1.9), ïîëó÷åííûìè ðàíåå äëÿ ïîëÿðíîé è äåêàð-
òîâîé ñèñòåì êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè.
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Ðàññìîòðèì åùå îäíó ñèñòåìó êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå, òàê íàçûâàå-
ìóþ ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Åå ïðîîáðàçîì ñëóæèò ñèñòåìà ãåîã-
ðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàò (äîëãîòà è øèðîòà) íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè (êîòîðàÿ
òàêæå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè òðîéíûõ èíòåãðàëîâ è â ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêå).

Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü, âîçüìåì â íåé òî÷êó O
è ïðîâåäåì ÷åðåç ýòó òî÷êó â ïëîñêîñòè ëó÷, íàçûâàåìûé ïîëÿðíîé îñüþ,
è îñü OZ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëîñêîñòè (ðèñ.1.15).

Âîçüìåì â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M è ñîåäèíèì åå ñ òî÷-

êîé O âåêòîðîì
−−→
OM , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì�âåêòîðîì òî÷êè M .

Äëèíó ðàäèóñà�âåêòîðà òî÷êè M îáîçíà÷èì ÷åðåç r. Ïðîåêöèþ òî÷êè M íà

âûáðàííóþ ïëîñêîñòü îáîçíà÷èì M1 (ïðîåêöèåé âåêòîðà
−−→
OM íà ïëîñêîñòü

ñëóæèò îòðåçîê OM1).
Åñëè òî÷êà M íå ëåæèò íà îñè OZ, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ óãîë ìåæäó

âûáðàííûì â ïëîñêîñòè ëó÷îì è îòðåçêîì OM1, îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ
õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè (äîëãîòà òî÷êè M), à ÷åðåç θ � óãîë ìåæäó ïîëîæè-

òåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè OZ è âåêòîðîì
−−→
OM
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Ðèñ.1.15

(øèðîòà òî÷êè M). Òðîéêà ÷èñåë (r; θ; ϕ) è îáðàçóåò ñôåðè÷åñêèå êîîðäè-
íàòû òî÷êè M â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. ßñíî, ÷òî r ≥ 0, óãîë θ èçìåíÿåò-
ñÿ â ïðåäåëàõ 0 ≤ θ ≤ π, à óãîë ϕ îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàå-
ìîãî, êðàòíîãî 2π (áóäåì ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàòü, ÷òî åãî ãëàâíîå çíà÷åíèå
ëåæèò â ïðåäåëàõ −π < ϕ ≤ π). Äëÿ òî÷åê îñè OZ óãîë ϕ íå îïðåäåëåí
(ïðîåêöèÿ ýòèõ òî÷åê íà âûáðàííóþ ïëîñêîñòü åñòü òî÷êà O), à äëÿ òî÷êè
O íå îïðåäåëåíû îáà óãëà ϕ è θ (îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
r = 0).

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó äåêàðòîâûìè è ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷-
êè â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ îáåèõ ñèñòåì êîîðäèíàò îñü OZ � îáùàÿ, òî÷êà O
ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì äåêàðòîâîé ñèñòåìû,
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à ïîëÿðíàÿ îñü ñîâïàäàåò ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ àáñöèññ.
Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå ðàíåå ñîîòíîøåíèÿ (1.8) è ðàâåíñòâî |OM1| =

= r sin(θ), ëåãêî âûâîäèì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äåêàðòîâûìè è
ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå (ðèñ.1.16):
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Ðèñ.1.16


x = r sin(θ) cos(ϕ),

y = r sin(θ) sin(ϕ),

z = r cos(θ).

2. ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÅ ×ÈÑËÀ

2.1. Îïðåäåëåíèå. Îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî R×R, ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
(x, y), ãäå x ∈ R, y ∈ R. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, åñëè (x1, y1), (x2, y2) ∈ R×R,
òî

(x1, y1) = (x2, y2) ⇐⇒

{
x1 = x2 ,

y1 = y2 .
(2.1)

Íà ìíîæåñòâå R× R îïðåäåëèì äâå îïåðàöèè:
1) ñëîæåíèå

(x1, y2) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2); (2.2)

2) óìíîæåíèå

(x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1). (2.3)
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Îïðåäåëåíèå 2.1. Ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë ñ îïðåäåëåííûìè íà íåì ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì ñîãëàñíî
(2.2), (2.3) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è îáîçíà÷àåòñÿ
C. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå z ∈ C îçíà÷àåò, ÷òî z = (x, y), ãäå x ∈ R è
y ∈ R.

Çàìå÷àíèå 2.1. Îòìåòèì, ÷òî ñàìî ïî ñåáå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïàð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì C äî òåõ ïîð, ïîêà
íå ââåäåíû óêàçàííûå îïåðàöèè. Îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàìè èç R × R, âî-
îáùå ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü ââåäåíû è èíûì îáðàçîì, è òîãäà ìû ïîëó÷èì
êîíñòðóêöèþ, îòëè÷íóþ îò ìíîæåñòâà C. ⊗

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü z = (x, y) ∈ C. Âåùåñòâåííîå ÷èñëî x
íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ
x = Re(z), à âåùåñòâåííîå ÷èñëî y � ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
z è îáîçíà÷àåòñÿ y = Im(z).

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óñëîâèå (2.1), îïðåäåëÿþùåå ðàâåíñòâî äâóõ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = (x1, y1) è z2 = (x2, y2), çàïèøåòñÿ â âèäå

z1 = z2 ⇐⇒

{
Re(z1) = Re(z2),

Im(z1) = Im(z2).

Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáëàäàþò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ)

z1 + z2 = z2 + z1;

2) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ)

(z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3);

3) (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ)

z1z2 = z2z1;

4) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ)

(z1z2)z3 = z1(z2z3);

5) (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ)

(z1 + z2)z3 = z1z3 + z2z3.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ñâîéñòâ óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëå-
íèåì îáåèõ ÷àñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàâåíñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë
(2.2), (2.3) (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ).
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Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ C:

z + (0, 0) = z; (2.4)

z(0, 0) = (0, 0); (2.5)

z(1, 0) = z. (2.6)

Ôîðìóëû (2.4) � (2.6) ïîêàçûâàþò, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà (0, 0) è (1, 0)
â ìíîæåñòâå C èãðàþò ðîëü, àíàëîãè÷íóþ ðîëè ÷èñåë 0 è 1 â ìíîæåñòâå R.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ îá îáðàòíûõ îïåðàöèÿõ (âû÷èòàíèÿ è äåëå-
íèÿ) â ìíîæåñòâå C.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ðàçíîñòüþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 íàçûâàåò-
ñÿ òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z (ïèøóò z = z1 − z2), ÷òî z1 = z2 + z.

Ïóñòü z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) è z = (x, y). Òîãäà

z1 = z2 + z ⇐⇒

{
x1 = x2 + x,

y1 = y2 + y
⇐⇒

{
x = x1 − x2 ,

y = y1 − y2 .

Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòüþ ÷èñåë z1 = (x1, y1) è z2 = (x2, y2) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî

z1 − z2 = (x1 − x2, y1 − y2) (2.7)

è ýòà ðàçíîñòü îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.
Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z îïðåäåëèì ïðîòèâîïîëîæíîå åìó

÷èñëî (−z) ðàâåíñòâîì
z + (−z) = (0, 0).

Åñëè z = (x, y), òî (−z) = (0, 0)− z = (0, 0)− (x, y). Ñ ó÷åòîì (2.7)

(−z) = (−x,−y).

ßñíî, ÷òî z1 − z2 = z1 + (−z2).

Îïðåäåëåíèå 2.4. ×àñòíûì îò äåëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z1 íà
êîìïëåêñíîå ÷èñëî z2 6= (0, 0) íàçûâàåòñÿ òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z (ïè-

øóò z =
z1

z2
), ÷òî

z1 = z2z. (2.8)

Çàìå÷àíèå 2.2. Â ýòîì îïðåäåëåíèè îãðàíè÷åíèå z2 6= (0, 0) åñòåñò-
âåííî, ïîñêîëüêó ïðè z2 = (0, 0) óðàâíåíèå (2.8) ïðèíèìàåò âèä z1 = (0, 0)z
è, êàê ñëåäóåò èç (2.5), ïðè z1 6= (0, 0) îíî ðåøåíèé íå èìååò, à ïðè z1 =
= (0, 0) ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå ÷èñëî z ∈ C, ò. å. â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ÷àñòíîå òåðÿåò ñìûñë. ⊗
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Ïóñòü z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) 6= (0, 0) è z = (x, y). Òîãäà

z1 = z2z ⇐⇒

{
x1 = x2x− y2y,

y1 = y2x + x2y.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì åå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x =
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2
, y =

x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè z2 6= (0, 0) (x2
2 + y2

2 > 0) ÷àñòíîå
z1

z2
ñóùåñòâóåò è

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî:

z1

z2
=

(x1, y1)

(x2, y2)
=

(
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2
,
x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2

)
. (2.9)

Ó÷èòûâàÿ îñîáóþ ðîëü â ìíîæåñòâå C ÷èñëà (1, 0) (ñì.(2.6)), àíàëîãè÷-
íóþ ðîëè ÷èñëà 1 â ìíîæåñòâå R, îïðåäåëèì òåïåðü äëÿ ëþáîãî ÷èñëà z =
= (x, y) 6= (0, 0) îáðàòíîå åìó ÷èñëî z−1 ðàâåíñòâîì zz−1 = (1, 0) (âñïîì-
íèì, ÷òî â R: xx−1 = 1).

Ñ ó÷åòîì (2.9)

z−1 =
(1, 0)

z
=

(1, 0)

(x, y)
=

(
x

x2 + y2 ,
−y

x2 + y2

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî
z1

z2
= z1z

−1
2 (z2 6= (0, 0)).

Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì z = z1z
−1
2 è óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (2.8):

z2z = z2z1z
−1
2 = z2z

−1
2 z1 = (1, 0)z1 = z1.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1)
z1 + z2

z3
=

z1

z3
+

z2

z3
, z3 6= (0, 0);

2) (z−1)−1 = z;
3) (z1z2)

−1 = z−1
1 z−1

2 .
Ïî àíàëîãèè ñ R â ìíîæåñòâå C îïðåäåëèì zn ïðè n ∈ Z � ñòåïåíü

÷èñëà z ñ öåëûì ïîêàçàòåëåì:
1) åñëè n ∈ N, òî zn = z · · · z (ïðîèçâåäåíèå n ìíîæèòåëåé);
2) åñëè z 6= (0, 0), òî z0 = (1, 0);
3) åñëè z 6= (0, 0), òî z−n = (zn)−1 ïðè n ∈ N.
Èç ïîñëåäíåãî óïðàæíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

z−n = (z−1)n.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà z = (x, 0). Ñ ó÷åòîì (2.1)

(x1, 0) = (x2, 0) ⇐⇒ x1 = x2.

Êðîìå òîãî, äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë òàêîãî âèäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøå-
íèÿ:

(x1, 0) + (x2, 0) = (x1 + x2, 0),

(x1, 0)− (x2, 0) = (x1 − x2, 0),

(x1, 0)(x2, 0) = (x1x2, 0),

(x1, 0)

(x2, 0)
=

(
x1

x2
, 0

)
ïðè x2 6= 0,

(x, 0)−1 =

(
1

x
, 0

)
ïðè x 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè
âèäà (x, 0) ñâîäÿòñÿ ê àíàëîãè÷íûì îïåðàöèÿì ñ èõ âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿ-
ìè, ò. å. ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Ýòè ñâîéñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà
(x, 0) ïîçâîëÿþò îòîæäåñòâèòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (x, 0) ñ âåùåñòâåí-
íûì ÷èñëîì x. Èòàê, âïðåäü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

(x, 0) = x. (2.10)

Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì:
1) (0, 0) = 0;
2) (1, 0) = 1;

3) z−1 =
(1, 0)

z
=

1

z
ïðè z 6= 0 è

1

(x, 0)
=

1

x
ïðè x 6= 0.

Êðîìå òîãî, (−1)z = −z, òàê êàê åñëè z = (x, y), òî (−1)(x, y) =
= (−1, 0)(x, y) = (−x,−y) = −z.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R (ìíîæåñòâî R âõî-
äèò â ìíîæåñòâî C â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà, ïðè÷åì àðèôìåòèêà êîìïëåê-
ñíûõ ÷èñåë (ðàññìîòðåííûå ðàíåå äåéñòâèÿ íàä íèìè) ñîãëàñóåòñÿ ñ àðèô-
ìåòèêîé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë).

Òåïåðü ðàññìîòðèì êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà z = (0, y), äëÿ êîòîðûõ
Re(z) = 0. Èõ íàçûâàþò ìíèìûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Ïðè y = 1
ëåãêî íàõîäèì, ÷òî

(0, 1)2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −1.

Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ìíèìîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (0, 1) ÿâëÿåò-
ñÿ êîðíåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

z2 + 1 = 0, (2.11)

êîòîðîå íå èìååò ðåøåíèé â ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî (0, 1) íàçûâàåòñÿ ìíèìîé
åäèíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé i :

i = (0, 1). (2.12)

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, i2 = −1. Ëåãêî âû÷èñëèòü, ÷òî (−i)2 =
= (0,−1)2 = −1 è, çíà÷èò, ÷èñëî (−i), êàê è ÷èñëî i, ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
óðàâíåíèÿ (2.11).

Íàéäåì ïðîèçâåäåíèå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà y íà ìíèìóþ åäèíèöó i,
èñïîëüçóÿ ñîãëàøåíèÿ (2.10) è (2.12):

yi = (y, 0)(0, 1) = (0, y). (2.13)

Êðîìå òîãî, èç (2.10) è (2.13) ñëåäóåò, ÷òî

(x, y) = (x, 0) + (0, y) = x + yi. (2.14)

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = (x, y) â
âèäå z = x + yi íàçûâàåòñÿ åãî àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé.

Çàìå÷àíèå 2.3. Ïîñêîëüêó yi = iy, ìîæíî çàïèñàòü ÷èñëî z â âèäå
z = x + iy � ýòî äðóãîé âàðèàíò àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìû çàïèñè ÷èñëà z. Â
äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì îáà âàðèàíòà çàïèñè è ðàçëè÷èÿ ìåæäó íèìè íå
äåëàåì. ⊗

Ôîðìóëà (2.14) îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (x, y) ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóììó äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � âåùåñòâåííîãî
x = Re(z) è ìíèìîãî yi, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ, ñîãëàñíî (2.13),
ïðîèçâåäåíèåì âåùåñòâåííîãî y = Im(z) íà ìíèìóþ åäèíèöó i (y ìîæíî
ñ÷èòàòü êîýôôèöèåíòîì ïðè i â ñóììå x + yi).

Èñïîëüçîâàíèå àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ñóùåñòâåííî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
îñíîâíîå ðàâåíñòâî i2 = −1.

Ïðèìåð 2.1. 1) i3 = i2i = (−1)i = −i; i4 = (i2)2 = (−1)2 = 1;
i5 = i4i = = 1i = i è ò. ä.

2) 2−3i+(−1−2i)(1−i) = 2−3i+(−1)+(−1)(−i)+(−2i)+(−2i)(−i) =
= 2− 3i− 1 + i− 2i− 2 = −1− 4i •.

Ââåäåì åùå îäíó îïåðàöèþ â ìíîæåñòâå C.

Îïðåäåëåíèå 2.7. ×èñëî z̄ = (x,−y) = x−yi íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñ-
íî�ñîïðÿæåííûì ê ÷èñëó z = (x, y) = x + yi, à íàõîæäåíèå z̄ ïî ÷èñëó z
íàçûâàþò îïåðàöèåé êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòîé îïåðàöèè:
1) åñëè z̄1 = z2, òî z1 = z̄2 èëè, èíà÷å, (z̄) = z;
2) z̄ = z ⇐⇒ (Im(z) = 0, ò.å. z ∈ R);
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3) z̄ = −z ⇐⇒ Re(z) = 0;

4) (z1 + z2) = z̄1 + z̄2;

5) (z1 − z2) = z̄1 − z̄1;

6) (z1z2) = z̄1z̄2;

7)

(
z1

z2

)
=

z̄1

z̄2
, z2 6= 0.

Äîêàæåì ïåðâûå äâà ñâîéñòâà (äîêàçàòåëüñòâî îñòàëüíûõ ñâîéñòâ ïðå-
äîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ).

1) Ïóñòü z = x + yi, òîãäà z̄ = x− yi è

(z̄) = x− yi = x− (−y)i = x + yi = z.

2) Äëÿ z ∈ R ðàâåíñòâî z̄ = z î÷åâèäíî; ïóñòü òåïåðü z = x + yi è
z̄ = z, ò.å. x − yi = x + yi. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y = −y è, ñëåäîâàòåëüíî,
y = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî z = x + 0i = x ∈ R.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z =
= x + yi:

1) z + z̄ = 2x � âåùåñòâåííîå ÷èñëî;
2) zz̄ = x2 + y2 ≥ 0 (ò.å. zz̄ � âåùåñòâåííîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî),

ïðè ýòîì zz̄ = 0 ⇐⇒ z = 0.
Ðàíåå áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà (2.9) äëÿ ÷àñòíîãî äâóõ êîìïëåêñíûõ

÷èñåë. Íà ïðàêòèêå ïðè äåëåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì ïðèåìîì: óìíîæàþò ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ÷èñëî, êîìïëåêñíî�
ñîïðÿæåííîå çíàìåíàòåëþ, ÷òî ïðèâîäèò ê äåëåíèþ íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî:

z1

z2
=

z1z̄2

z2z̄2
=

(x1 + y1i)(x2 − y2i)

(x2 + y2i)(x2 − y2i)
=

x1x2 + y1y2 + (x2y1 − x1y2)i

x2
2 + y2

2
=

=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2
+

x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2
i .

Âèäíî, ÷òî ôîðìóëà (2.9) ïîëó÷àåòñÿ ½àâòîìàòè÷åñêè“.
Ïðèìåð 2.2.

2 + 3i

1− 2i
=

(2 + 3i)(1 + 2i)

(1− 2i)(1 + 2i)
=

2 + 3i + 4i− 6

12 + 22 = −4

5
+

7

5
i . •

2.2. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü. Ìîäóëü è àðãóìåíò
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ è
ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Ââåäåì íà ïëîñêîñòè äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è
êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = x+ iy ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå (âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå) òî÷êó ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (x; y). Ýòó òî÷êó îáîçíà÷èì

21



z, òàê æå êàê è ñîîòâåòñòâóþùåå åé ÷èñëî. Âåùåñòâåííûì ÷èñëàì (ò.å.
êîìïëåêñíûì ÷èñëàì âèäà z = x + i0) ñîîòâåòñòâóþò ïðè ýòîì òî÷êè îñè
àáñöèññ, è ïîýòîìó îñü àáñöèññ áóäåì íàçûâàòü òàêæå âåùåñòâåííîé îñüþ.
Òî÷êàì îñè îðäèíàò ñîîòâåòñòâóþò êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà z = 0+iy = iy;
ýòó îñü íàçîâåì ìíèìîé îñüþ. Íà÷àëó êîîðäèíàò, î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóåò
÷èñëî 0 + i0 (èëè ïðîñòî 0).

Ïëîñêîñòü ñ ôèêñèðîâàííîé äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìîé êî-
îðäèíàò, íà êîòîðîé èçîáðàæàþòñÿ îïèñàííûì îáðàçîì êîìïëåêñíûå ÷èñ-
ëà, áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ (ïëîñêîñòüþ C).

Îòìåòèì, ÷òî òî÷êè z è (−z) ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîð-
äèíàò, à òî÷êè z è z̄ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè.

Íàðÿäó ñ èçîáðàæåíèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè C
óäîáíî ñ êàæäûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì z ñâÿçûâàòü âåêòîð, èäóùèé èç
íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó z. ßñíî, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì
òàêèõ âåêòîðîâ è ìíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë òàêæå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî
îäíîçíà÷íûì. Ïðè ýòîì ñóììå z1 +z2 êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 ñîîòâåòñò-
âóåò âåêòîð, ðàâíûé ñóììå âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ÷èñëàì z1 è z2 (ðèñ.2.1):
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ϕ
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Ðèñ.2.2

Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C íàðÿäó ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò
ââåäåì ïîëÿðíóþ (ðèñ.2.2):

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïîëÿðíûé ðàäèóñ r òî÷êè z íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ |z|.

ßñíî, ÷òî ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+iy îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî,
ïðè ýòîì:

1)

r = |z| =
√

x2 + y2 ≥ 0; (2.15)

2) r = |z| = 0 ⇐⇒ z = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ïóñòü z = x + iy, r = |z| > 0. Ïîëÿðíûé óãîë
ϕ òî÷êè z íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ
ϕ = arg(z). Ãëàâíîå çíà÷åíèå ïîëÿðíîãî óãëà íàçûâàþò ãëàâíûì çíà÷å-
íèåì àðãóìåíòà. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = 0 àðãóìåíò íå îïðåäåëÿåò-
ñÿ.
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Åñëè ϕ0 ∈ (−π, π] � ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
z 6= 0, òî âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ arg(z) ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôîðìóëîé

arg(z) = ϕ0 + 2πk, k ∈ Z. (2.16)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò óñëîâèå ðàâåíñòâà íåíóëåâûõ êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë:

z1 = z2 ⇐⇒

{
|z1| = |z2|,
∃k ∈ Z : arg(z1) = arg(z2) + 2πk,

(2.17)

ãäå arg(z1) è arg(z2) � êàêèå�ëèáî ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ
÷èñåë z1 è z2.

Åñëè çàäàíû ìîäóëü r è àðãóìåíò ϕ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z =
= x + iy, òî (ñì.(1.8)) {

x = r cos(ϕ),

y = r sin(ϕ)
(2.18)

è ïîýòîìó

z = r
[
cos(ϕ) + i sin(ϕ)

]
= |z|

[
cos(arg(z)) + i sin(arg(z))

]
. (2.19)

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z â âèäå
(2.19) íàçûâàþò åãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé.

Ïðèìåð. 2.3. Äàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà çàïèñàòü â òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé ôîðìå: à) z1 = −1 + i; á) z2 = −1− i.

Ðåøåíèå.
à) x1 = Re(z1) = −1, y1 = Im(z1) = 1; r = |z1| =

√
(−1)2 + 12 =

=
√

2. Ïóñòü ϕ1 = arg(z1). Òîãäà, çàïèñûâàÿ äëÿ ÷èñëà z1 ñèñòåìó (2.18){
−1 =

√
2 cos(ϕ1),

1 =
√

2 sin(ϕ1),

íàõîäèì 
cos(ϕ1) = − 1√

2
,

sin(ϕ1) =
1√
2

.

Îòñþäà ϕ1 =
3π

4
(áåðåì ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà) è, ñëåäîâàòåëüíî,

−1 + i =
√

2

[
cos

(π

4

)
+ i sin

(
3π

4

)]
.
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á) x2 = Re(z2) = −1, y2 = Im(z) = −1,

r2 = |z2| =
√

(−1)2 + (−1)2 =
√

2.

Ïóñòü ϕ2 = arg(z2). Òîãäà, ñ ó÷åòîì (2.18):{
−1 =

√
2 cos(ϕ2),

−1 =
√

2 sin(ϕ2)
⇐⇒


cos(ϕ2) = − 1√

2
,

sin(ϕ2) = − 1√
2

.

Îòñþäà ϕ2 = −3π

4
è, ñëåäîâàòåëüíî,

−1− i =
√

2

[
cos

(
5π

4

)
+ i sin

(
5π

4

)]
.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó íàøåãî ñîãëàøåíèÿ (ñì.(2.16)) ϕ =
5π

4
òàêæå ÿâëÿåòñÿ

äîïóñòèìûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà ÷èñëà z2 è ïîýòîìó

−1− i =
√

2

[
cos

(
−3π

4

)
+ i sin

(
−3π

4

)]
� äðóãîé âîçìîæíûé âàðèàíò òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìû êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z2 = −1− i. •

Ïóñòü z1 = r1 (cos(ϕ1) + i sin(ϕ1)), z2 = r2 (cos(ϕ2) + i sin(ϕ2)). Òîãäà

z1z2 = r1
[
cos(ϕ1) + i sin(ϕ1)

]
r2

[
cos(ϕ2) + i sin(ϕ2)

]
=

= r1r2

{[
cos(ϕ1) cos(ϕ2)− sin(ϕ1) sin(ϕ2)

]
+ i

[
cos(ϕ1) sin(ϕ2)+

+ sin(ϕ1) cos(ϕ2)
]}

= r1r2
[
cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)

]
.

Ïîëó÷åííàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z1z2 ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ïðîèçâåäå-
íèþ ìîäóëåé ñîìíîæèòåëåé, à àðãóìåíò ïðîèçâåäåíèÿ (òî÷íåå, îäíî èç åãî
çíà÷åíèé) ðàâåí ñóììå àðãóìåíòîâ ñîìíîæèòåëåé:

|z1z2| = |z1| |z2|, arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2).

Ýòè ïðàâèëà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ÷èñëà ñîìíî-
æèòåëåé:

|z1z2...zk| = |z1| |z2|...|zk|, (2.20)

arg(z1z2...zk) = arg(z1) + ... + arg(zk). (2.21)

Èç ôîðìóë (2.20), (2.21) ñëåäóåò (ïðè z1 = z2 = ... = zk = z), ÷òî ïðè
k ∈ N

|zk| = |z|k, arg(zk) = k arg(z),
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ò.å. åñëè z = r (cos(ϕ) + i sin(ϕ)), òî

zk =
[
r
(
cos(ϕ) + i sin(ϕ)

)]k

= rk
[
cos(kϕ) + i sin(kϕ)

]
. (2.22)

Ïðè r = |z| = 1 èç ôîðìóëû (2.22) ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìóþ ôîðìóëó
Ìóàâðà: [

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
]k

= cos(kϕ) + i sin(kϕ). (2.23)

Ïðèìåð 2.4. Ïóñòü k = 3. Âû÷èñëèì ëåâóþ ÷àñòü â (2.23):[
cos(ϕ) + i sin(ϕ)

]3
=

= cos3(ϕ) + 3 cos2(ϕ)i sin(ϕ) + 3 cos(ϕ)
(
i sin(ϕ)

)2
+ i3 sin3(ϕ) =

= cos3(ϕ)− 3 cos(ϕ) sin2(ϕ) + i
(
3 cos2(ϕ) sin(ϕ)− sin3(ϕ)

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ òåïåðü â (2.23) âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè, ïîëó÷èì èçâå-
ñòíûå ôîðìóëû òðèãîíîìåòðèè:{

cos(3ϕ) = cos3(ϕ)− 3 cos(ϕ) sin2(ϕ),

sin(3ϕ) = 3 cos2(ϕ) sin(ϕ)− sin3(ϕ).
•

Ôîðìóëà Ìóàâðà áûëà ïîëó÷åíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî k.
Ïîêàæåì, ÷òî îíà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîêàçàòåëÿ. Ïðè k = 0
åå ïðîâåðêà òðèâèàëüíà. Ïóñòü k = −n, n ∈ N . Òîãäà[

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
]k

=
[
cos(ϕ) + i sin(ϕ)

]−n
=

1[
cos(ϕ) + i sin(ϕ)

]n =

=
1

cos(nϕ) + i sin(nϕ)
=

cos(nϕ)− i sin(nϕ)

cos2(nϕ) + sin2(nϕ)
= cos(nϕ)− i sin(nϕ) =

= cos(−nϕ) + i sin(−nϕ) = cos(kϕ) + i sin(kϕ).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = −1 ïîëó÷àåì[
cos(ϕ) + i sin(ϕ)

]−1
=

1

cos(ϕ) + i sin(ϕ)
= cos(−ϕ) + i sin(−ϕ). (2.24)

Ðàññìîòðèì òåïåðü äåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìå. Ïóñòü

z1 = r1
[
cos(ϕ1) + i sin(ϕ1)

]
, z2 = r2

[
cos(ϕ2) + i sin(ϕ2)

]
6= 0.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (2.24) è (2.21), ïîëó÷èì

z1

z2
=

r1
[
cos(ϕ1) + i sin(ϕ1)

]
r2

[
cos(ϕ2) + i sin(ϕ2)

] =
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=
r1

r2

[
cos(ϕ1) + i sin(ϕ1)

][
cos(−ϕ2) + i sin(−ϕ2)

]
=

=
r1

r2

[
cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)

]
,

ò.å. ∣∣∣z1

z2

∣∣∣ =
r1

r2
=
|z1|
|z2|

, arg

(
z1

z2

)
= ϕ1 − ϕ2 = arg(z1)− arg(z2).

Èòàê, ìîäóëü ÷àñòíîãî äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ÷àñòíîìó èõ ìîäó-
ëåé, à àðãóìåíò ÷àñòíîãî (îäíî èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé) ðàâåí ðàçíîñòè
àðãóìåíòîâ äåëèìîãî è äåëèòåëÿ.

Ïóñòü z = r
[
cos(ϕ) + i sin(ϕ)

]
. Òîãäà

z̄ = r cos(ϕ)− ir sin(ϕ) = r
[
cos(ϕ) + i sin(ϕ)

]
=

= r
[
cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)

]
.

Ýòî îçíà÷àåò (ðèñ.2.3), ÷òî

|z̄| = r = |z|, arg(z̄) = −ϕ = − arg(z).
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Im(z)

Re(z)0

z

ϕ

r

z̄

−ϕ

r

Ðèñ.2.3

Óêàæåì åùå íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìîäóëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

1) zz̄ = |z|2;
2) |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|; (2.25)

3) |z1 − z2| ≤ |z1|+ |z2|;
4) |z1 + z2| ≥ |z1| − |z2|;
5) |z1 − z2| ≥ |z1| − |z2|;
6) |Re(z)| ≤ |z|;
7) |Im(z)| ≤ |z|.

Äîêàçàòåëüñòâî: 1) zz̄ = (x + iy)(x− iy) = x2 + y2 = |z|2.
2) |z1 + z2|2 =

∣∣r1
[
cos(ϕ1) + i sin(ϕ1)

]
+ r2

[
cos(ϕ2) + i sin(ϕ2)

]∣∣2 =

=
∣∣r1 cos(ϕ1) + r2 cos(ϕ2) + i

[
r1 sin(ϕ1) + r2 sin(ϕ2)

]∣∣2 =
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=
[
r1 cos(ϕ1) + r2 cos(ϕ2)

]2
+

[
r1 sin(ϕ1) + r2 sin(ϕ2)

]2
=

= r2
1 cos2(ϕ1) + 2r1r2 cos(ϕ1) cos(ϕ2) + r2

2 cos2(ϕ2)+

+r2
1 sin2(ϕ1) + 2r1r2 sin(ϕ1) sin(ϕ2) + r2

2 sin2(ϕ2) =

= r2
1 + r2

2 + 2r1r2 cos(ϕ1 − ϕ2) ≤ r2
1 + r2

2 + 2r1r2 = (r1 + r2)
2.

Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà,
íàõîäèì:

|z1 + z2| ≤ r1 + r2 = |z1|+ |z2|.
3) Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî (äîñòàòî÷íî z2 çàìåíèòü íà

(−z2)).
4) z1 = z1 + z2 − z2. Ïîýòîìó |z1| = |(z1 + z2) − z2| ≤ |z1 + z2| + |z2|.

Îòñþäà |z1 + z2| ≥ |z1| − |z2|.
Äîêàçàòåëüñòâî îñòàëüíûõ ñâîéñòâ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî |z1 + z2| ≥

∣∣|z1| − |z2|
∣∣.

Çàìå÷àíèå 2.4.Íåðàâåíñòâî (2.25) íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì òðåóãîëü-
íèêà. Ýòî ñâÿçàíî ñ åãî ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé � äëèíà ñòîðî-
íû òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò ñóììû äëèí äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí (ñì.
ðèñ. 2.1). Ýòî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñóììó
íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ:

|z1 + z2 + ... + zk| ≤ |z1|+ |z2|+ ... + |zk|. ⊗

Óïðàæíåíèÿ. 1) Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì z1 − z2 = z1 + (−z2)
è ñîîòâåòñòâóþùèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïîñòðîåíèåì (ñì. ðèñ. 2.4), äîêàæèòå,
÷òî ìîäóëü ðàçíîñòè äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë |z1 − z2| ðàâåí ðàññòîÿíèþ
ìåæäó òî÷êàìè z1 è z2 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
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Im(z)

Re(z)0

z1 − z2 z2

z1

−z2

Ðèñ.2.4

2) Èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê z, äëÿ êîòî-
ðûõ:

à) |z| ≤ 1; á) |z − 2i| < 4; â) |z − i| > 1; ã) 1 < |z − 1| < 2;
ä) |z − 1| = |z + 1|.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ðàññìîòðèì åùå îäíó ôîðìó çàïèñè
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
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Îïðåäåëåíèå 2.11. Åñëè ϕ ∈ R, òî
eiϕ = cos(ϕ) + i sin(ϕ). (2.26)

Çàìå÷àíèå 2.5. Ôîðìóëà (2.26) ÿâëÿåòñÿ ëèøü ôîðìàëüíûì îïðåäå-
ëåíèåì ñèìâîëà eiϕ. Â äàëüíåéøåì â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà áóäåò
îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ez, z ∈ C è òîãäà ðàâåíñòâî (2.26) ïîëó÷èò ñòðîãîå
îáîñíîâàíèå. ⊗

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.19), (2.26) ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî êîìï-
ëåêñíîãî ÷èñëà z ïðåäñòàâëåíèå

z = reiϕ,

(r = |z|, ϕ = arg(z)), íàçûâàåìîå ïîêàçàòåëüíîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî
÷èñëà. ßñíî, ÷òî |eiϕ| = 1 ∀ϕ ∈ R.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîêàçàòåëüíîé ôîðìû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìíîãèå èç
ðàíåå äîêàçàííûõ ôîðìóë äîïóñêàþò áîëåå êîìïàêòíóþ çàïèñü, â ÷àñòíîñ-
òè:

1) z1z2 = |z1| |z2|ei(ϕ1+ϕ2), ãäå ϕ1 = arg(z1), ϕ2 = arg(z2);
2) zn = |z|neinϕ, ϕ = arg(z), n ∈ Z;

3)
z1

z2
=
|z1|
|z2|

ei(ϕ1−ϕ2), z2 6= 0;

4) åñëè z = |z|eiϕ, òî z̄ = |z|e−iϕ.
5) eiϕ1 = eiϕ2 ⇐⇒ ∃k ∈ Z : ϕ1 = ϕ2 + 2πk (ñëåäóåò èç 2.17).
Ïðèìåð 2.5. Âû÷èñëèòü (−1 + i

√
3)12.

Ðåøåíèå. ×èñëî z = −1 + i
√

3 ïðåäñòàâèì â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå:

|z| =
√

1 + 3 = 2,


cos(arg(z)) = −1

2
,

sin(arg(z)) =

√
3

2
,

=⇒ arg(z) =
2π

3
.

Èòàê, z = 2ei2π
3 . Çíà÷èò, z12 = (2ei2π

3 )12 = 212e12i2π
3 = 212ei8π = 212. •

Óïðàæíåíèÿ. 1) Çàïèñàòü â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå êîìïëåêñíûå ÷èñ-
ëà: −2, i, −5i, 1 + i, −1− i

√
3.

2) Çàïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå êîìïëåêñíûå ÷èñëà: ei0, eiπ2 , eiπ,

3eiπ3 , −2e−iπ4 .
3) Âû÷èñëèòü: (1 + i)8 + (1− i)8, (

√
3− 3i)6.

2.3. Äâó÷ëåííûå è êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèå âèäà
zn = a, (2.27)

ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî (n ∈ N), a ∈ C � çàäàííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî,
îáû÷íî íàçûâàåòñÿ äâó÷ëåííûì óðàâíåíèåì.

28



Åñëè a = 0 òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.27) ñëóæèò òîëüêî z = 0. Äàëåå
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a 6= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, z 6= 0.

Çàïèøåì ÷èñëà a è z â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

a = |a| [cos(α) + i sin(α)] , α = arg(a),

z = |z| [cos(ϕ) + i sin(ϕ)] , ϕ = arg(z).

Òîãäà óðàâíåíèå (2.27) ñ ó÷åòîì (2.22) ïðèìåò âèä

zn = a, (2.28)

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ ðàâåíñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (2.17), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.27) (èëè (2.28)) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:{

|zn| = |a|,

∃ k ∈ Z, nϕ = α + 2πk,

îòêóäà 
|z| = n

√
|a|,

ϕ =
α + 2πk

n
=

α

n
+

2π

n
k.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.27) èìååò âèä

zk = n
√
|a|

[
cos

(
α

n
+

2π

n
k

)
+ i sin

(
α

n
+

2π

n
k

)]
, k ∈ Z. (2.29)

Èññëåäóåì ýòó ôîðìóëó.

Òåîðåìà 2.1. Óðàâíåíèå (2.27) ïðè a 6= 0 èìååò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ
ðåøåíèé. Îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.29) ïðè k = 0, 1, . . . , n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.27) ïðåäñòàâèìî ôîðìóëîé (2.29) ïðè íåêîòîðîì k ∈ Z. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì k ∈ Z ÷èñëî zk,
âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå (2.29), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.27). Ïî-
êàæåì òåïåðü, ÷òî ñðåäè ÷èñåë zk, k ∈ Z, èìååòñÿ ðîâíî n ðàçëè÷íûõ Ïóñòü
k = 0, 1, . . . , n−1. Èçîáðàçèì òî÷êè z0, z1, . . . , zn−1 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-

ñòè. Âñå îíè èìåþò îäèí è òîò æå ìîäóëü ðàâíûé n
√
|a|. Äàëåå, arg(z0) =

α

n
,

arg(z1) = arg(z0) +
2π

n
, arg(z2) = arg(z1) +

2π

n
è òàê äàëåå, ò. å. àðãóìåíò

êàæäîãî ñëåäóþùåãî ÷èñëà ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ïðèáàâëåíèåì ÷èñ-

ëà
2π

n
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå n òî÷åê zk ðàñïîëîæåíû â âåð-

øèíàõ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ðàäèóñà n
√
|a|

ñ öåíòðîì â òî÷êå 0, è ïîýòîìó âñå îíè ðàçëè÷íû.
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Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëàìè z0, z1, . . . , zn−1 èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå ðàç-
ëè÷íûå çíà÷åíèÿ zk, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé (2.29).

Ðàññìîòðèì ëþáîé zk, äëÿ êîòîðîãî k ∈ Z\{0, 1, . . . , n−1}. Èç òåîðèè
öåëûõ ÷èñåë ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ öåëûõ m è p, ÷òî

k = mn + p

ãäå m � ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ k íà n, p � îñòàòîê. Ïðè ýòîì

0 ≤ p < n. (2.30)

Äëÿ âûáðàííîãî k íàõîäèì:

zk = n
√
|a|

[
cos

(
α

n
+

2π

n
(mn + p)

)
+ i sin

(
α

n
+

2π

n
(mn + p)

)]
=

= n
√
|a|

[
cos

(
α

n
+

2π

n
p + 2πm

)
+ i sin

(
α

n
+

2π

n
p + 2πm

)]
=

= n
√
|a|

[
cos

(
α

n
+

2π

n
p

)
+ i sin

(
α

n
+

2π

n
p

)]
= zp.

Èòàê, zk ñîâïàäàåò ñ zp , ò. å., ó÷èòûâàÿ (2.30), ñ îäíèì èç ÷èñåë
z0, z1, . . . , zn−1.

Òàêèì îáðàçîì äâó÷ëåííîå óðàâíåíèå (2.27) ïðè a 6= 0 âñåãäà èìååò
ðîâíî n ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

zk = n
√
|a|

[
cos

(
arg(a)

n
+

2π

n
k

)
+ i sin

(
arg(a)

n
+

2π

n
k

)]
,

k = 0, 1, . . . , n− 1.

(2.31)

Ïðèìåð 2.6. Ðåøèòü óðàâíåíèå z3 = 2 + 2i.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó

|2 + 2i| =
√

8 = (
√

2)3, arg(2 + 2i) =
π

4
,

ðåøåíèÿìè äàííîãî óðàâíåíèÿ, ñîãëàñíî (2.30), ÿâëÿþòñÿ

zk = 3

√
(
√

2)3

[
cos

(
π/4

3
+

2π

3
k

)
+ i sin

(
π/4

3
+

2π

3
k

)]
=

=
√

2

[
cos

(
π

12
+

2π

3
k

)
+ i sin

(
π

12
+

2π

3
k

)]
, k = 0, 1, 2. •

Ðàñïîëîæåíèå íàéäåííûõ êîðíåé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïîêàçàíî
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íà ðèñ. 2.5.
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Im(z)

Re(z)0

z1

z2

2 + 2i

√
2−1

1

z0

Ðèñ.2.5

Óïðàæíåíèå. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:
à) z3 = 1; á) z8 = 1 + i; â) z4 = −1.

Ðàññìîòðèì äâó÷ëåííîå óðàâíåíèå

z2 = a = |a| [cos(α) + i sin(α)] . (2.32)

Åãî ðåøåíèÿìè ñëóæàò, ñîãëàñíî (2.31), ÷èñëà

zk =
√
|a|

[
cos

(
α

2
+

2π

2
k

)
+ i sin

(
α

2
+

2π

2
k

)]
, k = 0, 1.

Ïðè ýòîì

z0 =
√
|a|

[
cos

(α

2

)
+ i sin

(α

2

)]
, (2.33)

z1 =
√
|a|

[
cos

(α

2
+ π

)
+ i sin

(α

2
+ π

)]
=

=
√
|a|

[
− cos

(α

2

)
− i sin

(α

2

)]
= −z0.

Òàêèì îáðàçîì, îäíî èç äâóõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.32) íàõîäèòñÿ ïî ôîð-
ìóëå (2.33), à äðóãîå ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì ïåðâîãî íà (−1).

Ïðèìåð 2.7. Ðåøèòü óðàâíåíèå z2 = i.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó |i| = 1, arg(i) =
π

2
, òî ïî ôîðìóëå (2.33)

z0 =
√

1
[
cos

(π

4

)
+ i sin

(π

4

)]
=

1√
2

+ i
1√
2

è

z1 = −z0 = − 1√
2
− i

1√
2
. •

Ðàññìîòðèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

az2 + bz + c = 0, (2.34)
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ãäå a, b, c ∈ C è a 6= 0. Óìíîæèì óðàâíåíèå (2.34) íà 4a è âûäåëèì ïîëíûé
êâàäðàò:

4a2z2 + 4abz + 4ac = (2az + b)2 − b2 + 4ac = 0.

Îòñþäà
(2az + b)2 = b2 − 4ac.

Îáîçíà÷èì 2az + b = u, b2 − 4ac = D � äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâ-
íåíèÿ (2.34). Óðàâíåíèå ñâåëîñü ê äâó÷ëåííîìó óðàâíåíèþ

u2 = D, (2.35)

êîòîðîå áûëî ðàññìîòðåíî ðàíåå. Âûâîä: óðàâíåíèå (2.34) èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå

z = − b

2a
, åñëè D = b2 − 4ac = 0,

è ðåøåíèÿ

z1,2 =
−b± u

2a
, åñëè D = b2 − 4ac 6= 0,

ãäå u � îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.35).

Ïðèìåð 2.8. Ðåøèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (1+i)z2+(2+i)z+
3

4
= 0.

Ðåøåíèå. Íàõîäèì äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ

D = b2 − 4ac = (2 + i)2 − 3(1 + i) = 4 + 4i− 1− 3− 3i = i.

Îäíèì èç ðåøåíèé äâó÷ëåííîãî óðàâíåíèÿ u2 = i ñëóæèò (ñì. ïðåäûäóùèé

ïðèìåð) u =
1√
2

+ i
1√
2
. Ïîýòîìó

z1,2 =
−b± u

2a
=

−2− i±
(

1√
2

+ i
1√
2

)
2(1 + i)

=
±
√

2− 3

4
+

1

4
i. •

Óïðàæíåíèÿ. Ðåøèòü êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ: à) z2 + z + 1 = 0;
á) z2 − 2z + 2 = 0; â) z2 − (3− 2i)z + (5− 5i) = 0.

3. ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÛ È ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÄÐÎÁÈ

3.1. Ìíîãî÷ëåíû è èõ ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèÿ P : C → C, îïðåäåëåííàÿ ïðàâèëîì

P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . . + a1z + a0 =
n∑

k=0

akz
k, an 6= 0, (3.1)
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íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì (ïîëèíîìîì). Êîìïëåêñíûå ÷èñëà an, an−1, . . . ,
a0 íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà P (an � ñòàðøèì êîýôôè-
öèåíòîì), à öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî n � åãî ñòåïåíüþ. Ñòåïåíü
ìíîãî÷ëåíà P áóäåì îáîçíà÷àòü ñò. P è çàïèñûâàòü: ñò. P = n.

Òåîðåìà 3.1. Â ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ (ââåäåííûõ îïðåäåëåíèåì
3.1 ) íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè P (z) ≡ 0, z ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî-
÷ëåí P , ñò. P = n, an 6= 0, ÷òî

P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . . + a1z + a0 ≡ 0, z ∈ C.

Ïðè z 6= 0

P (z) = anz
n

(
1 +

an−1

an
z−1 + . . . +

a0

an
z−n

)
.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî |z1 + z2| ≥ |z1| − |z2|, ïîëó÷èì

|P (z)| = |anz
n|

∣∣∣1 +

(
an−1

an
z−1 + . . . +

a0

an
z−n

) ∣∣∣ ≥
≥ |an||z|n

(
1−

∣∣∣an−1

an
z−1 + . . . +

a0

an
z−n

∣∣∣) ,

è òàê êàê |z1 + z2 + . . . + zk| ≤ |z1|+ |z2|+ . . . + |zk|, òî

|P (z)| ≥ |an||z|n
(

1−
∣∣∣an−1

an

∣∣∣ 1

|z|
− . . .−

∣∣∣a0

an

∣∣∣ 1

|z|n

)
.

ßñíî, ÷òî âûáðàâ |z| äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
|P (z)| > 0, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Çàìå÷àíèå 3.1. Èç îïðåäåëåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí íóëåâîé
ñòåïåíè èìååò âèä P (z) = a0, ãäå a0 6= 0. Òåîðåìà 3.1 îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ
P (z) ≡ 0, z ∈ C, íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. Îäíàêî ìû âêëþ÷èì ýòó ôóíê-
öèþ â ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ, íàçâàâ åå íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì. Íóëåâîé
ìíîãî÷ëåí ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãî÷ëåíîì ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè ñ íóëåâûìè
êîýôôèöèåíòàìè. ⊗

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, êàê è äëÿ ëþáûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé ñ îáùåé îá-
ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëåíû îáû÷íûì îáðàçîì ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå
è óìíîæåíèå, ïðè÷åì ñóììà, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ òàêæå,
î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè. Ïóñòü

P + Q = R, P −Q = S, PQ = T.
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Åñëè P , Q, R, S � íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû (òîãäà ìíîãî÷ëåí T òàêæå íåíóëå-
âîé), òî

ñò. R ≤ max{ñò. P, ñò. Q},
ñò. S ≤ max{ñò. P, ñò. Q},

ñò. T = ñò. P + ñò. Q.

Ïðè ýòîì, åñëè ñò. P 6= ñò. Q, òî

ñò. R = ñò. S = max{ñò. P, ñò. Q}

(ïî÷åìó?). Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû R è S ìîãóò îêàçàòüñÿ íóëåâûìè ïðè
íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíàõ P è Q.

Èç ñâîéñòâ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âûòåêàåò ñïðà-
âåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

1) P + Q = Q + P ;
2) P + (Q + R) = (P + Q) + R;
3) PQ = QP ;
4) P (QR) = (PQ)R;
5) P (Q + R) = PQ + PR.

Çäåñü P , Q, R � ìíîãî÷ëåíû ïðîèçâîëüíûõ ñòåïåíåé.

Òåîðåìà 3.2. Åñëè äâà íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíà P è Q òîæäåñòâåííî
ñîâïàäàþò, ò. å. P (z) = Q(z) ïðè âñåõ z ∈ C, òî ñîâïàäàþò èõ ñòåïåíè è
èõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû (ò. å. êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêî-
âûõ ñòåïåíÿõ z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P −Q = R. Òîãäà R(z) ≡ 0, z ∈ C, ò.å. R �
íóëåâîé ìíîãî÷ëåí. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñò. P = ñò. Q è ñîîòâåòñòâóþùèå
êîýôôèöèåíòû ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíû, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå õîòÿ
áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà R íå ðàâíÿëñÿ áû íóëþ,
÷òî íåâîçìîæíî.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà 3.2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áîëåå ñèëüíîãî óòâåðæ-
äåíèÿ (òåîðåìû 3.3 ), äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ïðèâîäèòü íå áóäåì.

Òåîðåìà 3.3. Åñëè çíà÷åíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ P è Q ñîâïàäàþò ïðè
z = zk, k = 1, . . . , n+1, ãäå n = max{ñò. P, ñò. Q} è âñå ÷èñëà zk ïîïàðíî
ðàçëè÷íû, òî ñò. P = ñò. Q = n è ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû
ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíû (à çíà÷èò, P (z) ≡ Q(z), z ∈ C ). Â ÷àñòíîñòè,
åñëè ìíîãî÷ëåí P ñòåïåíè n ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ ïðè ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ z1, . . . , zn+1, òî P (z) ≡ 0, z ∈ C.

Òåîðåìà 3.3 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P ðàâíà n, òî ýòîò
ìíîãî÷ëåí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè P (z1), . . . , P (zn+1).
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Åñëè æå, íàîáîðîò, çàäàíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà z1, . . . , zn+1 è ïðîèç-
âîëüíûå ÷èñëà p1, . . . , pn+1, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí P (z)
ñòåïåíè íå âûøå n, äëÿ êîòîðîãî

P (zk) = pk, k = 1, . . . , n + 1.

Ïîêàæåì, êàê òàêîé ìíîãî÷ëåí P ìîæåò áûòü ïîñòðîåí. Ââåäåì âñïî-
ìîãàòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû q1, . . . , qn+1 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) qk(zk) = 1, k = 1, 2, . . . , n + 1;
2) qk(zi) = 0 ïðè i 6= k;
3) ñò. qk = n.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ìíîãî÷ëåíû

qk(z) =
(z − z1) . . . (z − zk−1)(z − zk+1) . . . (z − zn+1)

(zk − z1) . . . (zk − zk−1)(zk − zk+1) . . . (zk − zn+1)
, k = 1, . . . , n + 1.

Ìíîãî÷ëåí Q(z) =
n+1∑
k=1

pkqk(z) èìååò ñòåïåíü íå âûøå n (ïî÷åìó?) è èç

ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ qk ñëåäóåò, ÷òî Q(zk) = pk, k = 1, . . . , n+1. Òàê êàê
èñêîìûé ìíîãî÷ëåí P (z) åäèíñòâåí, òî

P (z) =
n+1∑
k=1

pkqk(z). (3.2)

Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà P â ôîðìå (3.2) íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿ-
öèîííîé ôîðìîé Ëàãðàíæà.

Çàìå÷àíèå 3.2. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìà Ëàãðàíæà ðåøàåò çàäà÷ó
âîññòàíîâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ïî åãî çíà÷åíèÿì â äàííûõ òî÷êàõ, íåñìîò-
ðÿ íà òî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ïðè ýòîì ÿâíî íå âû÷èñëÿþòñÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëà (3.2) ïîçâîëÿåò ïî çàäàííûì zk è P (zk) âû÷èñ-
ëèòü çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà ïðè ëþáîì z ∈ C. ⊗

Óïðàæíåíèÿ.
1. Íàéòè ìíîãî÷ëåí P (ñò. P ≤ 2) ïî åãî çíà÷åíèÿì: A = P (−h),

B = P (0), C = P (h).

2. Äîêàçàòü òîæäåñòâî
n+1∑
k=1

qk(z) ≡ 1.

3.2. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ

Ìíîãî÷ëåíû îáëàäàþò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîé-
ñòâàì öåëûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè óìíîæåíèè öåëûõ ÷èñåë ïîëó÷àåì
öåëîå ÷èñëî. Ýòî æå ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ � ïåðåìíîæàÿ
ìíîãî÷ëåíû, ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåí. Äåëåíèå æå íàöåëî äâóõ öåëûõ ÷èñåë,
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ò. å. ïîëó÷åíèå â ðåçóëüòàòå öåëîãî ÷èñëà, âîçìîæíî äàëåêî íå âñåãäà. Â
îáùåì ñëó÷àå ïðè äåëåíèè öåëîãî ÷èñëà n íà öåëîå m ïîëó÷àåì íåêîòîðîå
÷àñòíîå k è îñòàòîê r. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî n = mk + r. Òî æå
ìîæíî ñêàçàòü è î äåëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ P è Q, ñò. Q > 0, ñóùåñò-
âóþò åäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû q è r, òàêèå, ÷òî

P (z) = Q(z)q(z) + r(z), (3.3)

ïðè÷åì ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà r ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà Q èëè r(z) ≡
≡ 0. Ìíîãî÷ëåí q íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì (îò äåëåíèÿ P íà Q), à r � îñòàò-
êîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè P (z) ≡ 0, òî ìíîãî÷ëåíû q(z) ≡ 0 è r(z) ≡ 0
óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó (3.3). Ïóñòü òåïåðü P (z) 6≡ 0 è

P (z) = a0 + a1z + . . . + anz
n, an 6= 0.

Q(z) = b0 + b1z + . . . + bmzm, bm 6= 0, m ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ q è r â ýòîì ñëó÷àå ïðîâå-
äåì èíäóêöèåé ïî n = ñò. P .

1. Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû ïðè n = 0, ò. å. êîãäà P (z) =
= a0 6= 0. Âîçüìåì q(z) ≡ 0, r(z) = P (z). Òîãäà ñò. r = ñò. P =
= 0 < ñò. Q = m. ßñíî, ÷òî âûáðàííûå òàêèì îáðàçîì ìíîãî÷ëåíû q è
r óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó (3.3).

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà, êîãäà ñò. P ≤ n−1 è ïóñòü òåïåðü
ñò. P = n.

Åñëè m > n, òî P (z) = Q(z) · 0 + P (z), ò. å. äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè
ðàâåíñòâà (3.3) ìîæíî âçÿòü q(z) ≡ 0, r(z) = P (z). Ïðè ýòîì ñò. r =
= n < ñò. Q = m.

Åñëè m ≤ n, òî ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

R(z) = P (z)− an

bm
zn−mQ(z).

Åñëè R(z) ≡ 0, òî P (z) =
an

bm
zn−mQ(z), ÷òî ñîâïàäàåò ñ (3.3) ïðè

r(z) ≡ 0 è Q(z) =
an

bm
zn−m. Åñëè æå R(z) 6≡ 0, òî åãî ñòåïåíü ñòðîãî

ìåíüøå n è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ

R(z) = Q(z)q1(z) + r(z), ñò. r < ñò. Q.

Òîãäà

P (z) =
an

bm
zn−mQ(z) + R(z) =

(
an

bm
zn−m + q1(z)

)
Q(z) + r(z).
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Ïîëàãàÿ q(z) =
an

bm
zn−m +q1(z), è â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåí-

ñòâî (3.3).
Èòàê, ìíîãî÷ëåíû q è r, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó (3.3), ñóùåñò-

âóþò.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî P = Qq1+r1 =

= Qq2 + r2. Òîãäà
(q1 − q2)Q = r1 − r2. (3.4)

Åñëè r2(z) − r1(z) ≡ 0 (ò. å. r1 = r2), òî q1(z) − q2(z) ≡ 0 (ïî÷åìó?), ò.å.
q2 = q1. Åñëè æå r1 6= r2, òî q1 6= q2 (ïî÷åìó?) è òîãäà ñò. ((q1 − q2)Q) ≥
≥ ñò. Q > ñò. (r1 − r2) è ðàâåíñòâî (3.4) íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî
(3.4) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè r1 = r2 è q1 = q2. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñò-
âî òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 3.3. Åñëè P � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí, à ñòå-
ïåíü ìíîãî÷ëåíà Q ðàâíà íóëþ, ò. å. Q(z) ≡ b0, b0 6= 0, òî èç î÷åâèäíîãî
òîæäåñòâà

P (z) ≡
(

a0

b0
+

a1

b0
z + . . . +

an

b0
zn

)
b0

ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà (3.3) ñïðàâåäëèâà è â ýòîì ñëó÷àå ïðè

q(z) =
a0

b0
+

a1

b0
z + . . . +

an

b0
zn è r(z) ≡ 0.

Äëÿ ôàêòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ q(z) è r(z) ÷àñòî áûâàåò
óäîáíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûé àëãîðèòì ½äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ óãëîì“,
àíàëîãè÷íûé àëãîðèòìó äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì öåëûõ ÷èñåë. ⊗

Òåîðåìà 3.4 èìååò âàæíîå ñëåäñòâèå, êîòîðîå íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû
Áåçó.

Òåîðåìà 3.5 (Áåçó). Ïóñòü P � ìíîãî÷ëåí, ïðè÷åì ñò. P ≥ 1. Òî-
ãäà îñòàòîê îò äåëåíèÿ P íà ìíîãî÷ëåí (z − c) ðàâåí P (c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ P (z) è Q(z) = z − c çàïèøåì
ðàâåíñòâî (3.3):

P (z) = (z − c)q(z) + r.

Çäåñü r � êîíñòàíòà, ïîñêîëüêó ëèáî r = 0, ëèáî ñò. r < ñò. Q = 1. Ïîëîæèâ
â îáåèõ ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà z = c, ïîëó÷àåì r = P (c).

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P íà (z − c1)
ðàâåí A, à îò äåëåíèÿ íà (z − c2) ðàâåí B. ×åìó ðàâåí îñòàòîê îò äåëåíèÿ
P íà (z − c1)(z − c2)?

Îïðåäåëèì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ ìíîãî÷ëåíà. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí
P (z) â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ak è âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé
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z = x ∈ R ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé.
Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé è, â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâîäíàÿ
P

′
(x) ìíîãî÷ëåíà èçâåñòíû èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè. Èìåííî,

P
′
(x) = a1 + 2a2x + · · ·+ nanx

n−1 ïðè n ≥ 1

è P
′
(x) = 0 ïðè n = 0 è ïðè P (x) ≡ 0.
Ðàñïðîñòðàíèì ýòî îïðåäåëåíèå íà ïðîèçâîäíóþ ìíîãî÷ëåíà P (z), ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî êàê êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà P (z) íàçûâàåòñÿ ìíîãî-
÷ëåí P

′
(z), çíà÷åíèÿ êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó:

P
′
(z) = a1 + 2a2z + 3a3z

2 + . . . + nanz
n−1, åñëè n ≥ 1;

P
′
(z) ≡ 0, åñëè n = 0 èëè P (z) ≡ 0.

Íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíîé äàííîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâàþò åãî
äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà, êîòîðûå äîêà-
çûâàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì:

1) (P (z) + Q(z))
′
= P

′
(z) + Q

′
(z);

2) (P (z)Q(z))
′
= P

′
(z)Q(z) + P (z)Q

′
(z);

3) ((z − c)n)
′
= n(z − c)n−1.

Ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíà, à èìåííî,
åñëè P (k−1)(z) åñòü (k− 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà P (z), òî åãî k-ÿ ïðî-
èçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

P (k)(z) = (P (k−1)(z))
′
.

Î÷åâèäíî, ÷òî P (k)(z) ≡ 0 ïðè k > n = ñò. P .
Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè ìíîãî÷ëåíà P (z) ñòåïåíè

n â ôîðìå

P (z) = A0 + A1(z − c) + A2(z − c)2 + . . . + An(z − c)n, (3.5)

ãäå c � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ýòó ôîðìó áóäåì íàçûâàòü ôîð-
ìîé Òåéëîðà, à êîýôôèöèåíòû Ak, k = 0, . . . , n, â ôîðìóëå (3.5) � êîýôôè-
öèåíòàìè Òåéëîðà â òî÷êå z = c ìíîãî÷ëåíà P (z). Âîçìîæíîñòü è åäèíñò-
âåííîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóþò èç òåîðåìû 3.4 (ïî÷åìó?). Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ïîëîæèì â îáåèõ ÷àñòÿõ ôîðìóëû
(3.5) z = c. Òîãäà

A0 = P (c).
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Äàëåå, äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî (3.5), ïîëó÷àåì:

P
′
(z) = A1 + 2A2(z − c) + 3A3(z − c)2 + . . . + nAn(z − c)n−1.

Ïîëàãàÿ çäåñü z = c, íàõîäèì:

A1 = P
′
(c).

Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó (äèôôåðåíöèðîâàíèå è âû÷èñëåíèå îáåèõ ÷àñ-
òåé òîæäåñòâà â òî÷êå z = c), ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:

A2 =
P

′′
(c)

2
, A3 =

P
′′′
(c)

2 · 3
, . . . , Ak =

P (k)(c)

k!
, . . . , An =

P (n)(c)

n!
.

Èòàê, ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Òåéëîðà èìååò âèä

P (z) = P (c) +
P

′
(c)

1!
(z − c) +

P
′′
(c)

2!
(z − c)2 + . . . +

P (n)(c)

n!
(z − c)n. (3.6)

Çàìå÷àíèå 3.4. Ôîðìóëû (3.1), (3.2) è (3.6) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü îäèí
è òîò æå ìíîãî÷ëåí â ðàçíûõ ôîðìàõ. Èñïîëüçîâàíèå òîé èëè èíîé ôîð-
ìû ìíîãî÷ëåíà çàâèñèò îò ðåøàåìîé ñ åå ïîìîùüþ çàäà÷è. Èíîãäà óäîáíî
èñïîëüçîâàòü è ïðåäñòàâëåíèå (3.3). ⊗

3.3. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà. Ñõåìà Ãîðíåðà

Ïóñòü

P (z) = a0 + a1z + . . . + an−1z
n−1 + anz

n, n ≥ 1,

è òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü çíà÷åíèå P (c). Ïîêàæåì, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ
ìèíèìàëüíûì îáúåìîì âû÷èñëåíèé. Ïîëîæèì

P (z) = (z − c)q(z) + r. (3.7)

Çäåñü ÷èñëî r = P (c) � îñòàòîê îò äåëåíèÿ P (z) íà z − c,

q(z) = b0 + b1z + . . . + bn−2z
n−2 + bn−1z

n−1.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z â (3.7), ïîëó÷àåì

an = bn−1 ,
an−1 = bn−2 − cbn−1 ,
an−2 = bn−3 − cbn−2 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 = b0 − cb1 ,
a0 = r − cb0 .
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

bn−1 = an; bk = cbk+1 + ak+1 , k = n− 2, n− 3, . . . , 0;

r = cb0 + a0.

Íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ r = P (c) ïî ýòîé ñõåìå,
èìåíóåìîé ñõåìîé Ãîðíåðà, òðåáóåòñÿ n ñëîæåíèé è n óìíîæåíèé.

Ñõåìà Ãîðíåðà ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ íà ÝÂÌ. Ïðè ½ðó÷íûõ“ âû÷èñëåíèÿõ
óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé, ïåðâàÿ ñòðîêà êîòîðîé ñîäåðæèò êîýô-
ôèöèåíòû äàííîãî ìíîãî÷ëåíà P , âòîðàÿ � ïðîèçâåäåíèÿ cbk, à òðåòüÿ �
êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà q, ïîëó÷àþùèåñÿ ñëîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýëåìåíòîâ ïåðâîé è âòîðîé ñòðîê:

an an−1 an−2 · · · a1 a0

− cbn−1 cbn−2 · · · cb1 cb0

bn−1 bn−2 bn−3 · · · b0 r

Ïðèìåð 3.1. Âû÷èñëèòü P (4), åñëè

P (z) = 16− 10z + 6z2 − 3z3 + z4.

Ïðîâîäÿ óêàçàííûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì:

1 -3 6 -10 16
− 4 · 1 = 4 4 · 1 = 4 4 · 10 = 40 4 · 30 = 120
1 1 10 30 136

Òàêèì îáðàçîì, P (4) = 136. Ìû íàøëè òàêæå, ÷òî ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ
P (z) íà z − 4 ðàâíî q(z) = z3 + z2 + 10z + 30. •

Çàìå÷àíèå 3.5. Âû÷èñëÿÿ P (c) ïî ñõåìå Ãîðíåðà, ìîæíî ñ íåáîëüøè-
ìè äîïîëíèòåëüíûìè çàòðàòàìè îäíîâðåìåííî âû÷èñëèòü è P

′
(c), ò. å. çíà-

÷åíèå ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà P â òîé æå òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, áóäåì
ïàðàëëåëüíî ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {bk} âû÷èñëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{dk} ïî ñõåìå:

dn−1 = bn−1 ,
dn−2 = bn−2 + cdn−1 ,
dn−3 = bn−3 + cdn−2 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d0 = b0 + cd1.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî d0 = P
′
(c). ⊗

3.4. Íóëè ìíîãî÷ëåíà

Îïðåäåëåíèå 3.3. Íóëåì ìíîãî÷ëåíà P íàçûâàåòñÿ êîðåíü óðàâíå-
íèÿ P (z) = 0.
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ßñíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè íóëåé íå èìååò. Ïóñòü ñò. P > 0.
Èç òåîðåìû Áåçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè c � íóëü ìíîãî÷ëåíà P , òî

P (z) = (z − c)q(z), (3.8)

ãäå ñò. q = (ñò. P ) − 1. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Òàêèì îáðàçîì,
÷èñëî c ÿâëÿåòñÿ íóëåì ìíîãî÷ëåíà P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P ïðåä-
ñòàâèì â âèäå (3.8).

Åñëè ìíîãî÷ëåí q òîæå îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå c, òî è îí ïðåäñòàâèì
â àíàëîãè÷íîì âèäå q(z) = (z−c)q1(z), à çíà÷èò, äëÿ P ïîëó÷àåì ïðåäñòàâ-
ëåíèå

P (z) = (z − c)2q1(z)

(ÿñíî, ÷òî ñò. q1 = ñò. P − 2). Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ïðèõîäèì ê
ïîíÿòèþ êðàòíîñòè íóëÿ ìíîãî÷ëåíà.

Îïðåäåëåíèå 3.4. ×èñëî c íàçûâàåòñÿ íóëåì ìíîãî÷ëåíà P êðàò-
íîñòè k (k ∈ N), åñëè èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

P (z) = (z − c)kq(z), q(c) 6= 0. (3.9)

Çàìå÷àíèå 3.6. Åñëè k = 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî c � ïðîñòîé íóëü ìíîãî-
÷ëåíà P . ⊗

Òåîðåìà 3.6. ×èñëî c ÿâëÿåòñÿ íóëåì ìíîãî÷ëåíà P êðàòíîñòè k
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P (c) = P
′
(c) = . . . = P (k−1)(c) = 0, P (k)(c) 6= 0. (3.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.10). Èñïîëüçóÿ ôîð-
ìóëó Òåéëîðà äëÿ ìíîãî÷ëåíà P , ïîëó÷èì:

P (z) = P (c) + P
′
(c)(z − c) + . . . +

P (k−1)(c)

(k − 1)!
(z − c)k−1 +

P (k)(c)

k!
(z − c)k+

+ . . . +
P (n)(c)

n!
(z − c)n =

P (k)(c)

k!
(z − c)k + . . . +

P (n)(c)

n!
(z − c)n =

= (z − c)kq(z),

ãäå q(z) =
P (k)(c)

k!
+

P (k+1)(c)

(k + 1)!
(z − c) + . . . +

P (n)(c)

n!
(z − c)n−k. Ïðè ýòîì

q(c) =
P (k)(c)

k!
6= 0. Ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà P â âèäå

(3.9), ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëî c ÿâëÿåòñÿ åãî íóëåì êðàòíîñòè k.
Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî óñëîâèå (3.9). Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî

P (z) ≡ (z − c)kq(z), ïîëó÷àåì

P
′
(z) = k(z − c)k−1q(z) + (z − c)kq

′
(z) =
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= (z − c)k−1[kq(z) + (z − c)q
′
(z)] = (z − c)k−1q1(z).

Åñëè k = 1, òî P
′
(c) = q1(c) = q(c) 6= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, (3.10)

âûïîëíåíî. Åñëè k > 1, òî P
′
(c) = 0, q1(c) = kq(c) 6= 0 è

P
′′
(z) = (k − 1)(z − c)k−2q1(z) + (z − c)k−1q

′

1(z) =

= (z − c)k−2[(k − 1)q1(z) + (z − c)q
′

1(z)] = (z − c)k−2q2(z).

Åñëè k = 2, òî P
′′
(c) = q2(c) = q1(c) 6= 0. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå

(3.10) âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè k > 2, òî ïîñëåäîâàòåëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

P (c) = P
′
(c) = . . . = P (k−1)(c) = 0,

ïðè÷åì
P (k−1)(z) = (z − c)qk−1(z), ãäå qk−1(c) 6= 0.

Òîãäà P (k)(z) = qk−1(z) + (z − c)q
′

k−1(z) è, ñëåäîâàòåëüíî, P (k)(c) =
= qk−1(c) 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç (3.9) ñëåäóåò (3.10).
Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íóëåé ó ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ

îäíèì èç öåíòðàëüíûõ âîïðîñîâ àëãåáðû è ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà íåãî
äàåò îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû, êîòîðóþ ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 3.7. (îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû). Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí íå-
íóëåâîé ñòåïåíè èìååò õîòÿ áû îäèí íóëü.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ýòîé òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ ëèøü ñóùåñò-
âîâàíèå íóëÿ, íî íå óêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç c1 íóëü ìíîãî÷ëåíà P ñòåïåíè n > 0. Ñîãëàñíî (3.8)
ìíîãî÷ëåí P ïðåäñòàâèì â âèäå

P (z) = (z − c1)Q(z),

ãäå Q � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè (n−1). Åñëè n−1 > 0, òî è ìíîãî÷ëåí Q èìååò
íóëü, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç c2. Òîãäà

Q(z) = (z − c2)R(z),

ãäå R � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè (n− 2), è,ñëåäîâàòåëüíî, P ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

P (z) = (z − c1)(z − c2)R(z).

Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

P (z) = (z − c1)(z − c2) . . . (z − cn)b,

ãäå b � ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè. Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ïîñëåäíåì âûðàæå-
íèè, óáåæäàåìñÿ, ÷òî b ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðè zn, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî b = an. ßñíî, ÷òî P (ci) = 0, i = 1, 2, . . . , n. Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åí-
íûé ðåçóëüòàò.
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Ñëåäñòâèå 3.1. Ìíîãî÷ëåí P (z) = = a0 + a1z + . . . + anz
n ñòåïåíè

n ≥ 1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

P (z) = an(z − c1) . . . (z − cn). (3.11)

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòå-
ëåé).

Åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (3.11) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
P ìû äîêàçûâàòü íå áóäåì.

Ôîðìóëó (3.11) íàçûâàþò èíîãäà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìîé ìíîãî-
÷ëåíà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè åùå îäíó ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíà.

Â îáùåì ñëó÷àå â ðàçëîæåíèè (3.11) ñðåäè ÷èñåë c1, c2, . . . , cn ìîãóò
áûòü ðàâíûå, ò. å. êàêèå-òî íóëè ìíîãî÷ëåíà P ìîãóò èìåòü êðàòíîñòü
áîëüøå åäèíèöû. Ïóñòü ðàçëè÷íûìè íóëÿìè ìíîãî÷ëåíà P ñëóæàò ÷èñëà
c1, c2, . . . , cm (m ≤ n). Îáîçíà÷èì èõ êðàòíîñòè ÷åðåç k1, k2, . . . , km ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Òîãäà ðàçëîæåíèå (3.11) ïðèíèìàåò âèä

P (z) =

= an(z − c1) . . . (z − c1)(z − c2) . . . (z − c2) . . . (z − cm) . . . (z − cm) =

= an(z − c1)
k1(z − c2)

k2 . . . (z − cm)km. (3.12)

Çäåñü 1 ≤ ki ≤ n, i = 1, . . . ,m, k1 + k2 + . . . + km = n. Ôîðìóëà (3.12)
îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò ðîâíî n íóëåé ñ ó÷åòîì èõ
êðàòíîñòè.

3.5. Ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Åñëè êîýôôèöèåíòû a0, a1, . . . , an ìíîãî÷ëåíà P (z) âåùåñòâåííû, òî
ïðè âåùåñòâåííûõ z îí ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òàêèå ìíîãî-
÷ëåíû ïðèíÿòî íàçûâàòü âåùåñòâåííûìè. Ðàçóìååòñÿ, âñå âûøåèçëîæåííîå
ñïðàâåäëèâî äëÿ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà îñíîâíàÿ
òåîðåìà àëãåáðû è ïðåäñòàâëåíèå (3.12). Ïðè ýòîì íóëè âåùåñòâåííûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûå. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � ìíîãî÷ëåí
z2 + 1, îáà íóëÿ êîòîðîãî êîìïëåêñíûå. Âåùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû îáëà-
äàþò íåêîòîðûìè îñîáûìè ñâîéñòâàìè.

Òåîðåìà 3.8. Ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèíè-
ìàåò â êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ òî÷êàõ êîìïëåêñíî-ñîïðÿ-æåííûå çíà-
÷åíèÿ, ò. å. P (z̄) = P (z).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè îïåðàöèè êîìïëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ è òåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ak � âåùåñòâåííû, ò. å. āk = ak. Òîãäà

P (z̄) =
n∑

k=0

ak(z̄)k =
n∑

k=0

ak(z)k =
n∑

k=0

ak(z)k =

=
n∑

k=0

(akzk) =
n∑

k=0

akzk = P (z).

Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè c � íóëü âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà, òî c̄ �
òàêæå íóëü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü P (c) = 0, òîãäà P (c) = 0, à
çíà÷èò, P (c̄) = 0. Áîëåå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íóëè c è c̄ âåùåñòâåííîãî
ìíîãî÷ëåíà èìåþò îäèíàêîâóþ êðàòíîñòü.

Òåïåðü ìîæíî óòî÷íèòü ôîðìóëó (3.12) ðàçëîæåíèÿ âåùåñòâåííîãî
ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè. Ïóñòü c1 (ãäå Im(c1) 6= 0) è c̄1 � êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûå íóëè âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà. Â ôîðìóëå (3.12) ýòèì íó-
ëÿì ñîîòâåòñòâóþò ìíîæèòåëè (z−c1)

k1 è (z−c̄1)
k1. Èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî[

(z − c1)(z − c̄1)
]k1 =

[
z2 − (c1 + c̄1)z + c1c̄1

]k1 =

= (z2 + α1z + β1)
k1,

ãäå α1 = −(c1 + c̄1) è β1 = c1c̄1 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì α2
1 − 4β1 < 0

(ïî÷åìó?). Òàêèì îáðàçîì â ðàçëîæåíèè (3.12) ìîæíî îáúåäèíèòü âñå ïàðû
ìíîæèòåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì íóëÿì ìíîãî÷ëå-
íà P . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà P íåíóëåâîé
ñòåïåíè n ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

P (z) = an(z
2+α1z+β1)

k1 . . . (z2+αlz+βl)
kl(z−d1)

n1 . . . (z−dm)nm. (3.13)

Çäåñü d1, . . . , dm � âåùåñòâåííûå íóëè ìíîãî÷ëåíà P ñîîòâåòñòâåííî ñ êðàò-
íîñòÿìè n1, . . . , nm, ìíîæèòåëè (z2 +αpz+βp)

kp îòâå÷àþò ïàðàì êîìïëåêñ-
íî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé êðàòíîñòè kp, ò. å. αp, βp ∈ R, α2

p − 4βp < 0, p =
= 1, 2, . . . , l, è 2(k1 + k2 + . . . + kl) + n1 + n2 + . . . + nm = n.

3.6. Ðàöèîíàëüíûå äðîáè

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïóñòü P è Q � ìíîãî÷ëåíû, ïðè÷åì Q � íåíóëå-
âîé ìíîãî÷ëåí. Ôóíêöèÿ R, çíà÷åíèÿ êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó

R(z) =
P (z)

Q(z)
, (3.14)
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íàçûâàåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé èëè ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ.
Ôóíêöèÿ R îïðåäåëåíà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êðîìå òî÷åê, â
êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí Q îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü (3.14) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëü-
íîé, åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà-÷èñëèòåëÿ P ñòðîãî ìåíüøå ñòåïåíè ìíî-
ãî÷ëåíà-çíàìåíàòåëÿ Q, ëèáî P (z) ≡ 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äðîáü íàçû-
âàåòñÿ íåïðàâèëüíîé.

Åñëè äðîáü íåïðàâèëüíàÿ, òî åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ìíî-
ãî÷ëåíà è ïðàâèëüíîé äðîáè. Äåéñòâèòåëüíî, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.4

P (z) = Q(z)q(z) + r(z)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
P (z)

Q(z)
= q(z) +

r(z)

Q(z)
.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü
P (z)

Q(z)
� ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü, à ÷èñëî

c � íóëü ìíîãî÷ëåíà Q êðàòíîñòè k, ò. å. Q(z) = (z − c)kq(z), q(c) 6=
6= 0. Òîãäà ýòà äðîáü ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ñëåäóþùèõ ïðàâèëüíûõ
äðîáåé:

P (z)

Q(z)
=

Ak

(z − c)k
+

r(z)

(z − c)k−1q(z)
, (3.15)

ãäå Ak � êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

P (z)

Q(z)
− Ak

(z − c)k
=

P (z)

(z − c)kq(z)
− Ak

(z − c)k
=

R(z)

(z − c)kq(z)
, (3.16)

ãäå R(z) = P (z) − Akq(z). ßñíî, ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü
R(z)

(z − c)kq(z)
�

ïðàâèëüíàÿ ïðè ëþáîì Ak. Ïîëîæèì òåïåðü Ak =
P (c)

q(c)
. Òîãäà ìíîãî÷ëåí

R(z) = P (z) − P (c)

q(c)
q(z), î÷åâèäíî, îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå z = c, à

çíà÷èò, ïðåäñòàâèì â âèäå R(z) = (z − c)r(z).
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå ìíîãî÷ëåíà R(z) â (3.16) è ñîêðàùàÿ äðîáü

íà (z − c), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (3.15).

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.9 . Òîãäà äðîáü
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P (z)

Q(z)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñëåäóþùèõ ïðàâèëüíûõ äðîáåé:

P (z)

Q(z)
=

Ak

(z − c)k
+

Ak−1

(z − c)k−1 + . . . +
A1

(z − c)
+

T (z)

q(z)
, (3.17)

ãäå Ak, Ak−1, . . . , A1 � êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå 3.9 äðîáü
r(z)

(z − c)k−1q(z)
(ïðè k > 1) ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ïðàâèëüíûõ äðîáåé:

r(z)

(z − c)k−1q(z)
=

Ak−1

(z − c)k−1 +
S(z)

(z − c)k−2q(z)
.

Ýòîò ïðîöåññ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òðåáóå-
ìîå ðàâåíñòâî (3.17).

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü âèäà
A

(z − c)k
, k ≥ 1, íàçû-

âàåòñÿ ïðîñòåéøåé äðîáüþ.

Îïèñàííûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè â
âèäå (3.17) ìîæíî íàçâàòü, òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèåì äðîáè â ñóììó,
ñîäåðæàùóþ k ïðîñòåéøèõ äðîáåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëþ êðàòíîñòè k
ìíîãî÷ëåíà-çíàìåíàòåëÿ Q.

Åñëè â (3.17) ñò. q(z) = 0, òî T (z) ≡ 0, òàê êàê äðîáü
T (z)

q(z)
� ïðàâèëü-

íàÿ. Åñëè æå ñò. q(z) ≥ 1, òî ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò õîòÿ áû îäèí íóëü (îáîç-
íà÷èì åãî d) íåêîòîðîé êðàòíîñòè m ≥ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâèì â

âèäå q(z) = (z− d)mq1(z), q1(d) 6= 0. Òîãäà äðîáü
T (z)

q(z)
ìîæíî ðàçëîæèòü

â ñóììó âèäà (3.17), ñîäåðæàùóþ m ïðîñòåéøèõ äðîáåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
íóëþ d ìíîãî÷ëåíà q(z):

T (z)

q(z)
=

Bm

(z − d)m
+

Bm−1

(z − d)m−1 + . . . +
B1

z − d
+

T1(z)

q1(z)
.

Ïðîäîëæåíèå ýòîãî ïðîöåññà (òåïåðü óæå äëÿ äðîáè
T1(z)

q1(z)
è ò.ä.) ïîçâî-

ëÿåò èñõîäíóþ ïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ äðîáü
P (z)

Q(z)
ðàçëîæèòü â ñóììó

ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ðàç-
ëîæåíèÿ.
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Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü
P (z)

Q(z)
� ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü è

c1, c2, . . . , cn � âñå íóëè ìíîãî÷ëåíà Q êðàòíîñòåé k1, k2, . . . , kn ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ýòà äðîáü ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ñëåäóþùóþ ñóììó
ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

P (z)

Q(z)
=

A
(1)
k1

(z − c1)k1
+

A
(1)
k1−1

(z − c1)k1−1 + . . . +
A

(1)
1

z − c1
+

+
A

(2)
k2

(z − c2)k2
+

A
(2)
k2−1

(z − c2)k2−1 + . . . +
A

(2)
1

z − c2
+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+
A

(n)
kn

(z − cn)kn
+

A
(n)
kn−1

(z − cn)kn−1 + . . . +
A

(n)
1

z − cn
=

=
n∑

i=1

ki∑
j=1

A
(i)
j

(z − ci)j
, (3.18)

ãäå âñå A
(i)
j � êîíñòàíòû (êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ).

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ A
(i)
j ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïîñëåäîâà-

òåëüíî, êàê ýòî óêàçàíî â îïèñàííîé ïðîöåäóðå. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ïîñòó-
ïàþò èíà÷å. Çàïèñàâ ðàçëîæåíèå (3.18) ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè, ïðàâóþ ÷àñòü ïðèâîäÿò ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîñëå ÷åãî ïðèðàâíè-
âàþò ÷èñëèòåëè äðîáåé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî äâóõ ìíîãî÷ëå-
íîâ, è èç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ èõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ

ïåðåìåííîé z äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A
(i)
j ïîëó÷àþò ñèñòåìó ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Èç ýòîé ñèñòåìû îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿþòñÿ èñêîìûå êîýôôèöèåíòû. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìå-
ðàõ.

Ïðèìåð 3.2. Ðàçëîæèòü â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé ïðàâèëüíóþ

äðîáü: R(z) =
z

(z − 1)(z + 1)2 .

Ðåøåíèå. Íóëÿìè çíàìåíàòåëÿ ÿâëÿþòñÿ: c1 = 1 � ïðîñòîé íóëü è
c2 = −1 � íóëü êðàòíîñòè 2. Ðàçëîæåíèå ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè èìååò âèä

z

(z − 1)(z + 1)2 =
A

z − 1
+

B2

(z + 1)2 +
B1

z + 1
.
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Ïðèâîäÿ ïðàâóþ ÷àñòü ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷àåì

z

(z − 1)(z + 1)2 =
A(z + 1)2 + B1(z − 1)(z + 1) + B2(z − 1)

(z − 1)(z + 1)2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

z = A(z + 1)2 + B1(z − 1)(z + 1) + B2(z − 1).

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z, ïîëó÷èì:
A + B1 = 0,

2A + B2 = 1,

A−B1 −B2 = 0.

Îòñþäà A =
1

4
, B1 = −1

4
, B2 =

1

2
. Èòàê,

z

(z − 1)(z + 1)2 =
1/4

z − 1
+

1/2

(z + 1)2 +
−1/4

z + 1
. •

Ïðèìåð 3.3. Ðàçëîæèòü â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé ïðàâèëüíóþ

äðîáü: R(z) =
3z2 + 5z + 12

(z2 + 3)(z2 + 1)
.

Ðåøåíèå. Íóëè çíàìåíàòåëÿ ýòîé äðîáè ïðîñòûå: c1 = i
√

3, c2 =
= −i

√
3, c3 = i, c4 = −i. Ðàçëîæåíèå èìååò âèä

R(z) =
A

z − i
√

3
+

B

z + i
√

3
+

C

z − i
+

D

z + i
.

Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíèâàÿ ÷èñëèòåëè, ïîëó÷èì:

3z2 + 5z + 12 = A(z + i
√

3)(z2 + 1)+

+B(z − i
√

3)(z2 + 1) + C(z + i)(z2 + 3) + D(z − i)(z2 + 3).

Ñîñòàâëÿÿ ëèíåéíóþ ñèñòåìó è ðåøàÿ åå, íàéäåì

A = −5− i
√

3

4
; B = −5 + i

√
3

4
; C =

5− 9i

4
; D =

5 + 9i

4
. •

Ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ ðàöèîíàëüíîé äðîáè
P

Q
.

1. Åñëè äðîáü íåïðàâèëüíàÿ, òî ïðåäñòàâëÿåì åå â âèäå ñóììû ìíîãî-
÷ëåíà è ïðàâèëüíîé äðîáè.

2. Ðåøàÿ óðàâíåíèå Q(z) = 0, íàõîäèì íóëè çíàìåíàòåëÿ è èõ êðàò-
íîñòü.
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3. Äëÿ ïîëó÷åííîé â ï.1 ïðàâèëüíîé äðîáè çàïèñûâàåì ðàçëîæåíèå
(3.18) ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

4. Ïðàâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàçëîæåíèÿ ïðèâîäèì ê îáùåìó çíàìå-
íàòåëþ.

5. Ïðèðàâíèâàÿ ìíîãî÷ëåíû, ñòîÿùèå â ÷èñëèòåëÿõ, è èñïîëüçóÿ óñëî-
âèÿ ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, âûïèñûâàåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó äëÿ íåîïðåäå-
ëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

6. Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïðàâèëüíîé
äðîáè â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé.

Çàìå÷àíèå 3.7. Â ðàöèîíàëüíîé äðîáè R(z) =
P (z)

Q(z)
ìíîãî÷ëåíû P

è Q ìîãóò èìåòü îáùèå íóëè, à çíà÷èò, ìîãóò èìåòü â ñâîèõ ðàçëîæåíèÿõ
âèäà (3.12) îáùèå ìíîæèòåëè, íà êîòîðûå äðîáü (3.14) ìîæíî ñîêðàòèòü
(ñì., íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.9). Òàê, íàïðèìåð, âìåñòî äðîáè
z2 + 2z − 3

z2 + 4z + 3
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äðîáü

z − 1

z + 1
, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç ïåðâîé

ñîêðàùåíèåì íà (z +3). Åñëè ìíîãî÷ëåíû P è Q íå èìåþò îáùèõ íóëåé, òî

äðîáü
P

Q
íàçûâàåòñÿ íåñîêðàòèìîé. Äëÿ íåñîêðàòèìîé äðîáè íóëü êðàòíîñ-

òè k çíàìåíàòåëÿ Q íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì êðàòíîñòè k ýòîé äðîáè. ⊗

3.7. Âåùåñòâåííûå ðàöèîíàëüíûå äðîáè

Åñëè ìíîãî÷ëåíû P è Q � âåùåñòâåííûå, ðàöèîíàëüíóþ äðîáü R =
P

Q
áóäåì íàçûâàòü âåùåñòâåííîé.

Ïðàâèëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà
â ñóììó âåùåñòâåííûõ ïðîñòåéøèõ äðîáåé, îäíàêî äëÿ ýòîãî êëàññ ïðîñòåé-
øèõ äðîáåé íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Âåùåñòâåííûå ðàöèîíàëüíûå äðîáè âèäà

Mx + L

(x2 + αx + β)k
,

ãäå k ∈ N, α2 − 4β < 0, áóäåì íàðÿäó ñ äðîáÿìè âèäà
A

(x− c)k
íàçûâàòü

ïðîñòåéøèìè âåùåñòâåííûìè äðîáÿìè.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà àíàëîã òåîðåìû 3.10 äëÿ ñëó÷àÿ âåùåñò-
âåííûõ äðîáåé.
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Òåîðåìà 3.11. Ïóñòü
P (x)

Q(x)
� ïðàâèëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ðàöèîíàëü-

íàÿ äðîáü, ãäå

Q(x) = an(x
2 + α1x + β1)

k1 . . . (x2 + αlx + βl)
kl(x− d1)

n1 . . . (x− dm)nm

(ñì. (3.13)). Òîãäà ýòà äðîáü ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ñëåäóþùóþ ñóììó
ïðîñòåéøèõ âåùåñòâåííûõ äðîáåé:

P (x)

Q(x)
=

A
(1)
n1

(x− d1)n1
+

A
(1)
n1−1

(x− d1)n1−1 + . . . +
A

(1)
1

x− d1
+ . . .

+
A

(m)
nm

(x− dm)nm
+

A
(m)
nm−1

(x− dm)nm−1 + . . . +
A

(m)
1

x− dm
+

+
M

(1)
k1

x + L
(1)
k1

(x2 + α1x + β1)k1
+

M
(1)
k1−1x + L

(1)
k1−1

(x2 + α1x + β1)k1−1 + . . . +
M

(1)
1 x + L

(1)
1

x2 + α1x + β1
+

+ . . . +
M

(l)
kl

x + L
(l)
kl

(x2 + αlx + βl)
kl

+
M

(l)
kl−1x + L

(l)
kl−1

(x2 + αlx + βl)
kl−1 + . . . +

M
(l)
1 x + L

(l)
1

x2 + αlx + βl
.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A
(i)
j , M

(t)
S , L

(t)
S òàêîâ æå, êàê è

äëÿ ðàçëîæåíèÿ (3.18).
Ïðèìåð 3.4. Ðàçëîæèòü â ñóììó ïðîñòåéøèõ âåùåñòâåííûõ äðîáåé

ïðàâèëüíóþ äðîáü: R(x) =
1

(x2 + 1)(x2 + 4)
.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæåíèå ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò
âèä

1

(x2 + 1)(x2 + 4)
=

Ax + B

x2 + 1
+

Cx + D

x2 + 4
.

Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíèâàÿ ÷èñëèòåëè, ïîëó÷èì:

1 = (Ax + B)(x2 + 4) + (Cx + D)(x2 + 1).

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, íàõîäèì:
A + C = 0,

B + D = 0,

4A + C = 0,

4B + D = 1,

îòêóäà A = 0, B =
1

3
, C = 0, D = −1

3
. Òàêèì îáðàçîì,

1

(x2 + 1)(x2 + 4)
=

1

3
x2 + 1

−

1

3
x2 + 4

. •
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Ïðèìåð 3.5. Ðàçëîæèòü â ñóììó ïðîñòåéøèõ âåùåñòâåííûõ äðîáåé

ïðàâèëüíóþ äðîáü: R(x) =
x4 + 4x3 + 11x2 + 12x + 8

(x2 + 2x + 3)2(x + 1)
.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæåíèå ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò
âèä

R(x) =
Ax + B

(x2 + 2x + 3)2 +
Cx + D

x2 + 2x + 3
+

E

x + 1
,

îòêóäà

x4 + 4x3 + 11x2 + 12x + 8 =

= (Ax + B)(x + 1) + (Cx + D)(x2 + 2x + 3)(x + 1) + E(x2 + 2x + 3)2.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, íàõîäèì:

C + E = 1,

3C + D + 4E = 4,

A + 5C + 3D + 10E = 11,

A + B + 3C + 5D + 12E = 12,

B + 3D + 9E = 8,

îòêóäà A = 1, B = −1, C = 0, D = 0, E = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

R(x) =
x− 1

(x2 + 2x + 3)2 +
1

x + 1
. •
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