
ÌÈÍÎÁÐÍÀÓÊÈ ÐÎÑÑÈÈ
�����������������

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýëåêòðîòåõíè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò ½ËÝÒÈ“

ËÈÍÅÉÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ

Ó÷åáíîå ýëåêòðîííîå ïîñîáèå

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
Èçäàòåëüñòâî ÑÏáÃÝÒÓ ½ËÝÒÈ“

2012



ÓÄÊ 512.8(07)
ÁÁÊ Â 143ÿ7
Ë 59

Ë 59

Àâòîðû: À. Ë. Áåëîïîëüñêèé, Í. À. Áîäóíîâ, À. Ë. Ìåðêóëîâ,
À. Ï. Ùåãëîâà.

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà: Ó÷åá. ýë. ïîñîáèå. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏáÃÝÒÓ
½ ËÝÒÈ“, 2012. 140 ñ.

ISBN 978�5�7629�1250�1

Èçëàãàþòñÿ ýëåìåíòû òåîðèè ìàòðèö, îïðåäåëèòåëåé, ëèíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ è èõ ïðèëîæåíèé ê òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è àíàëè-
òè÷åñêîé ãåîìåòðèè, âõîäÿùèå â ïðîãðàììó êóðñà àëãåáðû è ãåîìåòðèè.
ßâëÿåòñÿ ïåðâîé ÷àñòüþ äèñöèïëèíû ½ Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ“.

Ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòîâ ýëåêòðîòåõíèêè è àâòîìà-
òèçàöèè, ýëåêòðîíèêè, ýêîíîìèêè è ìåíåäæìåíòà è îòêðûòîãî ôàêóëüòåòà.

ÓÄÊ 512.8(07)
ÁÁÊ Â 143ÿ7

Ðåöåíçåíòû: êàôåäðà âûñøåé ìàòåìàòèêè ÑÏáÃÏÓ;
ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê Í.Â.Ñìîðîäèíà (ÑÏáÃÓ).

Óòâåðæäåíî
ðåäàêöèîííî-èçäàòåëüñêèì ñîâåòîì óíèâåðñèòåòà

â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ýëåêòðîííîãî ïîñîáèÿ

ISBN 978�5�7629�1250�1 c© ÑÏáÃÝÒÓ ½ ËÝÒÈ“, 2012



Ââåäåíèå

Äàííîå èçäàíèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà âñåõ òåõ-
íè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé è ñïåöèàëüíîñòåé ÝÒÓ è íàïèñàíî íà îñíîâå êóðñà,
÷èòàåìîãî àâòîðàìè. Â íåì èçëàãàåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ìàòåðèàëà, âõî-
äÿùåãî îáû÷íî â ðàçäåë ½ Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ“
êóðñà ½ Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ“, íåîáõîäèìîãî äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ìíîãèõ ïðèëîæåíèé. Ýòî ïðåæäå âñåãî ýëåìåíòû
òåîðèè ìàòðèö è îïðåäåëèòåëåé, òåîðèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, âåê-
òîðíàÿ àëãåáðà. Ðàññìîòðåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, à òàêæå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà óíèòàðíûõ è åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Çàäà÷è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, â îñîáåííîñòè ëèíåéíûå, ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê ïðèëîæåíèå àëãåáðû âåêòîðîâ, ïîýòîìó â ïîñîáèè íå
ðàçäåëÿþòñÿ ëèíåéíûå çàäà÷è íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå. Øèðîêîå
èñïîëüçîâàíèå âåêòîðíîé àëãåáðû ïîçâîëÿåò íå ââîäèòü ìíîãî ðàçëè÷íûõ
ôîðì óðàâíåíèé ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé è íå ðàññìàòðèâàòü ìíîãèå ÷àñòíûå
çàäà÷è è ôîðìóëû.

Òåîðèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èçëàãàåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà ïîë-
íîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ (ìåòîä Ãàóññà�Æîðäàíà). Ýòî, à òàêæå øè-
ðîêîå èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è ëèíåéíîé íåçàâèñè-
ìîñòè ïîçâîëèëî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü èçëîæåíèå âîïðîñà î ñîâìåñòíîñòè
ñèñòåì è ñäåëàëî òåîðåìó Êðîíåêåðà�Êàïåëëè ñîâåðøåííî î÷åâèäíîé.

Òåîðèÿ îïðåäåëèòåëåé ñòðîèòñÿ èíäóêòèâíûì ìåòîäîì. Ýòî ïîçâîëÿåò
èçáåæàòü èçó÷åíèÿ òåîðèè ïåðåñòàíîâîê, êîòîðàÿ â êóðñå íèãäå íå èñïîëü-
çóåòñÿ. Âñå ðàññóæäåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîëíûìè äîêàçàòåëü-
ñòâàìè. Äàííîå èçäàíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðåðàáîòàííûì âàðèàíòîì ïîñîáèÿ [ 1 ].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè èçëîæåíèè îáùåé òåîðèè ëèíåéíûõ ïðîñò-
ðàíñòâ àâòîðû ñòàðàëèñü ïðèäåðæèâàòüñÿ èäåé, ïðåäëîæåííûõ â çàìå÷à-
òåëüíîé êíèãå È. Ì. Ãåëüôàíäà [ 2 ].

Â äàííîì èçäàíèè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ëèíåéíû-
ìè îïåðàòîðàìè, ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèö è òåîðèåé êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì. Ïåðå÷èñëåííûå òåìû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì ñîäåðæàíèåì ñëåäóþùåãî
ïîñîáèÿ [ 3 ].

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â èçäàíèè.
Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì R; ìíîæåñòâî êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë � C, ïðè ýòîì, åñëè z ∈ C, òî <e(z) � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, à =m � åãî ìíèìàÿ ÷àñòü. Çíàê îòìå÷àåò êîíåö
äîêàçàòåëüñòâà; çíàê • � êîíåö ïðèìåðà, à çíàê ⊗ � êîíåö çàìå÷àíèÿ.
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1. ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ. ÌÀÒÐÈÖÛ

1.1. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Ðàâíîñèëüíîñòü

Îäíèì èç îñíîâíûõ îáúåêòîâ, èçó÷àåìûõ â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû,
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 1, êîòîðóþ îáû÷íî
çàïèñûâàþò â âèäå

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(1.1)

Çäåñü x1, x2, . . . , xn � íåèçâåñòíûå ÷èñëà (èëè ïðîñòî íåèçâåñòíûå); aij �
êîýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ, ãäå ïåðâûé èíäåêñ i óêàçûâàåò íîìåð
óðàâíåíèÿ, à âòîðîé èíäåêñ j � íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåãî íåèçâåñòíîãî 2,
êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü êîýôôèöèåíòàìè ñèñòåìû (1.1); bi � ïðàâûå ÷à-
ñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (íàçûâàåìûå òàêæå ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè ñèñòåìû
(1.1)) Êîýôôèöèåíòû aij è bi � çàäàííûå êîìïëåêñíûå èëè âåùåñòâåííûå
÷èñëà. ×èñëî óðàâíåíèé m (m ≥ 1) è ÷èñëî íåèçâåñòíûõ n (n ≥ 1) â ñè-
ñòåìå (1.1) ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, ïðè ýòîì âîçìîæåí ëþáîé èç òðåõ
ñëó÷àåâ: m > n, m < n è m = n. ×èñëà n è m â ñèñòåìå (1.1) ïðåäïîëà-
ãàþòñÿ çàðàíåå çàäàííûìè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàäàííûõ n è m êàêèå-òî èç
êîýôôèöèåíòîâ aij è ïðàâûõ ÷àñòåé bi (âîçìîæíî, äàæå âñå) ìîãóò áûòü
íóëÿìè.

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå (1.1) ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü è ëþáóþ äðóãóþ áóêâó èëè ñèìâîë ñ èíäåêñàìè, óêàçûâàþùè-
ìè ïîðÿäêîâûå íîìåðà íåèçâåñòíûõ. Òàê, ýòà æå ñèñòåìà (1.1) ìîæåò áûòü
çàïèñàíà, íàïðèìåð, â âèäå

a11t1 + a12t2 + · · ·+ a1ntn = b1,

a21t1 + a22t2 + · · ·+ a2ntn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1t1 + am2t2 + · · ·+ amntn = bm.

Èíîãäà, åñëè ÷èñëî íåèçâåñòíûõ íå î÷åíü âåëèêî, èõ îáîçíà÷àþò ðàç-
1 Äàëåå � ïðîñòî ñèñòåìà.
2 Åñëè ñóùåñòâóåò íåîïðåäåëåííîñòü ïðè çàïèñè èíäåêñîâ, òî ïåðâûé è âòîðîé èíäåê-

ñû ðàçäåëÿþòñÿ çàïÿòîé. Íàïðèìåð, êîãäà ïåðâûé èíäåêñ ðàâåí i + 1, à âòîðîé ðàâåí

j − 1, ïèøåòñÿ ai+1,j−1.
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ëè÷íûìè áóêâàìè. Íàïðèìåð, åñëè â ñèñòåìå{
2x + 3y = 5,

−y + 4x = 1

ïðèíÿòü x = x1, y = x2, òî åå çàïèñü â âèäå (1.1) òàêîâà:{
2x1 + 3x2 = 5,

4x1 − x2 = 1,
(1.2)

ãäå a11 = 2, a12 = 3, a21 = 4, a22 = −1, b1 = 5, b2 = 1. Åñëè æå ïðèíÿòü
x = t2, y = t1, òî ïîëó÷èì äðóãóþ çàïèñü èñõîäíîé ñèñòåìû:{

3t1 + 2t2 = 5,

−t1 + 4t2 = 1,

ãäå a11 = 3, a12 = 2, a21 = −1, a22 = 4, b1 = 5, b2 = 1. Êàê âèäíî èç
ýòîãî ïðèìåðà, èçìåíåíèå ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ, ò. å. èõ ïåðå-
íóìåðàöèÿ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ âèäà çàïèñè ýòîé ñèñòåìû � âî âñåõ
óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû ïåðåñòàâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
íåèçâåñòíûõ.

Íå ìåíÿåòñÿ ñèñòåìà, à ìåíÿåòñÿ åå çàïèñü â âèäå (1.1) è ïðè ïðî-
èçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêå åå óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, ðàññìîòðåííàÿ ñèñòåìà
ïîìèìî çàïèñè (1.2) äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíóþ åé çàïèñü â âèäå{

4x1 − x2 = 1,

2x1 + 3x2 = 5,

ãäå a11 = 4, a12 = −1, a21 = 2, a22 = 3, b1 = 1, b2 = 5.

Çàìå÷àíèå 1.1. ×èñëî íåèçâåñòíûõ n ñèñòåìû, êàê ðàíåå îòìå÷àëîñü,
âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ çàðàíåå çàäàííûì. Íàïðèìåð, ðàññìîòðåííàÿ ñèñòå-
ìà (1.2) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Âíåøíå
ñîâïàäàþùàÿ ñ (1.2) ñèñòåìà{

2x1 + 3x2 + 0x3 = 5,

4x1 − x2 + 0x3 = 1

ÿâëÿåòñÿ èíîé ñèñòåìîé, à èìåííî ñèñòåìîé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè. ⊗

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.1) íàçûâàåòñÿ òàêîé íà-
áîð ÷èñåë (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n), ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîãî â ñèñòåìó (1.1) (x0

1
âìåñòî x1, x

0
2 âìåñòî x2 è ò. ä.) âñå óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñòàíîâÿòñÿ

âåðíûìè ÷èñëîâûìè ðàâåíñòâàìè.
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Åñëè ñèñòåìà (1.1) íå èìååò ðåøåíèé (ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïóñòî),
òî îíà íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîé. Åñëè ñèñòåìà (1.1) èìååò ðåøåíèå, òî
ãîâîðÿò, ÷òî îíà ñîâìåñòíà.

Ðåøèòü ñèñòåìó (1.1) � çíà÷èò, íàéòè âñå åå ðåøåíèÿ èëè äîêàçàòü,
÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, à èìåííî, îäíî óðàâíåíèå ñ îäíèì
íåèçâåñòíûì (â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå âñå èíäåêñû â çàïèñè ñèñòåìû (1.1)
ìîæíî îïóñòèòü):

ax = b.

Âîçìîæíû òîëüêî ñëåäóþùèå 3 ñëó÷àÿ:
1) åñëè a 6= 0, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = b/a;
2) åñëè a = 0, b 6= 0, òî óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò;
3) åñëè a = b = 0, òî óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé (x �

ëþáîå ÷èñëî).
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîëüêî ýòè 3 âîçìîæíîñòè ñóùåñòâóþò è äëÿ ïðîèç-

âîëüíîé ñèñòåìû (1.1). Äàííûé ôàêò ñ íåîáõîäèìûìè óòî÷íåíèÿìè áóäåò
óñòàíîâëåí â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Äâå ñèñòåìû âèäà (1.1) ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì íå-
èçâåñòíûõ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòèõ
ñèñòåì ñîâïàäàþò.

Â ÷àñòíîñòè, ðàâíîñèëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ëþáûå äâå íåñîâìåñòíûå ñè-
ñòåìû ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ.

Ñèñòåìó (1.1) ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùåé ÷èñëîâîé òàáëèöåé:
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1
b2
...

bm

 , (1.3)

ñîñòàâëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû è åå ïðàâûõ ÷àñòåé. ×àñòî òàáëè-
öó (1.3) íàçûâàþò ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (1.1). Ïðè ýòîì òàáëèöó
èç êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (1.1)

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn


íàçûâàþò ìàòðèöåé ýòîé ñèñòåìû. Åñëè äâå ñèñòåìû ðàâíîñèëüíû, òî ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì ðàñøèðåííûå ìàòðèöû áóäåì ñâÿçûâàòü ëîãè÷åñêèì çíà-
êîì ýêâèâàëåíòíîñòè: �⇐⇒�.
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Èíîãäà â òàáëèöå (1.3) íàä ñòîëáöàìè êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû óêà-
çûâàþò ïîðÿäêîâûå íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ íåèçâåñòíûõ. Âî èçáåæàíèå
îøèáîê ýòî îáÿçàòåëüíî ñëåäóåò äåëàòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà áóäåò ïðîèçâî-
äèòüñÿ ïåðåíóìåðàöèÿ íåèçâåñòíûõ. Íàïðèìåð, ñèñòåìå (1.2) ñîîòâåòñòâó-
þò äâå òàáëèöû  1 2

2 3 5
4 −1 1

⇐⇒
 2 1

3 2 5
−1 4 1


Â îñíîâå áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) ëå-

æèò èäåÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîé ñèñòåìû â íåêîòîðóþ äðóãóþ ñèñòåìó, åé
ðàâíîñèëüíóþ, ðåøàòü êîòîðóþ îêàçûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åì èñõîäíóþ ñèñòå-
ìó. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáû÷íî íàçûâàþò äîïóñòèìûìè 1 ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè ñèñòåìû (1.1). ßñíî, ÷òî ëþáîå äîïóñòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû
(1.1) ïðèâîäèò ê ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ðàñøèðåííîé ìàòðèöû
(1.3). Ïåðå÷èñëèì òèïû äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû (1.1):

1) ïåðåñòàíîâêà óðàâíåíèé â ñèñòåìå (ïåðåñòàíîâêà ñòðîê â ðàñøèðåí-
íîé ìàòðèöå ñèñòåìû);

2) ïåðåñòàíîâêà íåèçâåñòíûõ âî âñåõ óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (ïåðåñòàíîâ-
êà ñòîëáöîâ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ýòèõ íåèçâåñòíûõ â ðàñøèðåííîé ìàòðèöå
ñèñòåìû ñ îáÿçàòåëüíûì óêàçàíèåì èçìåíåííîãî ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ íåèç-
âåñòíûõ);

3) óìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íà ÷èñ-
ëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ (óìíîæåíèå íà ýòî ÷èñëî âñåõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâó-
þùåé ñòðîêè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû);

4) ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó èç óðàâíåíèé ñèñòåìû äðóãîãî åå óðàâíåíèÿ,
óìíîæåííîãî íà ÷èñëî (ïðèáàâëåíèå ê ýëåìåíòàì îäíîé ñòðîêè ðàñøèðåí-
íîé ìàòðèöû ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé åå ñòðîêè, óìíî-
æåííûõ íà ÷èñëî).

Ïåðå÷èñëåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò íåèçìåííûì ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé ñèñòåìû, ò. å. ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Äîïóñòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåâîäÿò ñèñòåìó
â ðàâíîñèëüíóþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàì

1 Â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ äàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè.
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ðàñøèðåííûõ ìàòðèö, ðàâíîñèëüíû 1:

a11 · · · a1n b1
... . . . ...

...
ai1 · · · ain bi
... . . . ...

...
ak1 · · · akn bk
... . . . ...

...
am1 · · · amn bm


⇔



a11 · · · a1n b1
... . . . ...

...
ak1 · · · akn bk
... . . . ...

...
ai1 · · · ain bi
... . . . ...

...
am1 · · · amn bm


(1.4)

(ïåðåñòàíîâêà ñòðîê â ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ñèñòåìû);
1 · · · i · · · k · · · n

a11 · · · a1i · · · a1k · · · a1n b1
... . . . ... . . . ... . . . ...

...
am1 · · · ami · · · amk · · · amn bm

 ⇔

⇔


1 · · · k · · · i · · · n

a11 · · · a1k · · · a1i · · · a1n b1
... . . . ... . . . ... . . . ...

...
am1 · · · amk · · · ami · · · amn bm


(1.5)

(ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ, êðîìå ïîñëåäíåãî, ñ îáÿçàòåëüíûì óêàçàíèåì èç-
ìåíåííîãî ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ).

Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà λ ∈ C (èëè λ ∈ R) è λ 6= 0 ñïðàâåäëèâî
a11 · · · a1n b1
... . . . ...

...
ak1 · · · akn bk
... . . . ...

...
am1 · · · amn bm

 ⇔


a11 · · · a1n b1
... . . . ...

...
λak1 · · · λakn λbk
... . . . ...

...
am1 · · · amn bm

 (1.6)

(óìíîæåíèå íà ÷èñëî λ 6= 0 âñåõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêè
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû).

1 Çäåñü ñ÷èòàåì äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè çàïèñè, ÷òî m ≥ 4, n ≥ 6, 2 < i < k ≤ m − 1 è

2 < i < k − 1 ≤ n− 2; èçìåíåíèÿ, íåîáõîäèìûå â çàïèñè (1.4)�(1.7) ïðè äðóãèõ m, n, i,

k, î÷åâèäíû.
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Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà λ ∈ C (èëè λ ∈ R)

a11 · · · a1n b1
... . . . ...

...
ai1 · · · ain bi
... . . . ...

...
ak1 · · · akn bk
... . . . ...

...
am1 · · · amn bm


⇔



a11 · · · a1n b1
... . . . ...

...
ai1 · · · ain bi
... . . . ...

...
ak1+λai1 · · · akn+λain bk+ λbi

... . . . ...
...

am1 · · · amn bm


(1.7)

(ïðèáàâëåíèå ê ýëåìåíòàì îäíîé ñòðîêè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé åå ñòðîêè, óìíîæåííûõ íà ÷èñëî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðâîãî òèïà (1.4) ýòî ñîâåð-
øåííî î÷åâèäíî.

Äîêàæåì ðàâíîñèëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî òèïà ïðè ïåðåñòà-
íîâêå ïåðâîãî è âòîðîãî íåèçâåñòíûõ. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó êîììóòàòèâíî-
ñòè ñëîæåíèÿ óðàâíåíèå

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

a12x2 + a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1.

Ýòî æå âåðíî è äëÿ îñòàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.1), ïîýòîìó òàáëèöà
2 1 3 · · · n

a12 a11 a13 · · · a1n b1
a22 a21 a23 · · · a2n b2
...

...
... . . . ...

...
am2 am1 am3 · · · amn bm


ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå, ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå (1.1). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâà-
åòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåñòàíîâêè ïðîèçâîëüíûõ íåèçâåñòíûõ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî òàáëèöà, ïîëó÷åííàÿ ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêîé ìåñòàìè ñòîëáöîâ
(êðîìå ïîñëåäíåãî) èñõîäíîé òàáëèöû, ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå, ðàâíîñèëü-
íîé èñõîäíîé.

Äîêàæåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå òðåòüåãî òèïà ïåðåâîäèò ñèñòåìó (1.1)
â ðàâíîñèëüíóþ åé.

Åñëè (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1), òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

1.1 , âñå óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðè çàìåíå xk íà x0
k, 1 ≤ k ≤ n, ñòàíîâÿòñÿ

âåðíûìè ÷èñëîâûìè ðàâåíñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

ak1x
0
1 + ak2x

0
2 + · · ·+ aknx

0
n = bk
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ÿâëÿåòñÿ âåðíûì ÷èñëîâûì ðàâåíñòâîì, òî

λak1x
0
1 + λak2x

0
2 + · · ·+ λaknx

0
n = λbk

òîæå âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî ïðè ëþáîì λ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð ÷èñåë
(x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λak1x1 + λak2x2 + · · ·+ λaknxn = λbk,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé
a11 a12 · · · a1n b1
...

... . . . ...
...

λak1 λak2 · · · λakn λbk
...

... . . . ...
...

am1 am2 · · · amn bm

 , (1.8)

îòëè÷àþùåéñÿ îò ñèñòåìû (1.1) òîëüêî k-ì óðàâíåíèåì. Ïóñòü òåïåðü íàáîð
(x̃0

1, x̃
0
2, . . . , x̃

0
n) ñëóæèò ðåøåíèåì ñèñòåìû ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé (1.8).

Âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé (1.8) ïðè çàìåíå xi íà
x̃0

i , 1 ≤ i ≤ n, ñòàíîâÿòñÿ âåðíûìè ÷èñëîâûìè ðàâåíñòâàìè. Äåëÿ âåðíîå
÷èñëîâîå ðàâåíñòâî λak1x̃

0
1 +λak2x̃

0
2 + · · ·+λaknx̃

0
n = λbk íà λ 6= 0, ïîëó÷àåì

âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî

ak1x̃
0
1 + ak2x̃

0
2 + · · ·+ aknx̃

0
n = bk.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð (x̃0
1, x̃

0
2, . . . , x̃0

n) ÿâëÿåòñÿ âìåñòå ñ òåì è ðåøåíèåì
ñèñòåìû (1.1). Èòàê, ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé (1.8) è íàîáîðîò, ò. å. ìíîæåñòâà ðåøåíèé
ýòèõ ñèñòåì ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (1.1) è ñèñòåìà ñ ðàñøè-
ðåííîé ìàòðèöåé (1.8) ïðè ëþáîì λ 6= 0 ðàâíîñèëüíû.

Äîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ÷åòâåðòîãî òèïà òàêæå ïåðå-
âîäèò ñèñòåìó (1.1) â ðàâíîñèëüíóþ åé.

Åñëè λ = 0, òî äâå ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû ïðîñòî ñîâïàäàþò è äî-
êàçàòåëüñòâà íå òðåáóåòñÿ. Ïóñòü λ 6= 0. Åñëè (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) � ðåøåíèå

ñèñòåìû (1.1), òîãäà âñå óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðè çàìåíå xk íà x0
k ñòà-

íîâÿòñÿ âåðíûìè ÷èñëîâûìè ðàâåíñòâàìè. Ïðèáàâëÿÿ ê âåðíîìó ðàâåíñòâó
ak1x

0
1 +ak2x

0
2 + · · ·+aknx

0
n = bk âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî λai1x

0
1 +λai2x

0
2 +

· · ·+ λainx
0
n = λbi, ïîëó÷èì âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî

(ak1 + λai1)x
0
1 + (ak2 + λai2)x

0
2 + · · ·+ (akn + λain)x

0
n = bk + λbi,
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à ýòî çíà÷èò, ÷òî íàáîð (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ÿâëÿåòñÿ âìåñòå ñ òåì è ðåøåíèåì

ñèñòåìû

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = bi,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(ak1 + λai1)x1 + (ak2 + λai2)x2 + · · ·+ (akn + λain)xn = bk + λbi,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé

a11 a12 · · · a1n b1
...

... . . . ...
...

ai1 ai2 · · · ain bi
...

... . . . ...
...

ak1 + λai1 ak2 + λai2 · · · akn + λain bk + λbi
...

... . . . ...
...

am1 am2 · · · amn bm


, (1.9)

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû (1.1) òîëüêî k-ì óðàâíåíèåì. Àíàëîãè÷íî
ïîêàçûâàåòñÿ îáðàòíîå: ëþáîå ðåøåíèå (x̃0

1, x̃
0
2, . . . , x̃

0
n) ñèñòåìû ñ ðàñøè-

ðåííîé ìàòðèöåé (1.9) ñëóæèò îäíîâðåìåííî è ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.1).
Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîñèëüíîñòè ñèñòåìû (1.1) è ñèñòåìû ñ
ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé (1.9).

Îòìåòèì åùå 2 âàæíûõ ñâîéñòâà ñèñòåìû (1.1).

Óòâåðæäåíèå 1.2. Åñëè ñèñòåìà (1.1) ñîäåðæèò óðàâíåíèå âèäà

0x1 + 0x2 + · · ·+ 0xn = b, (1.10)

ãäå b 6= 0 (ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû ñîäåðæèò ñòðîêó
[0 0 · · · 0 | b], b 6= 0), òî òàêàÿ ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, íè ïðè êàêîì íàáîðå çíà÷åíèé íå-
èçâåñòíûõ (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) óðàâíåíèå (1.10) íå ìîæåò ñòàòü âåðíûì ÷èñëî-

âûì ðàâåíñòâîì.

Óòâåðæäåíèå 1.3. Åñëè ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.1) äîáàâèòü óðàâ-
íåíèå âèäà

0x1 + 0x2 + · · ·+ 0xn = 0 (1.11)

(ê ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ñèñòåìû äîáàâèòü ñòðîêó [0 0 · · · 0 | 0]), òî
ïîëó÷èì ñèñòåìó, ðàâíîñèëüíóþ èñõîäíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå (1.11) ÿâëÿåòñÿ âåðíûì ÷èñ-
ëîâûì ðàâåíñòâîì (0 = 0) ïðè ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ, è ïî-
ýòîìó äîáàâëåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ ê ñèñòåìå (1.1) íå ìåíÿåò ìíîæåñòâà
åå ðåøåíèé.

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè â ñèñòåìå (1.1) ñîäåðæèòñÿ óðàâíåíèå âèäà
(1.11) èëè íåñêîëüêî òàêèõ óðàâíåíèé, òî ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî èñêëþ-
÷èòü èç ñèñòåìû (1.1), ïîëó÷èâ ïðè ýòîì ñèñòåìó ñ ìåíüøèì ÷èñëîì
óðàâíåíèé, ðàâíîñèëüíóþ èñõîäíîé.

Çàìå÷àíèå 1.2.Îäíàêî åñëè âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.1) èìåþò âèä (1.11)
(òàêîé ñëó÷àé âîçìîæåí), òî èç ýòîé ñèñòåìû èñêëþ÷àþòñÿ âñå óðàâíåíèÿ,
êðîìå îäíîãî, òàê êàê â ëþáîé ñèñòåìå âèäà (1.1) äîëæíî áûòü õîòÿ áû
îäíî óðàâíåíèå (m ≥ 1). Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1.1) ðàâíîñèëüíà îäíîìó
óðàâíåíèþ (1.11), è, ðàçóìååòñÿ, ðåøåíèåì òàêîé ñèñòåìû ñëóæèò ëþáîé
íàáîð (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ (ñðàâíèòå ñ ðàññìîòðåííûì ðà-

íåå òðåòüèì ñëó÷àåì äëÿ óðàâíåíèÿ ax = b ). ⊗

1.2. Ìåòîä ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ
(ìåòîä Ãàóññà �Æîðäàíà)

Ìåòîä (àëãîðèòì) Ãàóññà �Æîðäàíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (1.1) è ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðèìåíåíèþ äîïóñòè-
ìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû.

Åñëè â èñõîäíîé ñèñòåìå (1.1) âñå êîýôôèöèåíòû aij ðàâíû íóëþ, òî
îíà ëèáî íåñîâìåñòíà (ñðåäè ÷èñåë bi èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî îòëè÷íîå îò
íóëÿ), ëèáî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé (âñå ïðàâûå ÷àñòè bi ðàâíû
íóëþ � â ýòîì ñëó÷àå, êàê áûëî îòìå÷åíî â çàìå÷àíèè 1.2, ëþáîé íàáîð
÷èñåë (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ñëóæèò åå ðåøåíèåì).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ aij ñèñòåìû
(1.1) èìåþòñÿ íåíóëåâûå, è îïèøåì ìåòîä ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû êàê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîå (ïîøàãîâîå) âûïîëíåíèå ïåðå÷èñëåííûõ äîïóñòèìûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû.

Çàìå÷àíèå 1.3. Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ â ìàò-
ðèöå ñèñòåìû ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ. Îä-
íàêî âî èçáåæàíèå èçëèøíåé ãðîìîçäêîñòè èçëîæåíèÿ íå áóäåì ïðè îïè-
ñàíèè ìåòîäà óêàçûâàòü íàä ñòîëáöàìè ìàòðèöû íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ
íåèçâåñòíûõ (ýòî áóäåò ñäåëàíî â ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ïðèìåðàõ). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â ïðèìåíÿåìûõ îáîçíà÷åíèÿõ âòîðîé èíäåêñ j êîýôôèöèåíòà
aij ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ñòîëáöà è ìîæåò, â îáùåì ñëó÷àå, îòëè÷àòüñÿ îò
íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùåé íåèçâåñòíîé. ⊗
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Øàã 1.
1. Âûáåðåì êàêîé-ëèáî íåíóëåâîé ýëåìåíò aij ìàòðèöû ñèñòåìû è íàçî-

âåì åãî âåäóùèì ýëåìåíòîì. Ïåðåñòàâëÿÿ ñòðîêè è ñòîëáöû ðàñøèðåííîé
ìàòðèöû (ò. å. èñïîëüçóÿ äîïóñòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî
òèïà), ïîìåñòèì âåäóùèé ýëåìåíò â ïåðâóþ ñòðîêó è ïåðâûé ñòîëáåö (ðà-
çóìååòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíòà áûë âûáðàí ýëåìåíò a11, òî
íèêàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íå äåëàåòñÿ). Ïîëó÷åííóþ ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó
çàïèøåì â âèäå 

a1
11 a1

12 · · · a1
1n

a1
21 a1

22 · · · a1
2n

...
... . . . ...

a1
m1 a1

m2 · · · a1
mn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1
1

b1
2
...

b1
m

 (1.12)

(âåðõíèé èíäåêñ óêàçûâàåò íîìåð øàãà). Â ýòîé ìàòðèöå a1
11 6= 0.

2. Óìíîæèì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû (1.12) íà 1/a1
11 (ýòî � ïðåîáðà-

çîâàíèå òðåòüåãî òèïà). Ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó ñ ðàñøèðåííîé
ìàòðèöåé 

1 ã1
12 · · · ã1

1n

a1
21 a1

22 · · · a1
2n

...
... . . . ...

a1
m1 a2

m2 · · · a1
mn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b̃1
1

b1
2
...

b1
m

 , (1.13)

ãäå ã1
1j = a1

1j/a
1
11, j = 2, 3, . . . , n è b̃1

1 = b1
1/a11.

3. Êî âòîðîé ñòðîêå ìàòðèöû (1.13) ïðèáàâèì 1-þ ñòðîêó, óìíîæåí-
íóþ íà (−a1

21), ê òðåòüåé ñòðîêå ïðèáàâèì 1-þ, óìíîæåííóþ íà (−a1
31), è

ò. ä. äî ïîñëåäíåé ñòðîêè, ê êîòîðîé ïðèáàâèì 1-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ
íà (−a1

m1) (ýòî � ïðåîáðàçîâàíèå ÷åòâåðòîãî òèïà). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé âèäà

1 ã1
12 · · · ã1

1n

0 ã1
22 · · · ã1

2n
...

... . . . ...
0 ã1

m2 · · · ã1
mn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b̃1
1

b̃1
2
...

b̃1
m

 . (1.14)

Åñëè â ìàòðèöå (1.14) ñîäåðæàòñÿ íóëåâûå ñòðîêè, òî èñêëþ÷èì èõ (ñì.
ñëåäñòâèå 1.1 ); ïðè ýòîì ÷èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå óìåíüøèòñÿ. Åñëè æå
ýòà ìàòðèöà ñîäåðæèò ñòðîêó âèäà [0 0 · · · 0 | b], ãäå b 6= 0, òî ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 1.2 , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, à çíà÷èò, íåñîâ-
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ìåñòíà è èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1.1). Â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòà ìåòîäà çàêàí÷èâà-
åòñÿ.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî øàãà íå îáíàðóæåíà íåñîâìåñòíîñòü ñè-
ñòåìû, à â ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöå ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ âîçìîæíûõ íóëå-
âûõ ñòðîê ÷èñëî îñòàâøèõñÿ ñòðîê ðàâíî m1 (m1 ≤ m), ïðè ýòîì m1 ≥ 2.
Çàïèñûâàÿ ýòó ìàòðèöó â âèäå

1 a2
12 · · · a2

1n

0 a2
22 · · · a2

2n
...

... . . . ...
0 a2

m12 · · · a2
m1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b2
1

b2
2
...

b2
m1

 , (1.15)

ïåðåõîäèì êî âòîðîìó øàãó. Îòìåòèì, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû (1.15),
íà÷èíàÿ ñî âòîðîé, õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a2

ij îòëè÷åí îò íóëÿ.

Øàã 2.
1. Ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ a2

ij, 2 ≤ i ≤ m1, 2 ≤ j ≤ n, âûáåðåì êàêîé-
ëèáî íåíóëåâîé è íàçîâåì åãî âåäóùèì ýëåìåíòîì âòîðîãî øàãà. Ïåðåñòàâ-
ëÿÿ, åñëè íóæíî, ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû (1.15), ïîìåñòèì âåäóùèé
ýëåìåíò âî âòîðóþ ñòðîêó è âòîðîé ñòîëáåö. Äëÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ðàñøèðåí-
íîé ìàòðèöû ñîõðàíèì ïðåæíþþ çàïèñü â âèäå (1.15), ñ÷èòàÿ òåïåðü, ÷òî
a2

22 6= 0.

2. Óìíîæèì âòîðóþ ñòðîêó ìàòðèöû (1.15) íà
1

a2
22
. Ïîëó÷èì ðàâíî-

ñèëüíóþ ñèñòåìó ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé


1 a2

12 a2
13 · · · a2

1n

0 1 ã2
23 · · · ã2

2n

0 a2
32 a2

33 · · · a2
3n

...
...

... . . . ...
0 a2

m12 a2
m13 · · · a2

m1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b2
1

b̃2
2

b2
3
...

b2
m1

 , (1.16)

ãäå, î÷åâèäíî, ã2
2j =

a2
2j

a2
22
, j = 3, 4, ..., n, è b̃2

2 =
b2
2

a2
22
.

3. Ê ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû (1.16) ïðèáàâèì âòîðóþ ñòðîêó, óìíî-
æåííóþ íà (−a2

12), ê òðåòüåé ñòðîêå ïðèáàâèì âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà
(−a2

32), è ò. ä. äî ïîñëåäíåé ñòðîêè, ê êîòîðîé ïðèáàâèì âòîðóþ ñòðîêó,
óìíîæåííóþ íà (−a2

m12). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó ñ
ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé âèäà
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
1 0 ã2

13 · · · ã2
1n

0 1 ã2
23 · · · ã2

2n

0 0 ã2
33 · · · ã2

3n
...

...
... . . . ...

0 0 ã2
m13 · · · ã2

m1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b̃2
1

b̃2
2

b̃2
3
...

b̃2
m1

 . (1.17)

Êàê è íà ïåðâîì øàãå, åñëè â ìàòðèöå (1.17) ñîäåðæàòñÿ íóëåâûå ñòðî-
êè, òî îíè îòáðàñûâàþòñÿ (÷èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå óìåíüøàåòñÿ), åñëè
æå â ýòîé ìàòðèöå ñîäåðæèòñÿ ñòðîêà âèäà [0 0 · · · 0 | b], b 6= 0, òî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà âìåñòå ñ èñõîäíîé ñèñòåìîé íåñîâìåñòíà.

Èòàê, â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ âòîðîãî øàãà ìåòîäà Ãàóññà�Æîðäà-
íà ëèáî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû, ëèáî îíà ïðèâîäèòñÿ ê
ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé âèäà

1 0 a3
13 · · · a3

1n

0 1 a3
23 · · · a3

2n

0 0 a3
33 · · · a3

3n
...

...
... . . . ...

0 0 a3
m23 · · · a3

m2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b3
1

b3
2

b3
3
...

b3
m2

 , (1.18)

ãäå 2 ≤ m2 ≤ m1. Åñëè m2 > 2 (â ýòîì ñëó÷àå â (1.18) â êàæäîé ñòðîêå,
íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé, õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a3

ij îòëè÷åí îò íóëÿ),
òî ïåðåõîäèì ê òðåòüåìó øàãó è ò. ä. Çàäà÷åé î÷åðåäíîãî i-ãî øàãà (åñëè îí
âûïîëíÿåòñÿ) ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå â i-ì ñòîëáöå ìàòðèöû ñèñòåìû åäèíèöû
íà ìåñòå ýëåìåíòà ai

ii è íóëåé � íà ìåñòå îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ñòîëáöà.
Ïðè ýòîì ïðåäûäóùèå ñòîëáöû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

Åñëè â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ øàãîâ ìåòîäà (àëãîðèòìà) Ãàóññà �Æîð-
äàíà íå óñòàíàâëèâàåòñÿ íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû, òî ýòîò ïðîöåññ âñåãäà
çàêàí÷èâàåòñÿ (ïîñëå íåêîòîðîãî k-ãî øàãà, 1 ≤ k ≤ n) ïîëó÷åíèåì ëèáî
(êîãäà k = n) ñèñòåìû ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé âèäà

1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
bn
1

bn
2

bn
3
...
bn
n

 (1.19)

(âåðõíèé èíäåêñ ½n“ óêàçûâàåò íîìåð ïîñëåäíåãî øàãà), ëèáî (êîãäà k < n)
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ñèñòåìû ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé âèäà
1 0 0 · · · 0 ak

1,k+1 · · · ak
1n

0 1 0 · · · 0 ak
2,k+1 · · · ak

2n

0 0 1 · · · 0 ak
3,k+1 · · · ak

3n
...

...
... . . . ...

... . . . ...
0 0 0 · · · 1 ak

k,k+1 · · · ak
kn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bk
1

bk
2

bk
3
...
bk
k

 . (1.20)

Êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû (1.19) ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ ñ îäíèì íåèç-
âåñòíûì, êîýôôèöèåíò ïðè êîòîðîì ðàâåí 1, à åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå íåèç-
âåñòíîãî, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óðàâíåíèþ, ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè àëãîðèòì Ãàóññà �Æîðäàíà ïðèâî-
äèò ñèñòåìó (1.1) ê ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé âè-
äà (1.19), òî ñèñòåìà (1.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ñîîòâåòñòâóþùèé
åäèíñòâåííûé íàáîð çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ëåãêî íàõîäèò-

ñÿ ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó ìàòðèöû (1.19). Åñëè ïðè âûïîëíåíèè ìåòîäà
Ãàóññà�Æîðäàíà ñòîëáöû ìàòðèöû ñèñòåìû íå ïåðåñòàâëÿëèñü, òî

x0
1 = bn

1 ,

x0
2 = bn

2 ,

. . . . . . . .

x0
n = bn

n.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé (1.20). Äëÿ ïðî-
ñòîòû è íàãëÿäíîñòè èçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ
èñõîäíîé ñèñòåìû (1.1) ê ñèñòåìå ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé (1.20) ïîðÿäîê
ñëåäîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû íå ìåíÿëñÿ, ò. å. ñòîëáöû
ìàòðèöû ñèñòåìû íå ïåðåñòàâëÿëèñü. Ïî ðàñøèðåííîé ìàòðèöå (1.20) çà-
ïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû

x1 + ak
1,k+1xk+1 + · · ·+ ak

1nxn = bk
1,

x2 + ak
2,k+1xk+1 + · · ·+ ak

2nxn = bk
2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xk + ak
k,k+1xk+1 + · · ·+ ak

knxn = bk
k.

(1.21)

Î÷åâèäíî, ÷òî, çàäàâàÿ ïðîèçâîëüíî xk+1, . . . , xn è âû÷èñëÿÿ ïî ôîðìóëàì
x1 = bk

1 − ak
1,k+1xk+1 − · · · − ak

1nxn,

x2 = bk
2 − ak

2,k+1xk+1 − · · · − ak
2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xk = bk
k − ak

k,k+1xk+1 − · · · − ak
knxn
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çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ x1, . . . , xk, ïîëó÷èì âñå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìû.

Åñëè â ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû (1.1) ê ñèñòåìå ñ ðàñøèðåííîé
ìàòðèöåé (1.20) ìåíÿëñÿ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ, ò. å. ïåðåñòàâëÿ-
ëèñü ñòîëáöû â ìàòðèöå ñèñòåìû, òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöå (1.20), áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.21) òîëüêî íî-
ìåðàìè îòäåëüíûõ, èëè äàæå âñåõ, íåèçâåñòíûõ. Îäíàêî ñòðóêòóðà âñåãî
ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ: k íåèçâåñòíûõ ñèñòåìû îäíî-
çíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå (n − k) íåèçâåñòíûå, êîòîðûå ìîæ-
íî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè àëãîðèòì Ãàóññà �Æîðäàíà
ïðèâîäèò ñèñòåìó (1.1) ê ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé
âèäà (1.20), òî ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Çàìå÷àíèå 1.4. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà
Ãàóññà�Æîðäàíà íà ÝÂÌ ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âåäóùèé ýëåìåíò íà íåêî-
òîðîì øàãå àëãîðèòìà î÷åíü ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ýëåìåíòàìè ñîîò-
âåòñòâóþùåé ñòðîêè. Â ýòîì ñëó÷àå â ðåçóëüòàòå äåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ñòðîêè
íà âåäóùèé ýëåìåíò ìîæåò âîçíèêíóòü ïåðåïîëíåíèå ðàçðÿäíîé ñåòêè âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû è, êàê ñëåäñòâèå, àâàðèéíûé îñòàíîâ âûïîëíåíèÿ
ïðîãðàììû. Èìåííî ïîýòîìó âñå ìàøèííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðåäóñìàòðèâàþò âûáîð â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåí-
òà êàæäîãî øàãà íàèáîëüøåãî ïî ìîäóëþ ýëåìåíòà èç ñîîòâåòñòâóþùåãî
ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñèñòåìû. Åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ íåñêîëüêî,
òî â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíòà âûáèðàåòñÿ ëþáîé èç íèõ. ⊗

1.3. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïðèìåð 1.1. Ðåøèòü ñèñòåìó
1x1 + 2x2 + 3x3 = 14,

4x1 + 5x2 + 6x3 = 32,

7x1 + 9x2 + 8x3 = 49,

2x1 + 2x2 − 1x3 = 3.

(1.22)

Ñèñòåìå (1.22) ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöà
1 2 3

1 2 3 14
4 5 6 32
7 9 8 49
2 2 −1 3

 .
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Áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà�Æîðäàíà ñ âûáîðîì â êà÷åñòâå
âåäóùåãî ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ýëåìåíòà (ñì. çàìå÷àíèå 1.4).

Øàã 1.
1. Âåäóùèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò a32 = 9. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðà-

çîâàíèå ïåðâîãî òèïà ê ñòðîêàì ñ íîìåðàìè 1 è 3 è ïðåîáðàçîâàíèå âòîðîãî
òèïà ê ñòîëáöàì 1 è 2, ïîëó÷èì íîâóþ òàáëèöó ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì ïåðâîé
ñòðîêè a1

11 = a32 = 9.

2. Ïåðâóþ ñòðîêó óìíîæèì íà
1

a1
11

=
1

9
� ýòî ïðåîáðàçîâàíèå òðåòüåãî

òèïà.
3. Ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå ÷åòâåðòîãî òèïà ê ïåðâîé è âòîðîé ñòðî-

êàì ñ λ = −a1
21 = −5; ê ïåðâîé è òðåòüåé ñòðîêàì ñ λ = −a1

31 = −2; ê ïåðâîé
è ÷åòâåðòîé ñòðîêàì ñ λ = −a1

41 = −2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàñøèðåííóþ
ìàòðèöó, â ïåðâîì ñòîëáöå êîòîðîé âñå ýëåìåíòû, êðîìå ïåðâîãî, ðàâíû íó-
ëþ (ýòà ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå, â êîòîðîé èç âñåõ óðàâíåíèé, êðîìå
ïåðâîãî, èñêëþ÷åíî íåèçâåñòíîå x2, êîýôôèöèåíòû ïðè êîòîðîì îáðàçóþò
ïåðâûé ñòîëáåö).

Óêàçàííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ïåðâîãî øàãà ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñøèðåííûõ ìàòðèö, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñèñòå-
ìàì, ðàâíîñèëüíûì èñõîäíîé ñèñòåìå (1.22):


2 1 3

9 7 8 49
5 4 6 32
2 1 3 14
2 2 −1 3

⇔


2 1 3

1
7

9

8

9

49

9

5 4 6 32
2 1 3 14
2 2 −1 3

⇔



2 1 3

1
7

9

8

9

49

9

0
1

9

14

9

43

9

0 −5

9

11

9

28

9

0
4

9
−25

9

71

9


.

Òàê êàê â ïîñëåäíåé òàáëèöå íåò ñòðîê âèäà [0 0 0 | b], b 6= 0, è íóëå-
âûõ ñòðîê, çíà÷èò, íå óñòàíîâëåíà íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è êîëè÷åñòâî
óðàâíåíèé íå óìåíüøàåòñÿ. Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã 2.
1. Âåäóùèé ýëåìåíò a1

43 =
−25

9
. Ïåðåñòàâëÿåì âòîðóþ è ÷åòâåðòóþ

ñòðîêè è âòîðîé è òðåòèé ñòîëáöû òàáëèöû. Ïîñëå ýòîãî âåäóùèé ýëåìåíò

áóäåò íà âòîðîì ìåñòå âî âòîðîé ñòðîêå, ò. å. a2
22 =

−25

9
.

2. Äåëèì ýëåìåíòû âòîðîé ñòðîêè íà âåäóùèé ýëåìåíò (óìíîæàåì íà
1

a2
22

=
−9

25
).

3. Èñïîëüçóÿ äîïóñòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷åòâåðòîãî òèïà, ïîëó÷àåì
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âî âòîðîì ñòîëáöå íóëè íà ìåñòå âñåõ ýëåìåíòîâ, êðîìå âòîðîãî.
Ïðåîáðàçîâàíèÿì âòîðîãî øàãà ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ðàñøèðåííûõ ìàòðèö:

2 3 1

1
8

9

7

9

49

9

0 −25

9

4

9
−71

9

0
11

9
−5

9

28

9

0
14

9

1

9

43

9


⇔



2 3 1

1
8

9

7

9

49

9

0 1 − 4

25

71

25

0
11

9
−5

9

28

9

0
14

9

1

9

43

9


⇔



2 3 1

1 0
23

25

73

25

0 1 − 4

25

71

25

0 0 − 9

25
− 9

25

0 0
9

25

9

25


.

Òàê êàê â ïîñëåäíåé òàáëèöå íåò ñòðîê âèäà [0 0 0 | b], b 6= 0, è íóëå-
âûõ ñòðîê, òî è íà ýòîì øàãå íå óñòàíîâëåíà íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è
êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé íå óìåíüøàåòñÿ.

Øàã 3.
1. Âûáåðåì âåäóùèé ýëåìåíò a2

31 = −9/25 (òàê êàê |a2
41| = |a2

31| =
= 9/25, òî â êà÷åñòâå âåäóùåãî ìîæåò áûòü âûáðàí ëþáîé èç ýëåìåíòîâ
a2

31, a
2
41). Âåäóùèé ýëåìåíò óæå ñòîèò íà òðåòüåì ìåñòå â òðåòüåé ñòðîêå, è

ïåðåñòàíîâîê íå òðåáóåòñÿ.

2. Äåëèì ýëåìåíòû òðåòüåé ñòðîêè íà âåäóùèé ýëåìåíò.

3. Ïîëó÷àåì íóëè íà ìåñòå âñåõ ýëåìåíòîâ òðåòüåãî ñòîëáöà, êðîìå
òðåòüåãî ýëåìåíòà.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ òðåòüåãî øàãà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðàñøèðåííûõ ìàòðèö:

2 3 1

1 0
23

25

73

25

0 1 − 4

25

71

25

0 0 − 9

25
− 9

25

0 0
9

25

9

25


⇔



2 3 1

1 0
23

25

73

25

0 1 − 4

25

71

25

0 0 1 1

0 0
9

25

9

25


⇔


2 3 1

1 0 0 2
0 1 0 3
0 0 1 1
0 0 0 0

 .

Òàê êàê â ïîñëåäíåé ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ñîñòî-
èò èç íóëåé, òî åå ìîæíî óäàëèòü èç òàáëèöû (èëè âû÷åðêíóòü ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå èç ñèñòåìû), íå òåðÿÿ ðàâíîñèëüíîñòè. Íà ýòîì âûïîëíåíèå ìå-
òîäà Ãàóññà �Æîðäàíà çàêàí÷èâàåòñÿ. Îêîí÷àòåëüíîé ðàñøèðåííîé ìàò-

19



ðèöåé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà


2 3 1

1 0 0 2
0 1 0 3
0 0 1 1

 , èìåþùàÿ âèä (1.19), êîòîðîé

ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà


x2 = 2,

x3 = 3,

x1 = 1.

Èòàê, ñèñòåìà (1.22) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:


x1 = 1,

x2 = 2,

x3 = 3.

•

Ïðèìåð 1.2. Ðåøèòü ñèñòåìó
3x1 − 2x2 + 2x3 + 1x4 = 5,

1x1 + 3x2 + 2x3 − 2x4 = 7,

2x1 + 2x2 + 0x3 + 0x4 = 6,

2x1 + 1x2 − 1x3 + 1x4 = 3.

(1.23)

Ñèñòåìå (1.23) ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöà


1 2 3 4

3 −2 2 1 5
1 3 2 −2 7
2 2 0 0 6
2 1 −1 1 3

 .

Áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà�Æîðäàíà.
Øàã 1.
1. Âåäóùèé ýëåìåíò a11 = 3. Âåäóùèé ýëåìåíò óæå ñòîèò íà ïåðâîì

ìåñòå â ïåðâîé ñòðîêå, è ïåðåñòàíîâîê íå òðåáóåòñÿ.
2. Äåëèì ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè íà âåäóùèé ýëåìåíò.
3. Ïîëó÷àåì íóëè íà ìåñòå âñåõ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ñòîëáöà, êðîìå ïåð-

âîãî ýëåìåíòà.
Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî øàãà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ðàñøèðåííûõ ìàòðèö:



1 2 3 4

1
1

3
−2

3

2

3

5

3

1 3 2 −2 7
2 2 0 0 6
2 1 −1 1 4

⇔



1 2 3 4

1
1

3
−2

3

2

3

5

3

0
8

3

8

3
−8

3

16

3

0
4

3

4

3
−4

3

8

3

0
1

3

1

3
−1

3

2

3


.
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Òàê êàê â ïîñëåäíåé ðàñøèðåííîé ìàòðèöå íåò ñòðîê âèäà [0 0 0 | b],
b 6= 0, è íóëåâûõ ñòðîê, òî íå óñòàíîâëåíà íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è êîëè-
÷åñòâî óðàâíåíèé íå óìåíüøàåòñÿ.

Øàã 2.
1. Âûáåðåì âåäóùèé ýëåìåíò a1

22 = 8/3 (òàê êàê |a1
22| = |a1

23| =
= |a1

24| = 8/3, âåäóùèì ìîæåò áûòü âûáðàí ëþáîé èç ýëåìåíòîâ, a1
22, a1

23
èëè a1

24). Âåäóùèé ýëåìåíò óæå ñòîèò íà âòîðîì ìåñòå âî âòîðîé ñòðîêå, è
ïåðåñòàíîâîê íå òðåáóåòñÿ.

2. Äåëèì ýëåìåíòû âòîðîé ñòðîêè íà âåäóùèé ýëåìåíò.
3. Ïîëó÷àåì íóëè íà ìåñòå âñåõ ýëåìåíòîâ âòîðîãî ñòîëáöà, êðîìå âòî-

ðîãî ýëåìåíòà.
Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ âòîðîãî øàãà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ðàñøèðåííûõ ìàòðèö:

1 2 3 4

1
1

3
−2

3

2

3

5

3
0 1 1 −1 2

0
4

3

4

3
−4

3

8

3

0
1

3

1

3
−1

3

2

3


⇔


1 2 3 4

1 0 −1 1 1
0 1 1 −1 2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Òàê êàê â ïîñëåäíåé ðàñøèðåííîé ìàòðèöå 2 ïîñëåäíèå ñòðîêè ñîñòî-
ÿò èç íóëåé, èõ ìîæíî óäàëèòü èç òàáëèöû (èëè âû÷åðêíóòü 2 ïîñëåäíèõ
óðàâíåíèÿ èç ñèñòåìû), íå òåðÿÿ ðàâíîñèëüíîñòè. Íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ
âûïîëíåíèå ìåòîäà Ãàóññà�Æîðäàíà. Îêîí÷àòåëüíîé ðàñøèðåííîé ìàòðè-
öåé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà âèäà (1.20) 1 2 3 4

1 0 −1 1 1
0 1 1 −1 2

 .

Ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû (à çíà÷èò, è èñõîäíîé ñèñòåìû (1.23)) ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîæåñòâî íàáîðîâ

(1 + x3 − x4, 2− x3 + x4, x3, x4),

ãäå ÷èñëà x3 è x4 ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèçâîëüíî. •
Ïðèìåð 1.3. Ðåøèòü ñèñòåìó

1x1 + 2x2 + 3x3 = 1,

4x1 + 5x2 + 6x3 = 2,

7x1 + 8x2 + 9x3 = 5.

(1.24)
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Óáåäèòåñü ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ äâóõ øàãîâ ìåòîäà
Ãàóññà�Æîðäàíà ïîëó÷èì ñèñòåìó, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöà

3 1 2

1 0 1/2 1/6
0 1 1/2 1/2
0 0 0 −1

 ,

ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìå (1.24).
Íàëè÷èå ñòðîêè [0 0 0 |−1] â ýòîé òàáëèöå äîêàçûâàåò íåñîâìåñòíîñòü

ïîëó÷åííîé ñèñòåìû, à ñëåäîâàòåëüíî, è íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (1.24). •

1.4. Ìàòðèöû. Îïðåäåëåíèÿ. Ðàâåíñòâî ìàòðèö

Îïðåäåëåíèå 1.3. ×èñëîâîé ìàòðèöåé A ðàçìåðà m×n íàçûâàåòñÿ
ñîâîêóïíîñòü mn ÷èñåë alj ∈ C, ðàñïîëîæåííûõ â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé
òàáëèöû

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn

 , (1.25)

ãäå m � ÷èñëî ñòðîê, à n � ÷èñëî ñòîëáöîâ.

Ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîïèñíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè, à ÷èñëà,
îáðàçóþùèå ìàòðèöó (ýëåìåíòû ìàòðèöû), � ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðî÷íû-
ìè áóêâàìè ñ äâóìÿ èíäåêñàìè. Ïðè ýòîì ïåðâûé èíäåêñ ýëåìåíòà ìàòðèöû
îáîçíà÷àåò íîìåð ñòðîêè, à âòîðîé � íîìåð ñòîëáöà, â êîòîðûõ ðàñïîëîæåí
äàííûé ýëåìåíò. Êðîìå òîãî, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

A = {alj}, 1 ≤ l ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Åñëè ÷èñëî ñòðîê ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ (m = n), òî ìàòðèöà íàçûâàåò-

ñÿ êâàäðàòíîé, à ÷èñëî n � åå ïîðÿäêîì. Íàïðèìåð, ìàòðèöà A =

[
a11 a12
a21 a22

]
� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ñðåäè êâàäðàòíûõ ìàòðèö âûäåëÿþò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó

In =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1


︸ ︷︷ ︸

n

n.

Êîãäà ïîðÿäîê ìàòðèöû In ïîíÿòåí, òî èíäåêñ n îïóñêàåòñÿ.
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Ýëåìåíòû êâàäðàòíîé ìàòðèöû a11, a22, . . . , ann îáðàçóþò òàê íàçûâàå-
ìóþ ãëàâíóþ äèàãîíàëü (èëè ïðîñòî äèàãîíàëü) ìàòðèöû. Åñëè íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè ðàñïîëîæåíû ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λn, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû
íóëþ, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Ïðè ýòîì ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
îáîçíà÷åíèå 

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . λn

 = diag[λ1, λ2, . . . , λn].

Òàêèì îáðàçîì, In = diag [1, 1, . . . , 1]︸ ︷︷ ︸
n

.

Çàìå÷àíèå 1.5. Åñëè âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû A âåùåñòâåííû (alj ∈
∈ R), òî ìàòðèöó A íàçûâàþò âåùåñòâåííîé, à â ñëó÷àå alj ∈ C � êîìïëåêñ-
íîé. ⊗

×àñòî óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó êàê ñîâîêóïíîñòü åå ñòîëáöîâ
èëè êàê ñîâîêóïíîñòü åå ñòðîê. Ïóñòü ìàòðèöà A çàäàíà â âèäå (1.25).
Ðàññìîòðèì n ìàòðèö ðàçìåðà m×1 (èõ íàçûâàþò ñòîëáöàìè âûñîòîé m):

A(1) =


a11
a21
...

am1

 , A(2) =


a12
a22
...

am2

 , . . . , A(n) =


a1n

a2n
...

amn

 ,

ïðè ýòîì áóäåì ïèñàòü A = [A(1) A(2) . . . A(n)]. Åñëè ââåñòè m ìàòðèö ðàç-
ìåðà 1× n (èõ íàçûâàþò ñòðîêàìè äëèíîé n):

A(1) =[a11 a12 . . . a1n], A(2) =[a21 a22 . . . a2n], . . . , A
(m) =[am1 am2 . . . amn],

òî â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü

A =


A(1)

A(2)

...
A(m)

 .

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ (âåùåñòâåííûõ)
ìàòðèö ðàçìåðà m×n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåçMm×n(C ) (Mm×n(R)).

Åñëè ïîíÿòíî, êàêèå ÷èñëà èñïîëüçóþòñÿ (èëè åñëè ýòî áåçðàçëè÷íî),
òî äîïóñòèìà ñîêðàùåííàÿ çàïèñü Mm×n. Åñëè ìàòðèöû êâàäðàòíûå, òî
ïèøóòMn(C ) =Mn×n(C ),Mn(R) =Mn×n(R) (Mn =Mn×n).

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ìàòðèöû A è B ðàâíû, åñëè: 1) îíè èìåþò îäè-
íàêîâûå ðàçìåðû (A, B ∈ Mm×n); 2) âñå ýëåìåíòû îäíîé ìàòðèöû ðàâ-
íû ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì äðóãîé (alj = blj; l = 1, 2, . . . ,m; j =
= 1, 2, . . . , n).
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1.5. Ëèíåéíûå îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü A, B ∈Mm×n(C ). Ñóììîé ìàòðèö A è B
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C = A + B ∈ Mm×n(C ), ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû
ñóììàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö A è B:

C = A + B ⇐⇒ clj = alj + blj; l = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n. (1.26)

Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A ∈ Mm×n(C ) íà ÷èñëî λ ∈ C íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöà D = λA ∈ Mm×n(C ), ýëåìåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ óìíîæå-
íèåì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A íà ÷èñëî λ:

D = λA⇐⇒ dlj = λalj; l = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n. (1.27)

Çàìå÷àíèå 1.6. Íà ìíîæåñòâå Mm×n(R) àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â îïðåäåëåíèè 1.6 çàìåíèòü C íà R.

Ìàòðèöó èç ìíîæåñòâàMm×n, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ, áó-
äåì íàçûâàòü íóëåâîé ìàòðèöåé Θm×n (èëè ïðîñòî Θ). Èç ôîðìóëû (1.26)
ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

A + Θ = A (A, Θ ∈Mm×n).

Î÷åâèäíî (ñì. (1.27)), ÷òî 1A = A. Åñëè ÷åðåç (−A) îáîçíà÷èòü ìàò-
ðèöó (−1)A, òî

A + (−A) = Θ.

Ðàçíîñòü äâóõ ìàòðèö A, B ∈Mm×n(C ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

A−B = A + (−B).

ßñíî, ÷òî åñëè C = A − B, òî clj = alj − blj, ãäå l = 1, 2, . . . ,m;
j = 1, 2, . . . , n.

Òåîðåìà 1.1. Ââåäåííûå â îïðåäåëåíèè 1.6 ëèíåéíûå îïåðàöèè îáëà-
äàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. A + B = B + A.
2. A + (B + C) = (A + B) + C.
3. λ(A + B) = λA + λB.
4. (λ + µ)A = λA + µA.
5. (λµ)A = λ(µA),

ãäå A, B, C ∈Mm×n(C ) è λ, µ ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå èç ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ. Ñî-
ãëàñíî (1.26),

C = A + B ⇐⇒ clj = alj + blj, l = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n,
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è
D = B + A⇐⇒ dlj = blj + alj, l = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî alj + blj = blj + alj è îïðåäåëåíèå 1.5 ïîëó÷èì C = D.
Îñòàëüíûå ñâîéñòâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äëÿ ìàòðèöû C ∈Mm×n(C ) ñ ýëåìåíòàìè clj = alj + iblj, ãäå alj, blj ∈
∈ R è i � ìíèìàÿ åäèíèöà, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

C = A + iB, A = {alj} ∈ Mm×n(R), B = {blj} ∈ Mm×n(R).

Êàê è äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ìàòðèöûA èB íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè ìàòðèöû C è îáîçíà÷àþòñÿ A = <e C,
B = =m C. Ðàâåíñòâî äâóõ ìàòðèö C1 = C2 ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè

c
(1)
lj = a

(1)
lj +ib

(1)
lj , c

(2)
lj = a

(2)
lj +ib

(2)
lj îçíà÷àåò ðàâåíñòâî äâóõ ïàð âåùåñòâåííûõ

ìàòðèö:

C1 = C2 ⇐⇒

{
A1 = <e C1 = A2 = <e C2,

B1 = =m C1 = B2 = =m C2.

1.6. Òðàíñïîíèðîâàííàÿ è ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïóñòü A ∈ Mm×n, ìàòðèöà B = A′ ∈ Mn×m

íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé 1 ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå A, åñëè blj =
= ajl, ãäå l = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m.

Ïåðåõîä îò ìàòðèöû A ê ìàòðèöå A′ îáû÷íî íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé
òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì ýëåìåíòû l-ãî ñòîëáöà, ãäå
l = 1, 2, . . . , n (èëè j-é ñòðîêè, ãäå j = 1, 2, . . . ,m), ìàòðèöû A ñîâïàäà-
þò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè l-é ñòðîêè (j-ãî ñòîëáöà) ìàòðèöû A′.

Íàïðèìåð, åñëè A =

[
−1 2 5
−3 4 −7

]
, òî A′ =

−1 −3
2 4
5 −7

.
Óòâåðæäåíèå 1.4. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:
1) (αA)′ = αA′;
2) (A + B)′ = A′ + B′; 3) (A′)′ = A.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå. Ïóñòü
B = A′ ∈ Mn×m, òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.7 , äëÿ ýëåìåíòîâ b′jl ìàò-
ðèöû B′ = (A′)′ ìîæíî íàïèñàòü: b′jl = blj = ajl, ãäå l = 1, 2, . . . , n, j =
= 1, 2, . . . , m, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ïåð-
âûå 2 ñîîòíîøåíèÿ.

1 Èíîãäà òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷àþò At.
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Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü C ∈ Mm×n(C ), ìàòðèöà D = C ∈
∈Mm×n(C ) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîé ïî îòíîøåíèþ ê ìàò-
ðèöå C, åñëè dlj = clj, ãäå l = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n. Åñëè clj =
= alj + iblj, alj, blj ∈ R, òî dlj = alj − iblj.

Óòâåðæäåíèå 1.5. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:
1) (αA) = αA;

2) (A + B) = A + B;

3) (A) = A;

4) (A′) = (A)′.

Ñïðàâåäëèâîñòü ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ ñëåäóåò èç ñâîéñòâ îïåðàöèè
êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè A = A, òî A ∈Mm×n(R), ò. å. âñå ýëåìåíòû ìàòðè-
öû A ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïóñòü C ∈Mm×n(C ), ìàòðèöà

D = C∗ ∈Mn×m(C )

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå C, åñëè dlj = cjl, ãäå
l = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m. Åñëè cjl = ajl + ibjl, ãäå ajl, bjl ∈ R, òî
dlj = alj − iblj.

Óòâåðæäåíèå 1.6. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:
1) (αA)∗ = αA∗;
2) (A + B)∗ = A∗ + B∗;

3) (A∗)∗ = A; 4) A∗ = (A′) = (A)′.

Äîêàçàòü ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ïðèìåð 1.4. Åñëè ìàòðèöà C =

1 + i 2− i
3 −1− i
i 1

 , òî

C∗ =

[
1− i 3 −i
2 + i −1 + i 1

]
.

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå C = A + iB, A, B ∈M3×2(R), òî

A =

1 2
3 −1
0 1

 , B =

1 −1
0 −1
1 0

 , A′ =

[
1 3 0
2 −1 1

]
, B′ =

[
1 0 1
−1 −1 0

]

è, ñëåäîâàòåëüíî, A′ − iB′ =

[
1− i 3 −i
2 + i −1 + i 1

]
= C∗. •
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Îïðåäåëåíèå 1.10. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íîé, åñëè A′ = A.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííîé, åñëè A∗ = A.

Çàìå÷àíèå 1.7. Åñëè ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà, òî alj = ajl. Çäåñü 1 ≤
≤ l ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, ãäå n � ïîðÿäîê ìàòðèöû A. Åñëè A ñàìîñîïðÿæåííàÿ,
òî alj = ajl è, ñëåäîâàòåëüíî, all ∈ R, ò. å. íà äèàãîíàëè ñàìîñîïðÿæåííîé
ìàòðèöû ñòîÿò âåùåñòâåííûå ÷èñëà. ⊗

1.7. Óìíîæåíèå ìàòðèö

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû-ñòðîêè äëèíîé n

A = [a1 a2 . . . an] íà ìàòðèöó-ñòîëáåö âûñîòîé n B =


b1
b2
...
bn

 íàçûâàåòñÿ

îäíîýëåìåíòíàÿ ìàòðèöà C = [c] ∈M1×1 (ïèøóò C = AB), ãäå

c = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn =
n∑

p=1

apbp , (1.28)

ò. å. ÷èñëî c ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ai è bi ñ îäèíàêîâûìè
íîìåðàìè.

Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A ∈Mm×n

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn

 =


A(1)

A(2)

...
A(m)

 (1.29)

íà ìàòðèöó-ñòîëáåö (âûñîòîé n) B =


b1
b2
...
bn

 íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà-ñòîë-

áåö (âûñîòîé m) C =AB=


c1
c2
...

cm

, ãäå ci =A(i)B. Ñ ó÷åòîì (1.28) :

ci = ai1b1 + ai2b2 + · · ·+ ainbn =
n∑

p=1

aipbp . (1.30)
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Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A ∈Mm×n (1.29) íà ìàòðèöó B ∈Mn×k

B =


b11 b12 . . . b1k

b21 b22 . . . b2k
...

... . . . ...
bn1 bn2 . . . bnk

 =
[
B(1) B(2) · · · B(k)

]
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C = {clj} = AB = [C(1) C(2) · · · C(k)] ∈ Mm×k, ãäå
C(j) = AB(j), j = 1, 2, . . . , k. Ñ ó÷åòîì (1.30) äëÿ íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû C ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

clj = A(l)B(j) = al1b1j + al2b2j + · · ·+ alnbnj =
n∑

p=1

alpbpj , (1.31)

ãäå l = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , k.

Çàìå÷àíèå 1.8.Êàê ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (1.31), ðàçìåðû ïåðåìíîæà-
åìûõ ìàòðèö äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû, à èìåííî, ÷èñëî ñòîëáöîâ ïåðâîé
ìàòðèöû äîëæíî ðàâíÿòüñÿ ÷èñëó ñòðîê âòîðîé ìàòðèöû. Åñëè ýòî óñëîâèå
íå âûïîëíåíî, òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö íå îïðåäåëåíî. ⊗

Ïðèìåð 1.5.

A =

[
1 −3 2
2 1 0

]
, B =

0 5 2 4
1 −1 1 3
2 1 1 1

 , C = AB =

[
1 10 1 −3
1 9 5 11

]
.

Ýëåìåíòû clj ìàòðèöû C íàõîäÿò ïî ôîðìóëàì (1.31), íàïðèìåð:

c12 = A(1)B(2) =
[
1 −3 2

]  5
−1
1

 = 1 · 5 + (−3) · (−1) + 2 · 1 = 10. •

Óìíîæåíèå ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö íå êîììóòàòèâíî, ò. å. AB 6= BA .
Íàïðèìåð, äëÿ

A = [1 2], B =

[
−1
1

]
, AB = [ 1 ], BA =

[
−1 −2
1 2

]
è, êîíå÷íî, AB 6= BA . Ðàâåíñòâî

AB = BA (1.32)

åñëè è âîçìîæíî, òî òîëüêî äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Mm×n, à B ∈ Mp×k, òîãäà, òàê êàê
îïðåäåëåíî AB, òî n = p, è òàê êàê îïðåäåëåíî BA, òî k = m. Çíà÷èò,
AB ∈ Mm, BA ∈ Mn, à èç ðàâåíñòâà (1.32) ñëåäóåò, ÷òî n = m. Íî
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è ýòîãî íåäîñòàòî÷íî. Ïóñòü, íàïðèìåð, A =

[
1 1
0 0

]
, B =

[
0 0
1 1

]
. Òîãäà

AB =

[
1 1
0 0

]
6= BA =

[
0 0
1 1

]
.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Åñëè äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A è B îäèíàêîâî-
ãî ïîðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.32), òî ýòè ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ
êîììóòèðóþùèìè èëè ïåðåñòàíîâî÷íûìè.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ∈Mn è åäè-
íè÷íîé ìàòðèöû I = In ∈Mn òîãî æå ïîðÿäêà âûïîëíåíî

AI = IA = A . (1.33)

Ýòî ðàâåíñòâî îïðàâäûâàåò íàçâàíèå ½åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà“. Îòìåòèì, ÷òî
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà åäèíñòâåííà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû äðóãàÿ ìàòðèöà
îáëàäàëà ýòèì æå ñâîéñòâîì

AE = EA = A , (1.34)

òî èç (1.34) IE = I è èç (1.33) IE = E, îòêóäà ñëåäóåò: I = E.
Ïóñòü A ∈Mm×n � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà, òîãäà óìíîæåíèå åå íà ñî-

ãëàñîâàííóþ ïî ðàçìåðó íóëåâóþ ìàòðèöó äàåò AΘn×k = Θm×k è Θk×mA =
= Θk×n.

Óñòàíîâèì òåïåðü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ââåäåííîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ
ìàòðèö. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåðû âñåõ ìàòðèö ñîãëàñîâàíû, ò. å. âñå
ðàññìàòðèâàåìûå ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëåíû.

Òåîðåìà 1.2. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) àññîöèàòèâíîñòüþ:

(AB)C = A(BC) ; (1.35)

2) äèñòðèáóòèâíîñòüþ:

A(B + C) = AB + AC , (A + B)C = AC + BC ; (1.36)

3) åñëè λ � ÷èñëî, òî

λ(AB) = (λA)B = A(λB) ; (1.37)

4)
(AB)′ = B′A′ , (AB)∗ = B∗A∗ . (1.38)

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàæåì ñíà÷àëà àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ìàò-
ðèö. Ïóñòü A ∈ Mm×n, B ∈ Mn×k, C ∈ Mk×p. Îïðåäåëèì AB = U ∈
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∈ Mm×k, BC = V ∈ Mm×p, (AB)C = S ∈ Mm×p è A(BC) = T ∈ Mm×p.
Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòîâ sgl ìàòðèöû S. Ñîãëàñíî (1.31), ãäå sgl =

= U (g)C(l) =
k∑

j=1

ugjcjl, ugj = A(g)B(j) =
n∑

r=1

agrbrj. Ñëåäîâàòåëüíî,

sgl =
k∑

j=1

(
n∑

r=1

agrbrj)cjl =
k∑

j=1

n∑
r=1

agrbrjcjl. (1.39)

Äëÿ ýëåìåíòîâ tgl ìàòðèöû T , ñîãëàñíî (1.31), ãäå

tgl = A(g)V(l) =
n∑

r=1

agrvrl, vrl = B(r)C(l) =
k∑

j=1

brjcjl.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

tgl =
n∑

r=1

agr(
k∑

j=1

brjcjl) =
n∑

r=1

k∑
j=1

agrbrjcjl. (1.40)

Ñðàâíèâàÿ (1.39) è (1.40) âèäèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèö S
è T ñîâïàäàþò, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (1.35) äîêàçàíî.

Äîêàæåì ïåðâóþ èç ôîðìóë (1.36). Ïóñòü A ∈ Mm×n, à B, C ∈
∈ Mn×k. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: D = A(B + C), U = AB, V = AC. Çà-
ïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö D, U è V :

dlj = A(l)(B(j) + C(j)) =
n∑

r=1

alr(brj + crj) =
n∑

r=1

(alrbrj + alrcrj), (1.41)

ulj = A(l)B(j) =
n∑

r=1

alrbrj, vlj = A(l)C(j) =
n∑

r=1

alrcrj. (1.42)

Ñðàâíèâàÿ (1.41) è (1.42) âèäèì, ÷òî dlj = ulj + vlj, çíà÷èò, ïåðâîå èç ðà-
âåíñòâ (1.36) äîêàçàíî.

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (1.37). Îáîçíà÷èì ÷åðåç C = λ(AB), D =
= (λA)B, G = A(λB), òîãäà, ó÷èòûâàÿ (1.31), ìîæíî íàïèñàòü:

clj = λ(A(l)B(j)) = λ

n∑
r=1

alrbrj,

dlj = (λA(l))B(j) =
n∑

r=1

(λalr)brj,

glj = A(l)(λB(j)) =
n∑

r=1

alr(λbrj).
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Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò, ÷òî è äîêàçûâàåò (1.37).
Äîêàæåì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî èç ðàâåíñòâ (1.38). Ïóñòü A ∈

∈ Mm×n è B ∈ Mn×k, òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.7 , B′ ∈ Mk×n è
A′ ∈ Mn×m. Îáîçíà÷èì AB = C ∈ Mm×k, G = B′A′ = G ∈ Mk×m,
(AB)′ = D ∈Mk×m. Òîãäà

dlj = cjl = A(j)B(l) =
n∑

r=1

ajrbrl, glj = (B′)(l)(A′)(j) =
n∑

r=1

brlajr.

Çíà÷èò, dlj = glj, ò. å. (AB)′ = B′A′. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ (ó÷èòûâàÿ
îïðåäåëåíèå 1.9 ), ÷òî (AB)∗ = B∗A∗.

Ñëåäñòâèå 1.2. (ABC)′ = C ′B′A′, (ABC)∗ = C∗B∗A∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (1.35) è ïåðâîãî èç ðàâåíñòâ (1.38)
ñëåäóåò (ABC)′ = C ′(AB)′ = C ′B′A′. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðîå
ðàâåíñòâî.

Åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òî ìîæíî îïðåäåëèòü åå ñòåïåíè: A0 = I
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà, äàëåå ïî èíäóêöèè:

A1 = A, A2 = AA, A3 = AA2 = AAA, . . . , An = AAn−1 = A · · ·A︸ ︷︷ ︸
n

.

Åñëè ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, A = diag[λ1, λ2, . . . , λn], òî

A2 =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λn




λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λn

 =


λ2

1 0 · · · 0
0 λ2

2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λ2

n

 =

= diag[λ2
1, λ

2
2, . . . , λ

2
n],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Am = diag[λm

1 , λm
2 , . . . , λm

n ].

Ïóñòü P(x) = b0 + b1x + · · · + bmxm � ìíîãî÷ëåí, ãäå bi ∈ C (R). Åñ-
ëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè èç C (R), òî ìîæíî îïðåäåëèòü
ìíîãî÷ëåí îò ìàòðèöû

P(A) = b0A
0 + b1A

1 + · · ·+ bmAm = b0I + b1A + · · ·+ bmAm,

çíà÷åíèå êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé òîãî æå ïîðÿäêà.

1.8. Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ îïðåäåëåíèÿ 1.12 ïðèâåäåì ìàò-
ðè÷íóþ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1.1) èç m
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óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè:
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

Äëÿ çàäàíèÿ ñèñòåìû äîñòàòî÷íî óêàçàòü ÷èñëà aij � êîýôôèöèåíòû ñèñòå-
ìû (1.1) è ÷èñëà bj � ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî íàáîðó ÷èñåë
aij ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 ,

êîòîðóþ, êàê óêàçûâàëîñü ðàíåå, íàçûâàþò ìàòðèöåé ñèñòåìû (1.1), à ïðà-
âûå ÷àñòè ñèñòåìû çàïèøåì â âèäå ìàòðèöû-ñòîëáöà

B =


b1
b2
...

bm

 .

Ââåäåì òàêæå â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó-ñòîëáåö èç íåèçâåñòíûõ ñèñòåìû

X =


x1
x2
...

xn

 .

Òîãäà, èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö (îïðåäåëåíèå 1.12 ) è óñëî-
âèå ðàâåíñòâà ìàòðèö (îïðåäåëåíèå 1.5 ), ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó (1.1)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

AX = B. (1.43)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèðàâíèâàÿ i-å ýëåìåíòû ìàòðèö AX è B, ïîëó÷àåì i-å
óðàâíåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = bi, i = 1, 2, . . . ,m.
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2. ÎÏÐÅÄÅËÈÒÅËÈ. ÒÅÎÐÅÌÀ ÊÐÀÌÅÐÀ.
ÌÀÒÐÈ×ÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

2.1. Îïðåäåëèòåëè êâàäðàòíûõ ìàòðèö

Çäåñü áóäåò îïðåäåëåíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå
êàæäîé êâàäðàòíîé ìàòðèöå A ÷èñëî � îïðåäåëèòåëü (èëè äåòåðìèíàíò)
ìàòðèöûA. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöûA îáîçíà÷àåòñÿ det(A). Ñëåäóÿ [ 4 ], äà-
äèì èíäóêöèîííîå îïðåäåëåíèå ýòîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.1. 1. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïåðâîãî ïîðÿäêà A =
= [a11] ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì åå åäèíñòâåííîìó ýëåìåíòó: det(A) = a11.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíî âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö
äî ïîðÿäêà (n−1) âêëþ÷èòåëüíî. Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó n-ãî
ïîðÿäêà:

A =


a11 · · · a1k · · · a1n
... . . . ... . . . ...

ai1 · · · aik · · · ain
... . . . ... . . . ...

an1 · · · ank · · · ann

 i .

k

Åñëè èñêëþ÷èòü i-þ ñòðîêó è k-é ñòîëáåö, òî ïîëó÷èì êâàäðàòíóþ
ìàòðèöó (n − 1)-ãî ïîðÿäêà Ãik, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé íàçîâåì äîïîë-
íèòåëüíûì ìèíîðîì (èëè ïðîñòî ìèíîðîì) èñõîäíîé ìàòðèöû A, îòâå-
÷àþùèì ýëåìåíòó aik (ìèíîð ýëåìåíòà aik ìàòðèöû A), è îáîçíà÷èì åãî
Mik(A) 1. Òàêèì îáðàçîì,

Mik(A) = det(Ãik) = det



a11 · · · a1,k−1 a1,k+1 · · · a1n
... . . . ...

... . . . ...
ai−1,1 · · · ai−1,k−1 ai−1,k+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 · · · ai+1,k−1 ai+1,k+1 · · · ai+1,n
... . . . ...

... . . . ...
an1 · · · an,k−1 an,k+1 · · · ann

 .

×èñëî Aik = (−1)i+kMik(A) íàçîâåì àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåí-
òà aik ìàòðèöû A.

3. Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëèì êàê
ñóììó ïðîèçâåäåíèé âñåõ ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå
äîïîëíåíèÿ:

det(A) = a11A11 + · · ·+ a1nA1n =
n∑

k=1

a1kA1k =
n∑

k=1

(−1)1+ka1kM1k(A). (2.1)

1 Åñëè î÷åâèäíî, ìèíîð êàêîé ìàòðèöû ðàññìàòðèâàåòñÿ, òî îáîçíà÷àåì åãî Mik.
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Ôîðìóëó (2.1) îáû÷íî íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû
ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè, èëè ïðîñòî ïî ïåðâîé ñòðîêå.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ íåêîíñòðóêòèâíî:
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïðåäåëèòåëè ìàò-
ðèö (n− 1)-ãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ñàìè íå îïðåäåëåíû. Íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ
÷èñåë M1k(A) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òîé æå ôîðìóëîé (2.1), òåì ñàìûì
âûðàçèâ ìèíîðû M1k(A) ÷åðåç îïðåäåëèòåëè ìàòðèö (n − 2)-ãî ïîðÿäêà.
Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ, ïîêà íå ïðèäåì ê ìàòðèöàì ïåðâîãî ïîðÿäêà, à
äëÿ íèõ îïðåäåëèòåëü îïðåäåëåí íåïîñðåäñòâåííî.

Ïðèìåð 2.1. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëè ìàòðèö âòîðîãî è òðåòüåãî
ïîðÿäêîâ. Äëÿ ìàòðèöû

A =

[
a11 a12
a21 a22

]
èìååì M11 = a22, M12 = a21, A11 = (−1)1+1a22 = a22, A12 = (−1)2+1a21 =
= −a21, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (2.1),

det(A) = det

[
a11 a12
a21 a22

]
= a11a22 − a12a21.

Äëÿ ìàòðèöû

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


î÷åâèäíî, ÷òî

M11 = det

[
a22 a23
a32 a33

]
, M12 = det

[
a21 a23
a31 a33

]
, M13 = det

[
a21 a22
a31 a32

]
è

det(A) = a11 det

[
a22 a23
a32 a33

]
− a12 det

[
a21 a23
a31 a33

]
+ a13 det

[
a21 a22
a31 a32

]
=

= a11a22a33 − a11a32a23 − a12a21a33 + a12a23a31 + a21a32a13 − a13a22a31.

•

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü åäèíè÷íîé ìàòðèöû In = diag[1, 1, . . . , 1]. Äëÿ
íåå M11 = det(In−1), ãäå In−1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n−1, è a1k = 0,
åñëè k 6= 1. Ïîýòîìó det(In) = det(In−1). Ïðèìåíÿÿ ýòî ðàâåíñòâî (n − 1)
ðàç, ïîëó÷èì det(In) = det(I1) = 1.

Äàäèì îöåíêó ÷èñëà Nn àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, êîòîðîå íåîáõîäè-
ìî ïðîèçâåñòè, ÷òîáû âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà ïî
ôîðìóëå (2.1). Î÷åâèäíî, ÷òî N2 = 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü îïðåäå-
ëèòåëü ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà, íàäî, ïðåæäå âñåãî, âû÷èñëèòü n îïðåäåëè-
òåëåé ìàòðèö (n− 1)-ãî ïîðÿäêà, ò. å. ïðîèçâåñòè nNn−1 îïåðàöèé, à çàòåì
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ïðîèçâåñòè n óìíîæåíèé íà ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè è n− 1 äåéñòâèé ñëî-
æåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, Nn = nNn−1 +2n− 1 èëè Nn +2 = n(Nn−1 +2)+1.
Çíà÷èò,

Nn + 2 > n(Nn−1 + 2).

Ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî n, â ÷àñòíîñòè,

Nn−1 + 2 > (n− 1)(Nn−2 + 2),
Nn−2 + 2 > (n− 2)(Nn−3 + 2),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
N3 + 2 > 3(N2 + 2).

Ñëåäîâàòåëüíî,

Nn + 2 > n(Nn−1 + 2) > n(n− 1)(Nn−2 + 2) >

> n(n− 1)(n− 2)(Nn−3 + 2) > · · · > n(n− 1) · · · 3(N2 + 2) =
5

2
n!.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Nn >
5

2
n!− 2. (2.2)

Èç îöåíêè (2.2) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòå-
ëÿ ìàòðèöû äåñÿòîãî ïîðÿäêà, èñõîäÿ èç åãî îïðåäåëåíèÿ, ò. å. ïî ôîðìó-
ëå (2.1), ïîòðåáóåòñÿ âûïîëíèòü îêîëî 9 · 106 îïåðàöèé. Òàêîå êîëè÷åñòâî
îïåðàöèé íåâîçìîæíî ïðîèçâåñòè áåç áûñòðîäåéñòâóþùèõ ÝÂÌ. Â ñëó÷àå
î÷åíü áîëüøèõ n (n >> 10) ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (2.1) äëÿ âû÷èñëåíèÿ
îïðåäåëèòåëåé ñòàíîâèòñÿ áåññìûñëåííûì äàæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ÝÂÌ.

Äàëåå áóäåò ðàññìîòðåí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé, òðåáóþ-
ùèé çíà÷èòåëüíî ìåíüøåãî ÷èñëà îïåðàöèé. Íî ïðåæäå óñòàíîâèì ðÿä
ñâîéñòâ, êîòîðûå îêàæóòñÿ ïîëåçíûìè êàê ïðè èññëåäîâàíèè, òàê è ïðè
âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö.

2.2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé

Äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííûõ çäåñü ñâîéñòâ ïðîâîäÿòñÿ ìåòîäîì ïîë-
íîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè è ïðåäñòàâëÿþò îïðåäåëåííóþ òðóäíîñòü
äëÿ ñòóäåíòîâ, ïîýòîìó ïðè ïåðâîì ÷òåíèè èõ ìîæíî ïðîïóñòèòü.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n ≥ 2 ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

det(A) =
n∑

i=1

ai1Ai1 =
n∑

i=1

(−1)i+1ai1Mi1(A). (2.3)

35



Ôîðìóëà (2.3) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïî ïåð-
âîìó ñòîëáöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâåí-
ñòâî (2.3) ñïðàâåäëèâî. Ïðåäïîëàãàÿ ñïðàâåäëèâîñòü (2.3) äëÿ ìàòðèö ïî-
ðÿäêà n − 1 (èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå), äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî äëÿ
ìàòðèö ïîðÿäêà n. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ôîðìóëó (2.1), îïðåäåëÿþùóþ
÷èñëî det(A), âûäåëèâ ïåðâûé ÷ëåí ñóììû:

det(A) = a11M11(A) +
n∑

k=2

(−1)1+ka1kM1k(A). (2.4)

Ïðè ëþáîì k ≥ 2 â ìàòðèöó Ã1k (êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû
èñêëþ÷åíèåì ïåðâîé ñòðîêè è k-ãî ñòîëáöà) âõîäèò (áåç ñâîåãî ïåðâîãî
ýëåìåíòà) ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A. Ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóê-
öèè, ìîæíî ðàçëîæèòü M1k(A) ïî ýòîìó ñòîëáöó. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü,

÷òî i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A (i ≥ 2) â ìàòðèöó Ã1k âõîäèò ïîä íîìåðîì i− 1,
ïîýòîìó ïðè ëþáîì k ≥ 2

M1k(A) =
n∑

i=2

(−1)iai1Mi1(Ã1k).

Çäåñü Mi1(Ã1k) � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïîðÿäêà n − 2, ïîëó÷àåìîé èç

ìàòðèöû Ã1k èñêëþ÷åíèåì åå (i−1)-é ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà èëè, ÷òî òî
æå ñàìîå, ïîëó÷àåìîé èç A èñêëþ÷åíèåì ïåðâîé è i-é ñòðîê è ïåðâîãî è k-
ãî ñòîëáöîâ. Îòìåòèì, ÷òî Mi1(Ã1k) = M1k(Ãi1), òàê êàê ýòî îïðåäåëèòåëè
îäíîé è òîé æå ìàòðèöû, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A èñêëþ÷åíèåì
ïåðâîé è i-é ñòðîê è ïåðâîãî è k-ãî ñòîëáöîâ.

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.4) ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ M1k(A), íàõîäèì

det(A) = a11M11(A) +
n∑

k=2

(
(−1)1+ka1k

n∑
i=2

(−1)iai1Mi1(Ã1k)

)
=

= a11M11(A) +
n∑

k=2

n∑
i=2

(−1)1+k+ia1kai1Mi1(Ã1k) =

= a11M11(A) +
n∑

k=2

n∑
i=2

(−1)1+k+ia1kai1M1k(Ãi1).

Èçìåíèì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è âûíåñåì ìíîæèòåëü, íå çàâèñÿùèé îò
k, çà çíàê âíóòðåííåé ñóììû:

det(A) = a11M11(A) +
n∑

i=2

(−1)i+1ai1

n∑
k=2

(−1)ka1kM1k(Ãi1).
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âíóòðåííÿÿ ñóììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (2.1) ê ìèíîðó Mi1(A). Äåéñòâèòåëüíî,

Mi1(A) =
n∑

k=2

(−1)ka1kM1k(Ãi1),

òàê êàê â ìàòðèöå Ãi1, îïðåäåëèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìèíîð Mi1(A), ïî
ñðàâíåíèþ ñ A, èñêëþ÷åí ïåðâûé ñòîëáåö, i-ÿ ñòðîêà è âñå íîìåðà îñòàâ-
øèõñÿ ñòîëáöîâ óìåíüøåíû íà 1. Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü (2.4) â âèäå

det(A) = a11M11(A) +
n∑

i=2

(−1)i+1ai1Mi1(A),

÷òî ñîâïàäàåò ñ äîêàçûâàåìûì ðàâåíñòâîì (2.3).

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé êâàäðàòíîé ìàòðèöû, òàê íàçûâàåìóþ
âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó

A =


a11 a12 a13 . . . a1n

0 a22 a23 . . . a2n

0 0 a33 . . . a3n
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . ann

 ,

ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû, ñòîÿùèå íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ
(aik = 0 ïðè i > k).

Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé, òî
det(A) = a11a22 · · · ann.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå det(A) ïî ïåðâîìó
ñòîëáöó (ôîðìóëà (2.3)), òî ïîëó÷èì:

det(A) = a11 det


a22 a23 . . . a2n

0 a33 . . . a3n
...

... . . . ...
0 0 . . . ann

 = a11a22 det

a33 . . . a3n
... . . . ...
0 . . . ann

 =

= a11a22 · · · ann.

Çíà÷èò, îïðåäåëèòåëü âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ òðåáóåòñÿ n−1 îïåðàöèÿ
óìíîæåíèÿ.
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Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ (2.1), ïîëó÷àåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü
íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû

B =


a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 ,

ó êîòîðîé aik = 0 ïðè k > i, òàêæå ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ det(B) = a11a22 · · · ann.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû

det(A′) = det(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè. Äëÿ ìàò-
ðèö ïåðâîãî ïîðÿäêà îíî î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå âåðíî
äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n − 1, è äîêàæåì åãî äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n. Ïóñòü
Ã1j � ìàòðèöà, ïîëó÷àåìàÿ èç A èñêëþ÷åíèåì j-ãî ñòîëáöà è ïåðâîé ñòðî-

êè, à B̃j1 � ìàòðèöà, ïîëó÷àåìàÿ èç A′ èñêëþ÷åíèåì j-é ñòðîêè è ïåðâîãî

ñòîëáöà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî B̃j1 = (Ã1j)
′, ïîýòîìó èç óòâåðæäåíèÿ èíäóêöèè

ñëåäóåò, ÷òî det(B̃j1) = det(Ã1j), èëè, èíûìè ñëîâàìè, ìèíîð M1j(A) ýëå-
ìåíòà a1j â ìàòðèöå A ðàâåí ìèíîðó Mj1(B) ýëåìåíòà bj1 â ìàòðèöå B = A′.
Êðîìå òîãî, a1j = bj1, è ðàçëîæåíèå det(A) ïî ïåðâîé ñòðîêå ñîâïàäàåò ñ
ðàçëîæåíèåì det(B) ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, ò. å.

det(A) =
n∑

j=1

(−1)1+ja1jM1j(A) =
n∑

j=1

(−1)j+1aj1Mj1(B) = det(B)

(ïðè ïîëó÷åíèè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èñïîëüçîâàíî (2.3)).

Óòâåðæäåíèå 2.3. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû

det(A) = det(A).

Äðóãèìè ñëîâàìè, îïåðàöèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ìàòðèöû è âû-
÷èñëåíèÿ åå îïðåäåëèòåëÿ ïåðåñòàíîâî÷íû. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ îïåðàöèè êîìïëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 2.2. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû

det(A∗) = det(A).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäå-
íèÿìè 2.2 è 2.3 .
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Çàìå÷àíèå 2.1. Èç óòâåðæäåíèÿ 2.2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñïðàâåäëèâî
óòâåðæäåíèå îá îïðåäåëèòåëÿõ, êàñàþùååñÿ ñòðîê ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàò-
ðèö, òî âåðíî è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå, êàñàþùååñÿ ñòîëáöîâ, è íàîáî-
ðîò. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóþùèå äàëåå óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
òîëüêî äëÿ ñòðîê (èëè ñòîëáöîâ). ⊗

Óòâåðæäåíèå 2.4. Ïóñòü k < l, îáîçíà÷èì

A =



a11 · · · a1n
... . . . ...

ak1 · · · akn
... . . . ...

al1 · · · aln
... . . . ...

an1 · · · ann


, B =



a11 · · · a1n
... . . . ...

al1 · · · aln
... . . . ...

ak1 · · · akn
... . . . ...

an1 · · · ann


,

òîãäà det(B) = − det(A).

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ïåðåñòàíîâêîé l-é
è k-é ñòðîê. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è ïðè ïåðåñòàíîâêå
ñòîëáöîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà ýòî î÷åâèäíî:

det

[
a11 a12
a21 a22

]
= a11a22 − a12a21 = −(a12a21 − a11a22) = − det

[
a21 a22
a11 a12

]
.

Ïóñòü n ≥ 3, ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ìàòðèö ïî-
ðÿäêà n− 1, è äîêàæåì åãî äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n. Íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî
äëÿ äâóõ ñîñåäíèõ ñòðîê.

Ïóñòü íîìåðà ïåðåñòàâëÿåìûõ ñòðîê â ìàòðèöå A n-ãî ïîðÿäêà k è
k + 1. Íàïèøåì ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A ïî ïåðâîìó ñòîëáöó,
âûäåëèâ â íåì 2 ñëàãàåìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåñòàâëÿåìûì ñòðîêàì:

det(A) = (−1)k+1ak1Mk1(A) + (−1)k+2ak+1,1Mk+1,1(A) +

+
∑

i6=k, k+1
(−1)i+1ai1Mi1(A).

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ìàòðèöû B, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç A ïåðåñòàíîâêîé k-é
è (k + 1)-é ñòðîê,

det(B) = (−1)k+1ak+1,1Mk1(B) + (−1)k+2ak1Mk+1,1(B) +

+
∑

i6=k, k+1
(−1)i+1ai1Mi1(B).

Ïðè i 6= k, k + 1 Mi1(A) è Mi1(B) ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëèòåëÿìè ìàò-
ðèö (n − 1)-ãî ïîðÿäêà, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ïåðåñòàíîâêîé äâóõ
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ñîñåäíèõ ñòðîê. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Mi1(B) =
= −Mi1(A) ïðè i 6= k, k + 1.

Ìàòðèöû Ãk1 è B̃k+1,1 ñîâïàäàþò, òàê êàê îíè ïîëó÷àþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî âû÷åðêèâàíèåì k-é ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà èç ìàòðèöû A è
(k + 1)-é ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà èç ìàòðèöû B. Ïîýòîìó

Mk1(A) = det(Ãk1) = det(B̃k+1,1) = Mk+1,1(B).

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Mk1(B) = Mk+1,1(A). Çíà÷èò,

det(B) = (−1)k+1ak+1,1Mk1(B) + (−1)k+2ak1Mk+1,1(B) +

+
∑

i6=k, k+1
(−1)i+1ai1Mi1(B)=−(−1)k+2ak+1,1Mk+1,1(A) −

− (−1)k+1ak1Mk1(A)−
∑

i6=k, k+1
(−1)i+1ai1Mi1(A) = − det(A).

Ïóñòü òåïåðü â ìàòðèöå A ïîðÿäêà n ïåðåñòàâëÿþòñÿ ñòðîêè ñ íî-
ìåðàìè i è j è ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè i < j. Òîãäà ìåæäó i-é è j-é
ñòðîêàìè íàõîäÿòñÿ j− i−1 ñòðîê. Ïåðåñòàíîâêó i-é è j-é ñòðîê ìîæíî
îñóùåñòâèòü, ïåðåñòàâëÿÿ òîëüêî ñîñåäíèå ñòðîêè: ñíà÷àëà j-þ ñòðîêó ïå-
ðåñòàâëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñ j−i ñòðîêàìè, ñòîÿùèìè íàä íåé (ïîñëåäíåé
èç íèõ áóäåò i-ÿ), çàòåì i-þ ïåðåñòàâëÿåì íà ìåñòî j-é, ìåíÿÿ ìåñòàìè ñ
êàæäîé èç j− i− 1 ñòðîê íèæå íåå. Âñåãî áóäåò ïðîäåëàíî íå÷åòíîå ÷èñëî
2(j − i) − 1 ïåðåñòàíîâîê ñîñåäíèõ ñòðîê. Ïîñêîëüêó ïðè êàæäîé èç íèõ
îïðåäåëèòåëü óìíîæàåòñÿ íà (−1) (èëè, êàê ÷àñòî ãîâîðÿò, ìåíÿåò çíàê),
òî ïðè ïåðåñòàíîâêå i-é è j-é ñòðîê îí òàêæå äîëæåí óìíîæèòüñÿ íà (−1).
Íàïðèìåð, åñëè â ìàòðèöå ïÿòîãî ïîðÿäêà òðåáóåòñÿ ïåðåñòàíîâêà âòîðîé
è ïÿòîé ñòðîê, òî åå ìîæíî îñóùåñòâèòü ñëåäóþùåé ñåðèåé ïåðåñòàíîâîê
ñîñåäíèõ ñòðîê:

1
2
3
4
5

−→

1
2
3
5
4

−→

1
2
5
3
4

−→

1
5
2
3
4

−→

1
5
3
2
4

−→

1
5
3
4
2

(çäåñü â ñòîëáåö çàïèñàíû íîìåðà ñòðîê â ïðîöåññå ïåðåñòàíîâîê). Âñåãî
òðåáóåòñÿ ñäåëàòü 5 ïåðåñòàíîâîê, ò. å. íå÷åòíîå ÷èñëî.

Ñëåäñòâèå 2.3. Åñëè âñå ýëåìåíòû êàêîãî-íèáóäü ñòîëáöà (èëè êà-
êîé-íèáóäü ñòðîêè) ìàòðèöû ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì äðó-
ãîãî ñòîëáöà (èëè ñòðîêè), òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí íóëþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ äâóìÿ ðàâíûìè ñòîëáöàìè
(ñòðîêàìè) ðàâåí íóëþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè îäèíàêîâûå ñòîëáöû (èëè
ñòðîêè) â ìàòðèöå, òî îíà íå èçìåíèòñÿ, íî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.4 ,
ïîëó÷èì, ÷òî det(A) = − det(A), çíà÷èò, det(A) = 0.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n ≥ 2 ïðè ïðîèçâîëü-
íîì i (1 ≤ i ≤ n) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

det(A) =
n∑

k=1

aikAik =
n∑

k=1

(−1)k+iaikMik(A) (2.5)

è ïðè ïðîèçâîëüíîì j (1 ≤ j ≤ n) � ôîðìóëà

det(A) =
n∑

k=1

akjAkj =
n∑

k=1

(−1)k+jakjMkj(A). (2.6)

Ðàâåíñòâî (2.5) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïî i-é ñòðîêå, à
(2.6) � ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïî j-ìó ñòîëáöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè i = 1 ôîðìóëà (2.5) åñòü îïðå-
äåëåíèå 2.1 îïðåäåëèòåëÿ (ôîðìóëà (2.1)), à ïðè j = 1 ôîðìóëà (2.6) ñîâ-
ïàäàåò ñ äîêàçàííîé â óòâåðæäåíèè 2.1 ôîðìóëîé (2.3) � ðàçëîæåíèåì
îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîìó ñòîëáöó. Äîêàæåì ôîðìóëó (2.5) ïðè i ≥ 2. Äëÿ
ýòîãî ïåðåñòàâèì i-þ ñòðîêó ìàòðèöû íà ïåðâîå ìåñòî òàê, ÷òîáû íå íàðó-
øèòü ïîðÿäîê îñòàëüíûõ ñòðîê. Íóæíàÿ ïåðåñòàíîâêà áóäåò îñóùåñòâëåíà,
åñëè ïåðåñòàâèòü i-þ ñòðîêó ïîñëåäîâàòåëüíî ñî âñåìè ñòðîêàìè, ðàñïîëî-
æåííûìè âûøå íåå. Âûøå i-é ñòðîêè íàõîäèòñÿ i− 1 ñòðîê, ïîýòîìó, åñëè
B � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ïåðåñòàíîâêè, òî det(A) = (−1)i−1 det(B).
Ðàçëîæèâ det(B) ïî ïåðâîé ñòðîêå (i-é ñòðîêå ìàòðèöû A), ïîëó÷èì:

det(A) = (−1)i−1
n∑

k=1

(−1)k+1aikM1k(B) =
n∑

k=1

(−1)k+iaikM1k(B).

ßñíî, ÷òî ìàòðèöà B̃1k, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû B èñêëþ÷åíèåì ïåðâîé
ñòðîêè è k-ãî ñòîëáöà, ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé Ãik, ïîëó÷åííîé èç ìàòðèöû
A èñêëþ÷åíèåì i-é ñòðîêè è k-ãî ñòîëáöà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

M1k(B) = det(B̃1k) = det(Ãik) = Mik(A),

à ýòî è äîêàçûâàåò íóæíîå ðàçëîæåíèå (2.5).
Ôîðìóëó (2.6) ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íî.

2.3. Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé

Âñå óòâåðæäåíèÿ áóäåì äîêàçûâàòü òîëüêî äëÿ ñòîëáöîâ, íåñìîòðÿ íà
òî, ÷òî â ôîðìóëèðîâêàõ ïðèâåäåíû óòâåðæäåíèÿ è äëÿ ñòðîê. Ýòî ìîæíî
äåëàòü áëàãîäàðÿ çàìå÷àíèþ 2.1.
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Óòâåðæäåíèå 2.5. Ïóñòü

A =


a11 · · · λa1j · · · a1n

a21 · · · λa2j · · · a2n
... . . . ... . . . ...

an1 · · · λanj · · · ann

 , B =


a11 · · · a1j · · · a1n

a21 · · · a2j · · · a2n
... . . . ... . . . ...

an1 · · · anj · · · ann

 ,

òîãäà det(A) = λ det(B). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è òîãäà,
êîãäà âñå ýëåìåíòû ïðîèçâîëüíîé ñòðîêè ìàòðèöû A ñîäåðæàò îáùèé
ìíîæèòåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàçëîæèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ïî j-ìó
ñòîëáöó (ôîðìóëà (2.6)), òî ïîëó÷èì

det(A) =
n∑

k=1

λakjAkj = λ

n∑
k=1

akjAkj = λ det(B).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñòðîêè ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôîðìóëîé (2.3).

Ñëåäñòâèå 2.4. Åñëè âñå ýëåìåíòû êàêîãî-íèáóäü ñòîëáöà (èëè
ñòðîêè) ìàòðèöû A ðàâíû íóëþ, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí íó-
ëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå âñå ýëåìåíòû ñòîëáöà ñî-
äåðæàò îáùèé ìíîæèòåëü íóëü, òî èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ
2.5 ñëåäóåò, ÷òî det(A) = 0.

Óòâåðæäåíèå 2.6. Åñëè âñå ýëåìåíòû êàêîãî-íèáóäü ñòîëáöà (èëè
ñòðîêè) ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, òî åå
îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñóììå îïðåäåëèòåëåé äâóõ ìàòðèö, ó îäíîé èç êî-
òîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêà) ñîñòîèò
èç ïåðâûõ ñëàãàåìûõ, à ó äðóãîé � èç âòîðûõ ñëàãàåìûõ. Ïðè ýòîì âñå
îñòàëüíûå ñòîëáöû (èëè ñòðîêè) íå ìåíÿþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, äëÿ j-ãî ñòîëáöà. Ðàçëîæèâ
îïðåäåëèòåëü ïî j-ìó ñòîëáöó (ôîðìóëà (2.6)), ïîëó÷èì

det


a11 · · · a

′

1j + a
′′

1j · · · a1n

a21 · · · a
′

2j + a
′′

2j · · · a2n
... . . . ... . . . ...

an1 · · · a
′

nj + a
′′

nj · · · ann

 =
n∑

k=1

(a
′

kj + a
′′

kj)Akj =
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=
n∑

k=1
a

′

kjAkj +
n∑

k=1
a

′′

kjAkj =

= det


a11 · · · a

′

1j · · · a1n

a21 · · · a
′

2j · · · a2n
... . . . ... . . . ...

an1 · · · a
′

nj · · · ann

 + det


a11 · · · a

′′

1j · · · a1n

a21 · · · a
′′

2j · · · a2n
... . . . ... . . . ...

an1 · · · a
′′

nj · · · ann

 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2.6 èñïîëüçîâàëñÿ òîò

ôàêò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî ñòîëáöà
(ñòðîêè) íå çàâèñÿò îò ñàìèõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ñòîëáöà (ýòîé ñòðîêè) è ïî-
ýòîìó ó âñåõ òðåõ ðàññìîòðåííûõ ìàòðèö àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ j-ãî ñòîëáöà ñîâïàäàþò.

Óòâåðæäåíèå 2.7. Åñëè ê ýëåìåíòàì ñòîëáöà (ñòðîêè) ìàòðèöû
ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû äðóãîãî ñòîëáöà (ñòðîêè), óìíî-
æåííûå íà îäèí è òîò æå ìíîæèòåëü, òî îïðåäåëèòåëü ïîëó÷åííîé
ìàòðèöû áóäåò ðàâåí îïðåäåëèòåëþ èñõîäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèáàâèì, íàïðèìåð, ê ïåðâîìó
ñòîëáöó ýëåìåíòû âòîðîãî, óìíîæåííûå íà λ. Òîãäà, èñïîëüçóÿ óæå äî-
êàçàííûå óòâåðæäåíèÿ 2.6 , 2.5 è ñëåäñòâèå 2.3 , ïîëó÷èì:

det


a11 + λa12 a12 · · · a1n

a21 + λa22 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 + λan2 an2 · · · ann

 = det


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 +

+ det


λa12 a12 · · · a1n

λa22 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
λan2 an2 · · · ann

 = det


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 +

+λ det


a12 a12 · · · a1n

a22 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an2 an2 · · · ann

 = det


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óòâåðæäåíèå 2.8. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî
ñòîëáöà (ñòðîêè) ìàòðèöû íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîãî ñòîëáöà (ñòðîêè) ðàâíà íóëþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíèì â ìàòðèöå A ñòîëáåö ñ íîìåðîì k ñòîëá-
öîì ñ íîìåðîì l. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.3 îïðåäåëèòåëü ïîëó÷åííîé ìàòðè-
öû áóäåò ðàâåí íóëþ. Ðàçëîæèì åå îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì k-ãî ñòîëá-
öà:

0 =
n∑

i=1

ailAik.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñòðîê ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.
Ââåäåì òåïåðü îáîçíà÷åíèå

δlk =

{
1, åñëè l = k,

0, åñëè l 6= k.

Çíàê δlk ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà. Èç òåîðåìû 2.1 è óòâåð-
æäåíèÿ 2.8 ñëåäóþò ðàâåíñòâà

n∑
i=1

ailAik =
n∑

k=1

aliAki = δlk det(A). (2.7)

2.4. Îïðåäåëèòåëè ñòóïåí÷àòûõ ìàòðèö

Îïðåäåëåíèå 2.2. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âèäà

A =



a11 a12 · · · a1m 0 · · · 0
...

... . . . ...
... . . . ...

am1 am2 · · · amm 0 · · · 0

am+1,1 am+1,2 · · · am+1,m am+1,m+1 · · · am+1,n
...

... . . . ...
... . . . ...

an1 an2 · · · anm an,m+1 · · · ann


=

=

m n−m[
A(1) 0

A(3) A(2)

]
m

n−m

íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, èëè áëî÷íîé.

Óòâåðæäåíèå 2.9. Äëÿ ñòóïåí÷àòûõ ìàòðèö

det(A) = det(A(1)) det(A(2)),

ò. å.

det(A)=det


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amm

 det

am+1,m+1 · · · am+1,n
... . . . ...

an,m+1 · · · ann

. (2.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïîm, ò. å. ïî ïîðÿäêó ìàòðèöû
A(1). Ïóñòü m = 1, ðàñêëàäûâàÿ det(A) ïî 1-é ñòðîêå, ïîëó÷èì:

det(A) = det


a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 = a11A11 + a210 + · · ·+ am0 =

= a11M11(A) = a11 det

a22 · · · a2n
... . . . ...

an2 · · · ann

 ,

ò. å. äëÿ m = 1 ôîðìóëà (2.8) ñïðàâåäëèâà.

Ïóñòü ôîðìóëà (2.8) ñïðàâåäëèâà äëÿ ìàòðèö A(1) ïîðÿäêà m− 1. Äî-
êàæåì åå ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà m. Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû A ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè:

det(A) =
n∑

i=1

a1iA1i =
m∑

i=1

a1iA1i =
m∑

i=1

a1i(−1)1+iM1i(A).

Çàìåòèì, ÷òî M1i(A) = det(Ã1i), ãäå ìàòðèöà Ã1i ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ñòó-
ïåí÷àòîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà n − 1, ïðè÷åì ðîëü ëåâîé âåðõíåé ìàòðèöû â

Ã1i èãðàåò ìàòðèöà Ã
(1)
1i , à íèæíÿÿ ïðàâàÿ ìàòðèöà åñòü A(2). Ïî èíäóêöè-

îííîìó ïðåäïîëîæåíèþ

M1i(A) = det(Ã
(1)
1i ) det(A(2)) = M1i(A

(1)) det(A(2)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

det(A) =
m∑

i=1

a1i(−1)1+iM1i(A
(1)) det(A(2)) =

= det(A(2))
m∑

i=1

a1i(−1)1+iM1i(A
(1)) = det(A(2)) det(A(1)),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåð 2.2. det



1 2 0 0 0 0 0
3 4 0 0 0 0 0
5 6 7 8 9 0 0
10 11 12 13 14 0 0
1 2 3 4 5 0 0
8 9 10 11 12 13 14
5 6 7 8 9 10 11


=
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= det

[
1 2
3 4

]
det


7 8 9 0 0
12 13 14 0 0
3 4 5 0 0
10 11 12 13 14
7 8 9 10 11

 =

= det

[
1 2
3 4

]
det

 7 8 9
12 13 14
3 4 5

 det

[
13 14
10 11

]
= 0,

òàê êàê

det

 7 8 9
12 13 14
3 4 5

 = 7 ·13 ·5−7 ·4 ·14−8 ·12 ·5+8 ·14 ·3+9 ·12 ·4−9 ·3 ·13 = 0

(ñì. ïîëó÷åííóþ ðàíåå ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû
òðåòüåãî ïîðÿäêà). •

Óòâåðæäåíèå 2.10. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ
ìàòðèö (åñòåñòâåííî, îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà) ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäå-
ëèòåëåé ìàòðèö-ñîìíîæèòåëåé:

det(AB) = det(A) det(B). (2.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

A =

a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

 , B =

b11 · · · b1n
... . . . ...

bn1 · · · bnn

 .

Èç óòâåðæäåíèÿ 2.9 ñëåäóåò:

det(S) = det



a11 a12 · · · a1n 0 · · · 0
a21 a22 · · · a2n 0 · · · 0
...

... . . . ...
... . . . ...

an1 an2 · · · ann 0 · · · 0
−1 0 · · · 0 b11 · · · b1n

0 −1 · · · 0 b21 · · · b2n
...

... . . . ...
... . . . ...

0 0 · · · −1 bn1 · · · bnn


= det(A) det(B).

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû S íå èçìåíèòñÿ (óòâåðæäåíèå 2.7 ), åñëè ê (n+
+1)-ìó ñòîëáöó ïðèáàâèì ïåðâûé, óìíîæåííûé íà b11, âòîðîé, óìíîæåí-
íûé íà b21, è ò. ä. äî n-ãî, óìíîæåííîãî íà bn1; à ê (n + 2)-ìó ñòîëáöó
ïðèáàâèì ïåðâûé, óìíîæåííûé íà b12, âòîðîé, óìíîæåííûé íà b22, è ò. ä.
äî n-ãî, óìíîæåííîãî íà bn2, è ò. ä.; íàêîíåö, ê (2n)-ìó ñòîëáöó ïðèáàâèì
ïåðâûé, óìíîæåííûé íà b1n, âòîðîé, óìíîæåííûé íà b2n, è ò. ä. äî n-ãî,
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óìíîæåííîãî íà bnn. Åñëè ïîëó÷åííóþ ïðè ýòîì ìàòðèöó îáîçíà÷èòü ÷åðåç
T , òî det(S) = det(T ) è ïðè ýòîì ìàòðèöà T áóäåò èìåòü âèä

T =



a11 a12 · · · a1n c11 · · · c1n

a21 a22 · · · a2n c21 · · · c2n
...

... . . . ...
... . . . ...

an1 an2 · · · ann cn1 · · · cnn

−1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 −1 · · · 0 0 · · · 0
...

... . . . ...
... . . . ...

0 0 · · · −1 0 · · · 0


,

ãäå ìàòðèöà C èìååò âèä

C =


a11b11 + a12b21 + · · ·+ a1nbn1 · · · a11b1n + a12b2n + · · ·+ a1nbnn

a21b11 + a22b21 + · · ·+ a2nbn1 · · · a21b1n + a22b2n + · · ·+ a2nbnn
... . . . ...

an1b11 + an2b21 + · · ·+ an1bn1 · · · an1b1n + an2b2n + · · ·+ annbnn


è ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî C = AB. Ïîìåíÿåì ìåñòàìè ïåðâóþ ñòðîêó ñ (n+
+1)-é, âòîðóþ � ñ (n+2)-é, ... è n-þ � ñ (2n)-é, ò. å. ñäåëàåì n ïåðåñòàíîâîê.
Òîãäà, áëàãîäàðÿ óòâåðæäåíèþ 2.4 , ïîëó÷èì

det(T ) = (−1)n det



−1 0 · · · 0 0 · · · 0
...

... . . . ...
... . . . ...

0 0 · · · −1 0 · · · 0
a11 a12 · · · a1n c11 · · · c1n

a21 a22 · · · a2n c21 · · · c2n
...

... . . . ...
... . . . ...

an1 an2 · · · ann cn1 · · · cnn


=

= (−1)n det


−1 0 · · · 0
0 −1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · −1

 det(C) = (−1)n(−1)n det(C) =

= (−1)2n det(C) = det(C) = det(AB)

(çäåñü âíîâü èñïîëüçîâàëîñü óòâåðæäåíèå 2.9 ).

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî (2.9) ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêå Â. È. Ñìèðíîâà
[ 4, ñ. 29 ].
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2.5. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ìåòîäîì Ãàóññà.
Îöåíêà ÷èñëà îïåðàöèé

Ðàññìîòðèì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ, ñîñòîÿùèé â ïðèâåäå-
íèè ìàòðèöû ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé (ìåòîä Ãàóññà).

Øàã 1. Ïóñòü äàíà ìàòðèöà

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 .

Ñ÷èòàåì, ÷òî a11 6= 0. Åñëè a11 = 0, òî, ïåðåñòàâëÿÿ ñòðîêè, ïîìåùàåì â
ëåâûé âåðõíèé óãîë íåíóëåâîé ýëåìåíò ïåðâîãî ñòîëáöà (îòìåòèì, ÷òî ïðè
ýòîì îïðåäåëèòåëü óìíîæàåòñÿ íà (−1), ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.4 ); åñëè
âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ðàâíû íóëþ, òî det(A) = 0. (Çàìåòèì, ÷òî â
âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìàõ íà ìåñòî ýëåìåíòà a11 ïîìåùàåì íàèáîëüøèé
ïî ìîäóëþ ýëåìåíò ïåðâîãî ñòîëáöà � åãî íàçûâàþò âåäóùèì ýëåìåíòîì
ïåðâîãî ñòîëáöà.) Äåëèì ïåðâóþ ñòðîêó íà a11, ò. å. âûíîñèì a11 çà çíàê
îïðåäåëèòåëÿ (ñì. óòâåðæäåíèå 2.5 ). Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ n−1 îïåðàöèÿ:

det(A) = a11 det


1 a

(1)
12 a

(1)
13 . . . a

(1)
1n

a21 a22 23 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 an3 . . . ann

 .

Ïðèáàâëÿåì êî âòîðîé ñòðîêå ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà −a21, � òðåáóåòñÿ
2(n− 1) îïåðàöèÿ; ê òðåòüåé ñòðîêå � ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà −a31 � òðå-
áóåòñÿ 2(n − 1) îïåðàöèÿ è ò. ä.; ê n-é ñòðîêå � ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà
−an1, � òðåáóåòñÿ 2(n− 1) îïåðàöèÿ. Ïîëó÷èì:

det(A)=a11 det


1 a

(1)
12 a

(1)
13 . . . a

(1)
1n

0 a
(1)
22 a

(1)
23 . . . a

(1)
2n

...
...

... . . . ...

0 a
(1)
n2 a

(1)
n3 . . . a

(1)
nn

=a11 det

a
(1)
22 a

(1)
23 . . . a

(1)
2n

...
... . . . ...

a
(1)
n2 a

(1)
n3 . . . a

(1)
nn

 .

Âñåãî íà ïåðâîì øàãå âûïîëíåíî

(n− 1) + 2(n− 1)(n− 1) = (n− 1) + 2(n− 1)2

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Åñëè âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ðàâíû íóëþ,

òî åå îïðåäåëèòåëü, à ñëåäîâàòåëüíî, è det(A) ðàâíû íóëþ. Åñëè ýòî íå òàê,

òî ñ÷èòàåì, ÷òî a
(1)
22 6= 0 (ñì. 1-é øàã).
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Øàã 2. Ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî ñ ïîëó÷åííîé íà ïåðâîì øàãå ìàòðèöåé
(n − 1)-ãî ïîðÿäêà � âû÷èñëåíèå åå îïðåäåëèòåëÿ ñâåäåì ê âû÷èñëåíèþ
îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà n− 2:

det(A) = a11a
(1)
22 det

a
(2)
33 . . . a

(2)
3n

... . . . ...

a
(2)
n3 . . . a

(2)
nn

 .

Íà ýòî ïîòðåáóåòñÿ (n − 2) + 2(n − 2)2 àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ò. ä.
Åñëè íå óñòàíîâëåíî ðàâåíñòâî íóëþ det(A), òî íà ïîñëåäíåì, (n − 1)-ì,
øàãå (ïåðåõîä îò ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà ê ìàòðèöå ïåðâîãî ïîðÿäêà)
ïîòðåáóåòñÿ 1 + 2 · 12 àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïîñëå ýòîãî íóæíî åùå
ïåðåìíîæèòü âñå âûíåñåííûå çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ ìíîæèòåëè è îïðåäå-
ëèòåëü ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ïåðâîãî ïîðÿäêà � ðåçóëüòàò n − 1 äåéñòâèé
óìíîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñîñòàâ-
ëÿåò:

Mn = (n−1)+2(n−1)2+(n− 2)+2(n−2)2+ · · ·+1+2 · 12+(n−1) =

= (n−1)+(n−2)+ · · ·+1+2
[
(n−1)2+(n−2)2 + · · ·+12

]
+(n−1) =

=
n(n− 1)

2
+

(n− 1)n(2n− 1)

3
+ (n− 1) =

(n− 1)(4n2 + n + 6)

6
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøîì n ïîòðåáóåòñÿ ïðèìåðíî
2

3
n3 îïåðàöèé.

Äëÿ n = 10 âìåñòî 9 · 106 (âñïîìíèòå ïîëó÷åííóþ ðàíåå îöåíêó ÷èñëà
îïåðàöèé (2.2)) ïðè íåïîñðåäñòâåííîì âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ, èñõîäÿ
èç åãî îïðåäåëåíèÿ, ïðèäåòñÿ ïðîäåëàòü âñåãî 624 îïåðàöèè.

Ïðèìåð 2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

A =


1 −2 3 5
2 3 4 −1
5 −2 1 2
−3 4 2 3

 .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ íóæíî âûïîëíèòü 3 øàãà ìåòîäà Ãàóñ-
ñà:

det(A) = det


1 −2 3 5
2 3 4 −1
5 −2 1 2
−3 4 2 3

 = det


1 −2 3 5
0 7 −2 −11
0 8 −14 −23
0 −2 11 18

 =
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= det

 7 −2 −11
8 −14 −23
−2 11 18

 = 7 det

 1 −2

7
−11

7
8 −14 −23
−2 11 18

 =

= 7 det


1 −2

7
−11

7

0 −82

7
−73

7

0
73

7

104

7

 = 7 det

 −82

7
−73

7
73

7

104

7

 =

=7

(
−82

7

)
det

 1
73

82
73

7

104

7

=−82 det

 1
73

82

0
457

82

=−82

(
457

82

)
=−457. •

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ïîðÿäêà n

W =


1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2
...

...
... . . . ...

1 xn x2
n . . . xn−1

n

 , (2.10)

ãäå x1, x2, . . . , xn � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Òàêàÿ ìàòðèöà âîçíèêàåò ïðè ðå-
øåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ è íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà.

Ïðèìåð 2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà

W =


1 x1 x2

1 x3
1

1 x2 x2
2 x3

2
1 x3 x2

3 x3
3

1 x4 x2
4 x3

4

 .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 3 øàãà ìåòîäà Ãàóñ-
ñà:

det(W ) = det

1 x1 x2
1 x3

1

1 x2 x2
2 x3

2

1 x3 x2
3 x3

3

1 x4 x2
4 x3

4

 = det

1 x1 x2
1 x3

1

0 x2 − x1 x2
2 − x2

1 x3
2 − x3

1

0 x3 − x1 x2
3 − x2

1 x3
3 − x3

1

0 x4 − x1 x2
4 − x2

1 x3
4 − x3

1

 =

= det

x2 − x1 (x2 − x1)(x2 + x1) (x2 − x1)(x
2
2 + x2x1 + x2

1)
x3 − x1 (x3 − x1)(x3 + x1) (x3 − x1)(x

2
3 + x3x1 + x2

1)
x4 − x1 (x4 − x1)(x4 + x1) (x4 − x1)(x

2
4 + x4x1 + x2

1)

 =
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= (x2 − x1)(x3 − x1)(x4 − x1) det

1 x2 + x1 x2
2 + x2x1 + x2

1

1 x3 + x1 x2
3 + x3x1 + x2

1

1 x4 + x1 x2
4 + x4x1 + x2

1

 =

=(x2 − x1)(x3 − x1)(x4 − x1) det

1 x2 + x1 x2
2 + x2x1 + x2

1

0 x3 − x2 x2
3 − x2

2 + x3x1 − x2x1

0 x4 + x1 x2
4 − x2

2 + x4x1 − x2x1

=

= (x2 − x1)(x3 − x1)(x4 − x1) det

[
x3 − x2 (x3 − x2)(x3 + x2 + x1)
x4 + x1 (x4 + x1)(x4 + x2 + x1)

]
=

= (x2 − x1)(x3 − x1)(x4 − x1)(x3 − x2)(x4 − x1) det

[
1 x3 + x2 + x1

1 x4 + x2 + x1

]
=

= (x2 − x1)(x3 − x1)(x4 − x1)(x3 − x2)(x4 − x1) det

[
1 x3 + x2 + x1

0 x4 − x3

]
=

= (x2 − x1)(x3 − x1)(x4 − x1)(x3 − x2)(x4 − x1)(x4 − x3). •

Äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà (2.10) ïîðÿäêà n ìîæíî äî-
êàçàòü ñëåäóþùóþ îáùóþ ôîðìóëó:

det(W ) =
n∏

i=2

 ∏
k=1, k<i

(xi − xk)

 . (2.11)

Èç âûðàæåíèÿ (2.11), î÷åâèäíî, âûòåêàåò ñëåäóþùåå.

Óòâåðæäåíèå 2.11. ×òîáû îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà
áûë îòëè÷åí îò íóëÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû xi 6= xk ïðè i 6= k
(i, k = 1, . . . , n).

2.6. Òåîðåìà Êðàìåðà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1.1) äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

(2.12)

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ñèñòåìû A áóäåò êâàäðàòíîé.
Îïåðàöèè, âõîäÿùèå â ìåòîä ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ, èçìåíÿþò ìàòðèöó

ñèñòåìû è, ñëåäîâàòåëüíî, èçìåíÿþò åå îïðåäåëèòåëü. Îäíàêî ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ ëåììà.

51



Ëåììà 2.1. Ëþáîå äîïóñòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåòîäà Ãàóññà�Æîð-
äàíà èçìåíÿåò çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ñèñòåìû íà ìíîæè-
òåëü, îòëè÷íûé îò íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè ïðåîáðàçîâàíèé ïåðâîãî è âòî-
ðîãî òèïîâ (ïåðåñòàíîâêà ñòðîê è ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ), ñîãëàñíî óòâåð-
æäåíèþ 2.4 , îïðåäåëèòåëü ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ðàâåí îïðåäåëèòåëþ èñ-
õîäíîé, óìíîæåííîìó íà (−1). Ïðåîáðàçîâàíèå òðåòüåãî òèïà (óìíîæåíèå
ñòðîêè íà ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ) ïðèâîäèò ê ìàòðèöå, îïðåäåëèòåëü êîòî-
ðîé îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëèòåëÿ èñõîäíîé ìàòðèöû (ñì. óòâåðæäåíèå 2.5 )
íà ìíîæèòåëü, ðàâíûé ýòîìó ÷èñëó. Íàêîíåö, ïðåîáðàçîâàíèå ÷åòâåðòîãî
òèïà, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.7 , íå ìåíÿåò çíà÷åíèÿ îïðåäåëèòåëÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Åñëè det(A) = 0, òî ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ âû-
ðîæäåííîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåâûðîæäåííîé.

Ëåììà 2.1 îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå ëþáûõ äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìå-
òîäà Ãàóññà�Æîðäàíà íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ïåðåõîäèò â íåâû-
ðîæäåííóþ, à âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû � â âûðîæäåííóþ.

Òåîðåìà 2.2 (Êðàìåðà). ×òîáû ñèñòåìà (2.12) èìåëà åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû
áûëà íåâûðîæäåííà:

det(A) = det

a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. =⇒ Åñëè ñèñòåìà (2.12) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå, òî, ðåøàÿ åå ìåòîäîì ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ, ïðèäåì ê ðàâíîñèëüíîé
ñèñòåìå ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé (1.19). Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ýòîé ñè-
ñòåìû ðàâåí åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 2.1 , îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû èñõîäíîé ñèñòåìû (2.12) îòëè÷åí îò íóëÿ.

⇐= Åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû (2.12) îòëè÷åí îò íóëÿ, òî
â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ â ìàòðèöå ñèñòåìû
íóëåâûå ñòðîêè íå îáðàçóþòñÿ, òàê êàê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ íóëåâîé
ñòðîêîé ðàâåí íóëþ (ñì. ñëåäñòâèå 2.4 ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû ëåììå 2.1 .
Çíà÷èò, àëãîðèòì çàêîí÷èòñÿ ïîëó÷åíèåì ñèñòåìû ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé
(ñèñòåìû, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà (1.19)), èìåþùåé
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïîëó÷èì òåïåðü ôîðìóëû Êðàìåðà, âûðàæàþùèå â ÿâíîì âèäå ðåøå-
íèå ñèñòåìû (2.12). Ïóñòü (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) � ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñò-

íûõ, ïðåäñòàâëÿþùèå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.12), ò. å. èìååòñÿ
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n âåðíûõ ÷èñëîâûõ ðàâåíñòâ:

a11x
0
1 + · · ·+ a1kx

0
k + · · ·+ a1nx

0
n = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1x

0
1 + · · ·+ akkx

0
k + · · ·+ aknx

0
n = bk,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x

0
1 + · · ·+ ankx

0
k + · · ·+ annx

0
n = bn.

(2.13)

Óìíîæèì ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (2.13) íà ÷èñëî A1k (àëãåáðàè÷åñêîå äîïîë-
íåíèå ýëåìåíòà a1k), âòîðîå � íà A2k è ò. ä., n-å � íà Ank. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì n ÷èñëîâûõ ðàâåíñòâ:

a11A1kx
0
1 + · · ·+ a1kA1kx

0
k + · · ·+ a1nA1kx

0
n = b1A1k,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1Akkx

0
1 + · · ·+ akkAkkx

0
k + · · ·+ aknAkkx

0
n = bkAkk,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1Ankx

0
1 + · · ·+ ankAnkx

0
k + · · ·+ annAnkx

0
n = bnAnk.

Ñëîæèâ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà è ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå íàéäåì:

(a11A1k + · · ·+ ak1Akk + · · ·+ an1Ank)x
0
1 + · · ·

+ (a1kA1k + · · ·+ akkAkk + · · ·+ ankAnk) + · · ·
+(a1nA1k + · · ·+ aknAkk + · · ·+ annAnk)x

0
n =

= b1A1k + · · ·+ bkAkk + · · ·+ bnAnk.

Âñå âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â ñêîáêàõ, êðîìå âûäåëåííîãî, ðàâíû íóëþ (2.7).
Âûäåëåííîå âûðàæåíèå, ñîãëàñíî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëÿ (2.5), ðàâíî
det(A). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè:

det(A)x0
k = b1A1k + · · ·+ bkAkk + · · ·+ bnAnk. (2.14)

Çàìåíèì òåïåðü â ìàòðèöå A k-é ñòîëáåö ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñè-
ñòåìû (2.12). Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì

Bk =


a11 · · · a1,k−1 b1 a1,k+1 · · · a1n
... . . . ...

...
... . . . ...

ak1 · · · ak,k−1 bk ak,k+1 · · · akn
... . . . ...

...
... . . . ...

an1 · · · an,k−1 bn an,k+1 · · · ann

 .

Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ bi k-ãî ñòîëáöà ìàòðè-
öû Bk òàêèå æå, êàê ó ýëåìåíòîâ aik k-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A, è ïîýòîìó
îíè ðàâíû Aik. Ïî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëÿ (2.5)

det(Bk) = b1A1k + · · ·+ bkAkk + · · ·+ bnAnk. (2.15)
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Èç ðàâåíñòâ (2.14) è (2.15) ñëåäóåò, ÷òî

x0
k det(A) = det(Bk), k = 1, 2, . . . , n.

Ñóììèðóÿ èçëîæåííîå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.12 (ôîðìóëû Êðàìåðà). Åñëè det(A) 6= 0, òî
ðåøåíèå ñèñòåìû (2.12) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

x1 =
det(B1)

det(A)
, x2 =

det(B2)

det(A)
, . . . , xn =

det(Bn)

det(A)
, (2.16)

ãäå ìàòðèöà Bk ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû ñèñòåìû A çàìåíîé k-ãî ñòîëá-
öà ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû (2.12).

Ïðèìåð 2.5. Ðåøèòü ñèñòåìó
1x1 + 2x2 + 3x3 = 14,

4x1 + 5x2 + 6x3 = 32,

7x1 + 9x2 + 8x3 = 49.

Òàê êàê det(A) = det

1 2 3
4 5 6
7 9 8

 = 9, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Êðàìåðà, ýòà ñè-

ñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è åãî ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëàì Êðà-
ìåðà. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëè:

det(B1) = det

14 2 3
32 5 6
49 9 8

 = 9, det(B2) = det

1 14 3
4 32 6
7 49 8

 = 18,

det(B3) = det

1 2 14
4 5 32
7 9 49

 = 27.

Òîãäà èç ôîðìóë (2.16) ïîëó÷èì: x1 =
9

9
= 1, x2 =

18

9
= 2, x3 =

27

9
= 3. •

Çàìå÷àíèå 2.2. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ôîðìóëû Êðàìåðà èìåþò îïðå-
äåëåííóþ òåîðåòè÷åñêóþ öåííîñòü. Èõ ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå (äëÿ
ïîèñêà ðåøåíèÿ) íåâûãîäíî, òàê êàê ïðè áîëüøèõ ïîðÿäêàõ ñèñòåìû (n >
> 3) îáúåì âû÷èñëåíèé ÷ðåçâû÷àéíî âåëèê è ìåòîä ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ
îêàçûâàåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì. ⊗
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2.7. Îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñíà÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
íóëåâûì ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = 0.

(2.17)

Âñÿêàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íóëåâîå ðåøåíèå x1 = x2 = · · · =
= xn = 0 (òðèâèàëüíîå ðåøåíèå), ò. å. îíà íå ìîæåò áûòü íåñîâìåñòíà.
Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû âîçìîæíû ëèøü 2 ñëó÷àÿ: åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå, ò. å. ðàâíîñèëüíîñòü åå ñèñòåìå, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò
òàáëèöà (ôîðìóëà (1.19))

j1 j2 · · · jn

1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 0

 , (2.18)

èëè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ò. å. ðàâíîñèëüíîñòü åå ñèñòåìå, êî-
òîðîé ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöà (ôîðìóëà (1.20))

j1 j2 · · · js js+1 · · · jn

1 0 · · · 0 as
1js+1

· · · as
1jn

0

0 1 · · · 0 as
2js+1

· · · as
2jn

0
...

... . . . ...
... . . . ...

...
0 0 · · · 1 as

sjs+1
· · · as

sjn
0

 . (2.19)

Çàìå÷àíèå 2.3. Òî, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (2.17) íå ìîæåò áûòü
íåñîâìåñòíîé, ñëåäóåò òàêæå èç òîãî, ÷òî â ïðîöåññå åå ðåøåíèÿ ìåòîäîì
Ãàóññà�Æîðäàíà ñòðîêè âèäà [0 · · · 0 | b], b 6= 0, íå ìîãóò îáðàçîâàòüñÿ,
òàê êàê ïðè ëþáûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé âñåãäà
áóäóò íóëè. ⊗

Òåîðåìà 2.3. Åñëè â îäíîðîäíîé ñèñòåìå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ n áîëü-
øå ÷èñëà óðàâíåíèé m, òî ñèñòåìà èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ (èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ìåòîä ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ. Â ïðîöåññå
ðåøåíèÿ êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ íå ìåíÿåòñÿ, à êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ìî-
æåò ëèøü óìåíüøàòüñÿ, ò. å. âñåãäà ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ. Çíà÷èò, ïî-
ëó÷èòü ñèñòåìó âèäà (2.18) ïðè âûïîëíåíèè àëãîðèòìà íåâîçìîæíî, ïîýòî-
ìó ïîëó÷èì ñèñòåìó âèäà (2.19), êîòîðàÿ èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé � ÷àñòè íåèçâåñòíûõ ïðèäàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, à îñòàëü-
íûå íåèçâåñòíûå âû÷èñëÿþòñÿ.

Òåîðåìà 2.4. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè
èìååò åäèíñòâåííîå (òðèâèàëüíîå) ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îïðåäåëèòåëü åå ìàòðèöû íå ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè det(A) 6=0, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 (Êðà-
ìåðà), ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà âñåãäà
èìååò íóëåâîå (òðèâèàëüíîå) ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå èìåí-
íî ýòî íóëåâîå ðåøåíèå è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé
ñèñòåìû.

2. Ïóñòü îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî det(A) = 0. Íî òîãäà íà êàæäîì
øàãå ìåòîäà ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ áóäåì ïîëó÷àòü ñèñòåìó ñ âûðîæäåííîé
ìàòðèöåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòì íå ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ ïîëó÷åíèåì
ñèñòåìû âèäà (2.18), à îáÿçàòåëüíî çàâåðøèòñÿ ïîëó÷åíèåì ñèñòåìû (2.19),
êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
èñõîäíûì óñëîâèÿì, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, ò. å.
det(A) 6= 0.

Ñëåäñòâèå 2.5. Äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñò-
íûìè ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) det(A) = 0,
2) ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

2.8. Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ

Ðàíåå (ñì. 1.8) áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé (1.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (1.43)
AX = B, ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: A � ìàòðèöà ñèñòåìû (ìàòðèöà êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ), B � ìàòðèöà-ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, X
� ìàòðèöà-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ. Ïóñòü òåïåðü A è B � çàäàííûå ÷èñëîâûå
ìàòðèöû ðàçìåðîì m× n è m× k ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèøåì óðàâíåíèå

AX = B. (2.20)

Çäåñü èñêîìûé îáúåêò � ìàòðèöà X ðàçìåðîì n× k.
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Ïðèìåð 2.6. Åñëè

A =

[
1 2
3 4

]
, B =

[
5 7 9
6 8 10

]
, X =

[
x11 x12 x13
x21 x22 x23

]
,

òî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (2.20) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç øåñòè (÷èñ-
ëî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû B) ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ øåñòüþ (÷èñëî ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû X) íåèçâåñòíûìè. Åñëè âûïîëíèòü óìíîæåíèå â ëåâîé ÷àñòè
(2.20), òî ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî[

1x11 + 2x21 1x12 + 2x22 1x13 + 2x23
3x11 + 4x21 3x12 + 4x22 3x13 + 4x23

]
=

[
5 7 9
6 8 10

]
.

Çàïèøåì òåïåðü ðàâåíñòâî ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèö AX è B:{
1x11 + 2x21 = 5,

3x11 + 4x21 = 6.
(2.21)

Ïîëó÷èëàñü ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé A. Ýòó ñèñòåìó ìîæ-
íî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

AX(1) = B(1),

ãäå X(1) =

[
x11
x21

]
è B(1) =

[
5
6

]
� ïåðâûå ñòîëáöû ìàòðèö X è B ñîîòâåò-

ñòâåííî.
Òàê æå çàïèøåì ðàâåíñòâî âòîðûõ, à çàòåì òðåòüèõ ñòîëáöîâ ìàòðèö

AX è B: {
1x12 + 2x22 = 7,

3x12 + 4x22 = 8,

{
1x13 + 2x23 = 9,

3x13 + 4x23 = 10
(2.22)

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

AX(2) = B(2), AX(3) = B(3),

ãäå X(2), B(2) � âòîðûå, à X(3), B(3) � òðåòüè ñòîëáöû ìàòðèö X è B ñîîò-
âåòñòâåííî.

Âèäíî, ÷òî îäíî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ðàñïàëîñü íà 3 ìàòðè÷íûõ óðàâ-
íåíèÿ (ïî ÷èñëó ñòîëáöîâ ìàòðèöû B), ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé 3 íåçàâèñè-
ìûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ îáùåé ìàòðèöåé A. •

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ îáùåãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ (2.20). Îáî-
çíà÷àÿ

X =
[
X(1) X(2) · · · X(k)

]
, B =

[
B(1) B(2) · · · B(k)

]
,

ãäå, êàê è ïðåæäå, X(i), B(i) � i-å ñòîëáöû ìàòðèö X è B ñîîòâåòñòâåííî,
ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàâåíñòâî ñòîëáöîâ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

A
[
X(1) X(2) · · · X(k)

]
=

[
B(1) B(2) · · · B(k)

]
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ïðèâîäèò ê ìàòðè÷íûì óðàâíåíèÿì

AX(1) = B(1), AX(2) = B(2), . . . , AX(k) = B(k),

êàæäîå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç m óðàâíåíèé ñ n íåèç-
âåñòíûìè. Âñå ýòè ñèñòåìû èìåþò îáùóþ ìàòðèöó A. Ðåøàÿ ýòè ñèñòåìû
ïîî÷åðåäíî (íàïðèìåð, ìåòîäîì Ãàóññà�Æîðäàíà), ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî
íàéòè âñå ñòîëáöû X(i) èñêîìîé ìàòðèöû X.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ìåòîäîì ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ õîä
àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñèñòåìû A. Íàïðèìåð, äëÿ âñåõ òðåõ
ñèñòåì ïðèìåðà 2.6 (ñèñòåìà (2.21) è äâå ñèñòåìû èç (2.22)) âñå øàãè ìå-
òîäà Ãàóññà�Æîðäàíà áóäóò îäèíàêîâûìè � ðàçëè÷èÿ òîëüêî â ñòîëáöàõ
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè
“ðàñùåïëåíèè” ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ, öåëåñîîáðàçíî ðåøàòü âñå ñðàçó, çà-
ïèñûâàÿ ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ
(2.20), â âèäå  a11 · · · a1n b11 · · · b1k

... . . . ...
... . . . ...

am1 · · · amn bm1 · · · bmk

 (2.23)

è âûïîëíÿÿ, êàê îáû÷íî, âñå øàãè àëãîðèòìà ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ïðèìåðîì 2.7.

Ïðèìåð 2.7. Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå èç ïðèìåðà 2.6, çà-
ïèøåì åãî ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó âèäà (2.23) è ïðèìåíèì àëãîðèòì Ãàóññà�
Æîðäàíà:(

1 2 5 7 9
3 4 6 8 10

)
⇔

(
1 2 5 7 9
0 −2 −9 −13 −17

)
⇔

⇔

 1 2 5 7 9

0 1
9

2

13

2

17

2

⇔
 1 0 −4 −6 −8

0 1
9

2

13

2

17

2

 .

Ñïðàâà îò ÷åðòû ïîëó÷èëè èñêîìóþ ìàòðèöó X =

 −4 −6 −8

9

2

13

2

17

2

 . •

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà

XA = B, (2.24)

ãäå ìàòðèöû A ∈Mm×n è B ∈Mk×n, ñëåäîâàòåëüíî, X ∈Mk×m.
Òðàíñïîíèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.24), ïîëó÷àåì:

A′X ′ = B′. (2.25)
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Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (2.25) åñòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ðàññìîòðåííîãî ðà-
íåå âèäà. Ðåøàÿ åãî, íàõîäèì ìàòðèöó X ′ è, òðàíñïîíèðóÿ ðåçóëüòàò, ïî-
ëó÷àåì èñêîìóþ ìàòðèöó X.

Ïðèìåð 2.8. Ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

X

[
1 3
2 4

]
=

[
5 7
6 8

]
.

Òðàíñïîíèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:[
1 2
3 4

]
X ′ =

[
5 6
7 8

]
.

Ðåøàåì ïîëó÷åííîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (áåç ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëá-
öîâ): (

1 2 5 6
3 4 7 8

)
⇔

(
1 2 5 6
0 −2 −8 −10

)
⇔

⇔
(

1 2 5 6
0 1 4 5

)
⇔

(
1 0 −3 −4
0 1 4 5

)
.

Ïîëó÷èëè X ′ =

[
−3 −4
4 5

]
, ñëåäîâàòåëüíî, X =

[
−3 4
−4 5

]
. •

2.9. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Åñëè

AX = I, (2.26)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ìàòðèöà A, òî ìàò-
ðèöó X íàçûâàþò îáðàòíîé ìàòðèöåé äëÿ A. Îáðàòíóþ ìàòðèöó îáî-
çíà÷àþò X = A−1.

Óòâåðæäåíèå 2.13. Âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà íå èìååò îáðàòíîé
ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü det(A) = 0 è äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâó-
åò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1. Òîãäà

0 = det(A) det(A−1) = det(AA−1) = det(I) = 1 6= 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.5. Ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà
èìååò åäèíñòâåííóþ îáðàòíóþ.

59



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n è
det(A) 6= 0. Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (2.26) ñâîäèòñÿ ê n ñèñòåìàì ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé ñ îáùåé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A
íåâûðîæäåííà, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 (Êðàìåðà), êàæäàÿ ñèñòåìà èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, è ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (2.26) èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ò. å. ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà
A−1.

Óòâåðæäåíèå 2.14. Åñëè ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ ìàòðèöó
A−1 (ò. å. det(A) 6= 0) , òî A−1A = I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà (2.24):

Y A = I, (2.27)

ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèþ âèäà (2.25):

A′Y ′ = I ′ = I. (2.28)

Ïîñêîëüêó det(A′) = det(A) 6= 0, ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (2.28) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5 ), à çíà÷èò, è óðàâíåíèå
(2.27) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî Y = A−1. Óìíîæèì óðàâíåíèå (2.27) ñïðàâà
íà ìàòðèöó A−1:

(Y A)A−1 = IA−1.

Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö è ó÷èòûâàÿ (2.26), ïîëó÷èì:

(Y A)A−1 = Y (AA−1) = Y I = Y.

Ñëåäîâàòåëüíî, Y = IA−1 = A−1.

Ïðèìåð 2.9. Íàéòè äëÿ ìàòðèöû A =

[
1 2
3 4

]
îáðàòíóþ ìàòðèöó

A−1.
Ðåøàåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = I:(

1 2 1 0
3 4 0 1

)
⇔

(
1 2 1 0
0 −2 −3 1

)
⇔

⇔

 1 2 1 0

0 1
3

2
−1

2

⇔
 1 0 −2 1

0 1
3

2
−1

2

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, A−1 =

 −2 1

3

2
−1

2

. •
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Èíîãäà íåîáõîäèìî èìåòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ îáðàòíîé
ìàòðèöû. Ïîëó÷èì èõ. Ïóñòü

A =

a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

 , A−1 = X =

x11 · · · x1n
... . . . ...

xn1 · · · xnn

 .

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, èç êîòîðîé íàõîäÿò ýëåìåíòû k-ãî ñòîëáöà îáðàòíîé
ìàòðèöû, èìååò âèä

a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

x1k
...

xnk

 =


0
...
1
...
0

 k,

ãäå ñïðàâà � k-é ñòîëáåö åäèíè÷íîé ìàòðèöû I.

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì Êðàìåðà (2.16) xik =
det(Bki)

det(A)
, ãäå

Bki =


a11 · · · a1i−1 0 a1i+1 · · · a1n
... . . . ...

...
... . . . ...

ak1 · · · aki−1 1 aki+1 · · · akn
... . . . ...

...
... . . . ...

an1 · · · ani−1 0 ani+1 · · · ann

 .

Ðàçëàãàÿ det(Bik) ïî ýëåìåíòàì i-ãî ñòîëáöà, ïîëó÷èì det(Bik) = Aki. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ýëåìåíò îáðàòíîé ìàòðèöû, ñòîÿùèé â i-é ñòðîêå è k-ì ñòîëáöå:

xik =
Aki

det(A)
. (2.29)

Ôîðìóëà (2.29) ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû
A−1, îáðàòíîé ìàòðèöå A:

1) çàìåíÿåì êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû A åãî àëãåáðàè÷åñêèì äîïîë-
íåíèåì;

2) ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó òðàíñïîíèðóåì, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ìàò-

ðèöó AÏ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå
A;

3) êàæäûé ýëåìåíò ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöû äåëèì íà det(A), ò. å.

óìíîæàåì ìàòðèöó AÏ íà
1

det(A)
.

Ñâîéñòâà îáðàòíîé ìàòðèöû:
1) ñóùåñòâóåò ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê A−1, ïðè÷åì (A−1)−1 = A;
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2) åñëè A è B � êâàäðàòíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû, òî

(AB)−1 = B−1A−1.

Äåéñòâèòåëüíî, (AB)(AB)−1 = ABB−1A−1 = AIA−1 = AA−1 = I.
Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ñ êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàò-

ðèöåé A
AX = B.

Åñëè èçâåñòíà ìàòðèöà A−1, òî ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò:

X = A−1B.

3. ÊÎÍÅ×ÍÎÌÅÐÍÛÅ ËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

3.1. Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

Â ìàòåìàòèêå ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà, äëÿ ýëåìåíòîâ êîòî-
ðûõ îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.

Ïðèìåð 3.1. Â øêîëüíîì êóðñå ãåîìåòðèè ââîäÿòñÿ âåêòîðû êàê íà-
ïðàâëåííûå îòðåçêè. Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ
(ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà (ïàðàëëåëîãðàììà)) è óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåí-
íûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè 2 íàïðàâëåííûõ îòðåçêà
ìîæíî ñîâìåñòèòü ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, òî îíè îïðåäåëÿþò îäèí è
òîò æå âåêòîð. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò âñå âåêòîðû îòêëàäûâàòü îò
êàêîé-ëèáî îäíîé òî÷êè, êîòîðóþ ïðèíèìàþò îáû÷íî çà íà÷àëî íåêîòîðîé
êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû. •

Ïðèìåð 3.2. Â 1.5 íà ìíîæåñòâåMm×n(C ) (ìàòðèö ðàçìåðîì m× n)
îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Íà
ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ìàòðèö (Mm×n(R)) îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Âûäåëèì ìíîæåñòâà Mn×1(C )
(èëèMn×1(R)) �ìàòðèö, ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî ñòîëáöà âûñîòîé n êîìïëåêñ-
íûõ (èëè âåùåñòâåííûõ) ÷èñåë. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
Mn×1(C ) èMn×1(R) îáîçíà÷åíèÿìè Cn è Rn ñîîòâåòñòâåííî. •

Ïðèìåð 3.3. Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà îïðåäåëÿþòñÿ îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëî. Ýòè îïåðàöèè îïðå-
äåëåíû, íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå C [a, b] � íåïðåðûâíûõ íà ñåãìåíòå [a, b]
âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, è èõ ðåçóëüòàòîì ÿâëÿþòñÿ (êàê èçâåñòíî) òàêæå
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. •

Â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî
îïðåäåëåíû äëÿ ñîâåðøåííî ðàçíûõ îáúåêòîâ. Äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ òàêèõ
îáúåêòîâ ñ îáùåé òî÷êè çðåíèÿ ââåäåì ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñò-
ðàíñòâîì, åñëè:

à) êàæäûì äâóì ýëåìåíòàì x, y ∈ L ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå
ýëåìåíò z = x + y ∈ L, íàçûâàåìûé ñóììîé ýëåìåíòîâ x è y;

á) êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ L è êàæäîìó ÷èñëó λ ∈ C (λ ∈ R) ïîñòàâ-
ëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò u = λx ∈ L, íàçûâàåìûé ïðîèçâåäåíèåì
÷èñëà λ íà ýëåìåíò x;

â) óêàçàííûå îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì (àê-
ñèîìàì) :

1) x + y = y + x (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
2) (x + y) + z = x + (y + z) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
3) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò Θ ∈ L, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ L âûïîë-

íåíî ðàâåíñòâî x + Θ = x (ýëåìåíò Θ íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì);
4) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ L ñóùåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíûé ýëå-

ìåíò, îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç (−x) ∈ L, òàêîé, ÷òî x + (−x) = Θ;
5) 1 · x = x;
6) α(βx) = (αβ)x;
7) (α + β)x = αx + βx;
8) α(x + y) = αx + αy.

Çäåñü x, y è z � ýëåìåíòû 1 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, à α è β � ÷èñëà.
Îòìåòèì, ÷òî îäèí è òîò æå çíàê + èñïîëüçóåòñÿ, ê ñîæàëåíèþ,

äëÿ îáîçíà÷åíèÿ è ñóììû ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, è ñóììû
÷èñåë.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñïðàâåäëèâû ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) íóëåâîé ýëåìåíò Θ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå åäèíñòâåíåí;
2) ïðîòèâîïîëîæíûé ëþáîìó ýëåìåíòó x ∈ L ýëåìåíò (−x) åäèí-

ñòâåíåí;
3) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ L ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

0 · x = Θ;

4) åäèíñòâåííûì ïðîòèâîïîëîæíûì ýëåìåíòîì ëþáîìó ýëåìåíòó
x ∈ L ñëóæèò

−x = (−1) · x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå L ñóùåñòâóåò 2 íóëåâûõ ýëåìåíòà Θ1
è Θ2. Åñëè ïðèíÿòü x = Θ1, òî èç òðåòüåé àêñèîìû ïîëó÷èì:

Θ1 + Θ2 = Θ1. (3.1)
1 Â àáñòðàêòíîì ïðîñòðàíñòâå L ÷àñòî âìåñòî ½ýëåìåíò“ èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ½âåê-

òîð“.
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Åñëè â òîé æå àêñèîìå ïðèíÿòü x = Θ2, òî

Θ2 + Θ1 = Θ2. (3.2)

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (3.1) è (3.2) è ó÷èòûâàÿ ïåðâóþ àêñèîìó, íàõîäèì
Θ1 = Θ2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàçàòü îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ. (Ïîëíîå äî-
êàçàòåëüñòâî âñåõ óòâåðæäåíèé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â ó÷åáíîì ïîñîáèè
[ 5, 2.1 ]).

Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñ ââåäåííûìè â íåì îïå-
ðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ íà ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü âûïîëíåíèå àêñèîì 1�8
îïðåäåëåíèÿ 3.1 . Âåðíåìñÿ ê ïðèâåäåííûì ðàíåå ïðèìåðàì. Äëÿ ïðèìåðà
3.2 âûïîëíåíèå àêñèîì áûëî ïðîâåðåíî â 1.5. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñàìî-
ñòîÿòåëüíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå àêñèîì äëÿ ïðèìåðîâ 3.1 è 3.3. Ìíîæå-
ñòâà, îïèñàííûå â ïðèìåðàõ 3.1�3.3, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ðàññìîòðèì åùå 2 ïðèìåðà.

Ïðèìåð 3.4. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, íå ïðåâûøà-
þùåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, òàê êàê
âûïîëíåíèå àêñèîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà î÷åâèäíî. Ïðè ýòîì íóëåâûì
ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí, òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ. •

Ïðèìåð 3.5. Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì ïðîñòðàíñòâîì, òàê êàê ñóììà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ìîæåò èìåòü
ìåíüøóþ ñòåïåíü, íàïðèìåð: tn + t + (−tn + 1) = t + 1. •

Çàìå÷àíèå 3.1. Áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòû ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà âåêòîðàìè. Íå äîëæåí ñìóùàòü òîò ôàêò, ÷òî ýòîò òåðìèí óïî-
òðåáëÿåòñÿ è â áîëåå óçêîì ñìûñëå (íàïðèìåð, ãåîìåòðè÷åñêèå âåêòîðû
ïðèìåðà 3.1), òàê êàê ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íèì, ïî-
ìîãàþò ïðîÿñíèòü, à ÷àñòî è ïðåäâèäåòü ðÿä ðåçóëüòàòîâ.

Åñëè ÷èñëà, ó÷àñòâóþùèå â îïðåäåëåíèè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, âå-
ùåñòâåííû, òî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò âåùåñòâåííûì ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì, à åãî ýëåìåíòû � âåùåñòâåííûìè âåêòîðàìè. Åñëè æå ýòè ÷èñëà
êîìïëåêñíûå, òî L íàçûâàþò êîìïëåêñíûì ïðîñòðàíñòâîì. ⊗

3.2. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xn ∈ L â ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå.
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Îïðåäåëåíèå 3.2. Âåêòîð

y = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn =
n∑

k=1

αkxk ∈ L, n ≥ 1,

ãäå α1, α2 . . . , αn � ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ
x1, x2, . . . , xn ∈ L ñ êîýôôèöèåíòàìè α1, α2, . . . ,αn.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè α1 = α2 = · · · = αn = 0, òî y = Θ. Âàæíóþ ðîëü
â äàëüíåéøåì èãðàåò âîïðîñ: ìîæåò ëè ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíÿòüñÿ
íóëåâîìó âåêòîðó, åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ αk 6= 0?

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ ëèíåé-
íî çàâèñèìîé, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà α1, . . . ,αn, èç êîòîðûõ õîòÿ áû
îäíî îòëè÷íî îò íóëÿ, òàêèå, ÷òî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = Θ. (3.3)

Ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xn íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé,
åñëè ðàâåíñòâî (3.3) âûïîëíåíî òîëüêî ïðè

α1 = α2 = · · · = αn = 0.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ ñèñòåì âåêòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Åñëè ñðåäè âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xn ñîäåðæèòñÿ
íóëåâîé âåêòîð Θ, òî ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xn ëèíåéíî çàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xk = Θ, òîãäà ðàâåíñòâî
n∑

k=1

αkxk = Θ

áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ïðèíÿòü, íàïðèìåð,

α1 = α2 = · · · = αk−1 = αk+1 = · · · = αn = 0 è αk = 1,

ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû x1, x2, . . . , xn ëèíåéíî çàâèñèìû.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, . . . , xn ëèíåéíî çàâè-
ñèìà, òî è ñèñòåìà x1, . . . , xn, y, ãäå y � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, ëèíåéíî
çàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xn ëèíåé-

íî çàâèñèìà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
n∑

k=1
αkxk = Θ, ãäå ñðå-

äè ÷èñåë α1, α2 . . . , αn õîòÿ áû îäíî îòëè÷íî îò íóëÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn + 0y = Θ,
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ïîêàçûâàþùåå, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xn, y ëèíåéíî çàâèñèìà, ïî-
ñêîëüêó ñðåäè ÷èñåë α1, . . . ,αn, 0 èìåþòñÿ îòëè÷íûå îò íóëÿ.

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, . . . , xn ñîäåðæèò ëèíåé-
íî çàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó 1 k (k ≤ n) âåêòîðîâ xl1, xl2, . . . , xlk, òî èñõîä-
íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, . . . , xn ëèíåéíî çàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ê ïîäñèñòåìå âåêòîðîâ xl1, xl2, . . . , xlk ïîñëåäî-
âàòåëüíî äîáàâëÿòü îñòàâøèåñÿ â ñèñòåìå x1, . . . , xn âåêòîðû, òî, ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 3.2 , âñå ïîëó÷àþùèåñÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìû.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Åñëè x1, x2, . . . , xn � ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ âåêòîðîâ, òî ëþáàÿ ïîäñèñòåìà k (k ≤ n) âåêòîðîâ

xl1, xl2, . . . , xlk

ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ñèñòåìà âåêòîðîâ

x1, x2, . . . , xn

èìååò ëèíåéíî çàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íî òîãäà, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.1 ,
ñèñòåìà âåêòîðîâ

x1, x2, . . . , xn

äîëæíà áûòü ëèíåéíî çàâèñèìà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Òåîðåìà 3.2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xn ëèíåéíî çàâèñèìà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. =⇒ Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, . . . , xn ëèíåéíî

çàâèñèìà. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà α1, . . . ,αn, ÷òî
n∑

k=1
αkxk = Θ, ïðè÷åì

õîòÿ áû îäíî èç íèõ íå ðàâíî íóëþ, íàïðèìåð αl 6= 0. Ïåðåíåñÿ â ýòîì
ðàâåíñòâå âñå ñëàãàåìûå, êðîìå l-ãî, â ïðàâóþ ÷àñòü è óìíîæèâ ïîëó÷åííîå
ðàâåíñòâî íà 1/αl, ïîëó÷èì:

xl = −α1

αl
x1 − · · · −

αl−1

αl
xl−1 −

αl+1

αl
xl+1 − · · · −

αn

αl
xn,

ò. å. âåêòîð xl ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ âåêòîðîâ
ñèñòåìû.

1 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà x1, . . . , xn ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðèñîåäèíåíèåì ê ñèñòåìå

xl1 , xl2 , . . . , xlk n− k íåäîñòàþùèõ âåêòîðîâ.
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⇐= Ïóñòü âåêòîð xm åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îñòàëüíûõ âåêòîðîâ:

xm = β1x1 + · · ·+ βm−1xm−1 + βm+1xm+1 + · · ·+ βnxn.

Òîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

β1x1 + · · ·+ βm−1xm−1 − 1xm + βm+1xm+1 + · · ·+ βnxn = Θ.

Ïðèíÿâ αl =

{
βl, l 6= m,

−1, l = m,
ïîëó÷èì

n∑
k=1

αkxk = Θ, ãäå αm = −1 6= 0, çíà-

÷èò, ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xn ëèíåéíî çàâèñèìà.

3.3. Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ N -ìåð-
íûì, åñëè â íåì: 1) ñóùåñòâóåò ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà èç N âåê-
òîðîâ è 2) ëþáàÿ ñèñòåìà èç N + 1 âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìà. ×èñ-
ëî N íàçûâàþò ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà è çàïèñûâàþò ýòîò ôàêò
N = dim(L).

Äàííîå îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò: ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
ðàâíà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ýòî-
ãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â L äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ìîæíî íàéòè
ñèñòåìó èç N ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, òî L íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî-
ìåðíûì. Ïîäðîáíîå èçó÷åíèå áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ âûõîäèò çà
ðàìêè äàííîãî èçäàíèÿ, ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà êîíå÷-
íîãî ÷èñëà èçìåðåíèé.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàí íàáîð âåêòî-
ðîâ f1, f2, ..., fk. Ïóñòü êàæäûé èç âåêòîðîâ g1, g2, ..., gl åñòü ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ f1, f2, ..., fk :

g1 = α11f1 + α12f2 + · · ·+ α1kfk,

g2 = α21f1 + α22f2 + · · ·+ α2kfk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
gl = αl1f1 + αl2f2 + · · ·+ αlkfk.

(3.4)

Òîãäà åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ g1, g2, ..., gl ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî l ≤ k.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ñðåäè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé k âåêòîðîâ

f1, f2, ..., fk

íå ìîæåò áûòü áîëåå k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l > k. Ñîñòàâèì èç âåêòîðîâ
g1, g2, ..., gl ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

L = β1g1 + β2g2 + · · ·+ βlgl,

ïîäñòàâèì â íåå (3.4) è ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:

L = β1(α11f1 + α12f2 + · · ·+ α1kfk) +

+ β2(α21f1 + α22f2 + · · ·+ α2kfk) +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ βl(αl1f1 + α12f2 + · · ·+ αlkfk) =

= (α11β1 + α21β2 + · · ·+ αl1βl)f1 +

+ (α12β1 + α22β2 + · · ·+ αl2βl)f2 +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ (α1lβ1 + α2lβ2 + · · ·+ αlkβl)fk.

Åñëè â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè âñå êîýôôèöèåíòû ïðè

f1, f2, ..., fk

ðàâíû íóëþ, òî ïîëó÷èì íóëåâîé ýëåìåíò Θ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

β1, β2, . . . , βl

óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé
α11β1 + α21β2 + · · ·+ αl1βl = 0,

α12β1 + α22β2 + · · ·+ αl2βl = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α1lβ1 + α2lβ2 + · · ·+ αlkβl = 0,

(3.5)

òî
β1g1 + β2g2 + · · ·+ βlgl = Θ. (3.6)

Òàê êàê â îäíîðîäíîé ñèñòåìå (3.5) ÷èñëî íåèçâåñòíûõ l áîëüøå ÷èñëà óðàâ-
íåíèé k, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3 ñèñòåìà (3.5) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðå-
øåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò ÷èñëà β1, β2, . . . , βl, ñðåäè êîòîðûõ
åñòü íåíóëåâûå, òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (3.6). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñèñòåìà âåêòîðîâ g1, g2, ..., gl ëèíåéíî çàâèñèìà.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå L ñóùåñòâóåò íàáîð k ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ f1, ..., fk è ïðè ýòîì ëþáîé âåêòîð èç L ïðåä-
ñòàâèì â âèäå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, òî ïðîñòðàíñòâî L k-ìåðíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ëþáîé âåêòîð èç L ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè f1, ..., fk, òî ëþáîé íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ g1, ..., gl óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3.3 è, ñëåäîâàòåëüíî,
l ≤ k. Çíà÷èò, â ïðîñòðàíñòâå L ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ ðàâíî k, ò. å. dim(L) = k.

3.4. Áàçèñ è êîîðäèíàòû â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèå 3.5. Â n-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L óïîðÿäî-
÷åííûé íàáîð n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ e1, e2, ..., en íàçûâàåòñÿ
áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ïóñòü e1, e2, ..., en � áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå L è âåêòîð x ∈ L ïðåäñòàâëåí â âèäå

x = ξ1e1 + ξ2e2 + · · ·+ ξnen. (3.7)

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà x ïî áàçèñó

e1, e2, ..., en,

à ÷èñëà ξ1, ξ2, ..., ξn � êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x â ýòîì áàçèñå.

Òåîðåìà 3.4. Åñëè e1, e2, ..., en � áàçèñ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå L,
òî ëþáîé âåêòîð x ∈ L ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ýòîãî áàçèñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèñîåäèíèì ê âåêòîðàì áàçèñà e1, e2, ..., en âåê-
òîð x ∈ L. Ïîëó÷èì íàáîð n + 1 âåêòîðîâ, êîòîðûå, ïî îïðåäåëåíèþ 3.4 ,
ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å.

α0x + α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen = Θ, (3.8)

ãäå íå âñå αi ðàâíû íóëþ. Ïðè ýòîì α0 6= 0, òàê êàê èíà÷å èç (3.8) ñëåäóåò
ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü e1, e2, ..., en. Çíà÷èò,

x = −α1

α0
e1 −

α2

α0
e2 − · · · −

αn

α0
en.

Èòàê, îñòàëîñü äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ïîëó÷åííîãî ðàçëîæåíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò 2 ðàçëîæåíèÿ âèäà (3.7):

x = ξ1e1 + ξ2e2 + · · ·+ ξnen

è
x = ξ′1e1 + ξ′2e2 + · · ·+ ξ′nen.
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Âû÷èòàÿ, ïîëó÷èì

Θ = (ξ1 − ξ′1)e1 + (ξ2 − ξ′2)e2 + · · ·+ (ξn − ξ′n)en.

Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè e1, e2, ..., en ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè

ξ1 − ξ′1 = ξ2 − ξ′2 = · · · = ξn − ξ′n = 0

èëè
ξ1 = ξ′1, ξ2 = ξ′2, ..., ξn = ξ′n.

Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.
Âûáåðåì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L áàçèñ e1, e2, ..., en. Òîãäà êàæäî-

ìó âåêòîðó L ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð n ÷èñåë � åãî êîîðäèíàò
â ýòîì áàçèñå.

Òåîðåìà 3.5. Ïðè ñëîæåíèè äâóõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà L èõ êî-
îðäèíàòû ñêëàäûâàþòñÿ. Ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ÷èñëî âñå åãî êîîð-
äèíàòû óìíîæàþòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

x = ξ1e1 + ξ2e2 + · · ·+ ξnen, y = η1e1 + η2e2 + · · ·+ ηnen.

Òîãäà
x + y = (ξ1 + η1)e1 + (ξ2 + η2)e2 + · · ·+ (ξn + ηn)en,

λx = λξ1e1 + λξ2e2 + · · ·+ λξnen,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
ßñíî òàêæå, ÷òî íóëåâîé âåêòîð Θ, è òîëüêî îí, èìååò âñå êîîðäèíàòû,

ðàâíûå íóëþ.
Óêàæåì ðàçìåðíîñòè è áàçèñû â íåêîòîðûõ ðàíåå ðàññìîòðåííûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ.
Îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðó 3.2 � ìíîæåñòâó Mm×n(C ) ìàòðèö ðàçìåðîì

m × n. Ïóñòü Gik � ìàòðèöà, â êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è k-ãî
ñòîëáöà ñòîèò 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ:

Gik =


0 · · · 0 · · · 0
... . . . ... . . . ...
0 · · · 1 · · · 0
... . . . ... . . . ...
0 · · · 0 · · · 0

 i.

k

(3.9)

Ðàññìîòðèì íàáîð èç mn ìàòðèö Gik, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ n. Î÷åâèäíî,
÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà A ∈Mm×n(C ) ñ ýëåìåíòàìè aik ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
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ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìàòðèö Gik (3.9):

A =
m∑

i=1

n∑
k=1

aikGik. (3.10)

Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî íàáîð Gik, i = 1, ...,m, k = 1, ..., n,
ëèíåéíî íåçàâèñèì.

Çíà÷èò, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.2 , ïðîñòðàíñòâî Mm×n(C ) èìååò ðàç-
ìåðíîñòü mn, à {Gik} îáðàçóþò áàçèñ, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðò-
íûì áàçèñîì. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.10) ÷èñëà aik ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè
â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð 3.4. Âåêòîðàìè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ
ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå áîëåå n. Ïðîñòåéøèì áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð,
ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ e1 = 1, e2 = t, ..., en+1 =
= tn. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ðàâåí íóëþ äëÿ ëþáûõ t,
òî âñå åãî êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ.

Êîîðäèíàòàìè ìíîãî÷ëåíà

P (t) = ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t + a0

â ýòîì áàçèñå ÿâëÿþòñÿ åãî êîýôôèöèåíòû a0, a1, ..., an−1, an. Ðàçìåðíîñòü
äàííîãî ïðîñòðàíñòâà n + 1.

Îáðàòèìñÿ, íàêîíåö, ê ïðèìåðó 3.3. Ïóñòü N � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f1(t) = 1, f2(t) = t, ..., fN(t) = tN−1

îáðàçóþò ñîâîêóïíîñòü N ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, òàê êàê åñëè
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè N − 1 ðàâåí íóëþ äëÿ ëþáûõ t ∈ [a, b], òî âñå åãî êîýô-
ôèöèåíòû ðàâíû íóëþ. Çíà÷èò, â äàííîì ïðîñòðàíñòâå C[a, b] äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N èìååòñÿ íàáîð èç N ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî C[a, b] áåñêîíå÷íîìåðíî.

3.5. Èçîìîðôíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ

Òàê êàê åäèíñòâåííûìè îïåðàöèÿìè, êîòîðûå ââåäåíû â ëèíåéíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåê-
òîðà íà ÷èñëî, òî åñòåñòâåííî ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà L è L′ (îáà âåùåñòâåí-
íûå èëè îáà êîìïëåêñíûå) íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó ýëåìåí-
òàìè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå òàê, ÷òî åñëè âåêòîðó x ∈ L ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð x′ ∈ L′
(x ←→ x′), à âåêòîðó y ∈ L ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð y′ ∈ L′ (y ←→ y′),
òî:

1) âåêòîðó (x + y) ∈ L ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð (x′ + y′) ∈ L′ ((x +
+ y)←→ (x′ + y′));
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2) åñëè λ � ÷èñëî, òî âåêòîðó (λx) ∈ L ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð
(λx′) ∈ L′ ((λx)←→ (λx′)).

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, åñëè â èçîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
L è L′ âåêòîðàì x1, x2, ..., xn ∈ L ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû x′1, x′2 , ..., x′n ∈
∈ L′ (xi ←→ x′i), òî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ x1, ..., xn ñ êàêèìè-òî
êîýôôèöèåíòàìè ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ x′1, ..., x

′
n ñ

òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè:

λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn ←→ λ1x
′
1 + λ2x

′
2 + · · ·+ λnx

′
n.

Óòâåðæäåíèå 3.4. Åñëè ïðîñòðàíñòâà L è L′ èçîìîðôíû, òî íàáî-
ðó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ èç L ñîîòâåòñòâóåò íàáîð ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ èç L′, è íàîáîðîò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâà L è L′
èçîìîðôíû, òî íóëåâîìó âåêòîðó Θ ∈ L ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé âåêòîð
Θ′ ∈ L′. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ←→ x′, íî òîãäà (ñîãëàñíî ñâîéñòâó 2
èç îïðåäåëåíèÿ 3.7 ) Θ = 0x←→ 0x′ = Θ′.

Ïóñòü íàáîðó âåêòîðîâ x1, x2, ..., xn ∈ L ñîîòâåòñòâóåò íàáîð âåêòîðîâ
x′1, x

′
2, ..., x

′
n ∈ L′. Óñëîâèÿ Θ←→ Θ′ è

λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn ←→ λ1x
′
1 + λ2x

′
2 + · · ·+ λnx

′
n

îçíà÷àþò, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà

λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn = Θ

ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

λ1x
′
1 + λ2x

′
2 + · · ·+ λnx

′
n = Θ′

ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè λ1, λ2, ..., λn, è íàîáîðîò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìûå íàáîðû âåêòîðîâ ìîãóò áûòü ëèíåéíî çàâèñèìû èëè ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû òîëüêî îäíîâðåìåííî.

Óòâåðæäåíèå 3.5. Åñëè 2 ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà L è L′ èçîìîðô-
íû, òî èõ ðàçìåðíîñòè ðàâíû (dim(L) = dim(L′)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L è L′ èçîìîðôíû. Èç óòâåðæäåíèÿ 3.4 ñëå-
äóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â L è L′ îäíî
è òî æå, ò. å. ðàçìåðíîñòè L è L′ ðàâíû.

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.6. Âñå êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, èìåþùèå
îäíó è òó æå ðàçìåðíîñòü n, èçîìîðôíû äðóã äðóãó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L è L′ � 2 ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà ðàçìåð-
íîñòè n. Âûáåðåì áàçèñ e1, e2, ..., en â ïðîñòðàíñòâå L è áàçèñ e′1, e

′
2, ..., e

′
n â

L′. Ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó x ∈ L :

x = ξ1e1 + ξ2e2 + · · ·+ ξnen =
n∑

i=1

ξiei, (3.11)

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð x′ ∈ L′ ïî ïðàâèëó

x′ = ξ1e
′
1 + ξ2e

′
2 + · · ·+ ξne

′
n =

n∑
i=1

ξie
′
i

ò. å. ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ e′i ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî è
â (3.11).

Ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé âåêòîð
x ∈ L îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (3.11), ïîýòîìó ÷èñëà ξi, à ñëåäî-
âàòåëüíî, è âåêòîð x′ ∈ L′ îïðåäåëÿþòñÿ ïî x îäíîçíà÷íî. Ïðîñòðàíñòâà L
è L′ â äàííîì ïîñòðîåíèè ðàâíîïðàâíû, çíà÷èò, êàæäîìó x′ ∈ L′ îòâå÷àåò
âåêòîð èç L, è ïðèòîì îäèí.

Ïðîâåðèì ñâîéñòâà 1 è 2 èç îïðåäåëåíèÿ 3.7 . Ïóñòü x =
n∑

i=1

ξiei ∈ L

è y =
n∑

i=1

ηiei ∈ L, òîãäà x + y =
n∑

i=1

(ξi + ηi)ei è ïî ïîñòðîåíèþ âåêòîðó

x + y ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð
n∑

i=1

(ξi + ηi)e
′
i =

n∑
i=1

ξie
′
i +

n∑
i=1

ηie
′
i = x′ + y′.

Àíàëîãè÷íî,

λx =
n∑

i=1

(λξi)ei ←→
n∑

i=1

(λξi)e
′
i = λ

n∑
i=1

ξie
′
i = λx′.

Èòàê, èçîìîðôèçì L è L′ äîêàçàí.
Èç òåîðåìû 3.6 ñëåäóåò, ÷òî ñàìîé ñóùåñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé êî-

íå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ åãî ðàçìåðíîñòü.

3.6. n-ìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà C n è Rn

Èçîìîðôíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè
ïîçâîëÿåò ïðè èçó÷åíèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíî-
ñòè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì êàêîãî-òî îäíîãî (ïðîèçâîëüíîãî) ïðî-
ñòðàíñòâà.
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Â ïðèìåðå 3.2 áûëè ââåäåíû ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà C n è Rn � ïðî-
ñòðàíñòâà ìàòðèö èç îäíîãî ñòîëáöà. Áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîðû èç C n è
Rn áóêâàìè ñî ñòðåëêîé íàâåðõó:

~x =


x1
x2
...

xn

 , x1, x2, ..., xn ∈ C (R ).

Â ÷àñòíîñòè, íóëåâîé âåêòîð


0
0
...
0

 áóäåì îáîçíà÷àòü 1 ~0. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îïðåäåëåíû êàê ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè
äëÿ ìàòðèö íà ìíîæåñòâå Mn×1(C ) èëè Mn×1(R ). Êàê áûëî ïîêàçàíî â
3.4, ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ C n è Rn ðàâíû n.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç m âåêòîðîâ:

~a1 =


a11
a21
...

an1

 , ~a2 =


a12
a22
...

an2

 , ..., ~am =


a1m

a2m
...

anm

 . (3.12)

Âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ

λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λm~am = ~0

ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà n óðàâíåíèé ñ m íåèçâåñòíûìè:
a11λ1 + a12λ2 + · · ·+ a1mλm = 0,

a21λ1 + a22λ2 + · · ·+ a2mλm = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1λ1 + an2λ2 + · · ·+ anmλm = 0.

(3.13)

Ñòîëáöàìè ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû

A =


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

... . . . ...
an1 an2 · · · anm

 ,

ñëóæàò âåêòîðû ~a1, ~a2, ..., ~am. Òåïåðü ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòà-
ìè, ïîëó÷åííûìè â 2.6 è 2.7 äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé.

1 Íàïîìíèì, ÷òî â àáñòðàêòíîì ïðîñòðàíñòâå L íóëåâîé âåêòîð îáîçíà÷àëñÿ Θ.
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Îòìåòèì, ÷òî âñÿêèå m âåêòîðîâ (3.12) n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Cn

(èëè Rn) ñîñòàâëÿþò ïðè m > n ëèíåéíî çàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ.
Äåéñòâèòåëüíî, â îäíîðîäíîé ñèñòåìå (3.13) â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî íåèç-

âåñòíûõ m áîëüøå ÷èñëà óðàâíåíèé n, ïîýòîìó äàíàÿ ñèñòåìà èìååò áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî (îòëè÷íûõ îò òðèâèàëüíîãî) ðåøåíèé (ñì. òåîðåìó 2.3 ). À
ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìà.

Ïóñòü òåïåðü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà n âåêòîðîâ:

~a1 =


a11
a21
...

an1

 , ~a2 =


a21
a22
...

an2

 , ..., ~an =


an1
an2
...

ann

 . (3.14)

Òåîðåìà 3.7. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà âåêòîðîâ áûëà ëèíåéíî íåçà-
âèñèìîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

det(A) = det


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ

λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λn~an = ~0

ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòíîé ìàò-
ðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A:

a11λ1 + a12λ2 + · · ·+ a1nλn = 0,

a21λ1 + a22λ2 + · · ·+ a2nλn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1λ1 + an2λ2 + · · ·+ annλn = 0,

êîòîðàÿ, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4 , èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà det(A) 6= 0.

Ñëåäñòâèå 3.3. Åñëè det(A) = 0, òî íàáîð âåêòîðîâ, ñîñòàâëåííûé
èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, ëèíåéíî çàâèñèì.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ íåâûðîæäåííóþ êâàäðàò-
íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n, òî åå ñòîëáöû (à òàêæå òðàíñïîíèðîâàííûå ñòðî-
êè) îáðàçóþò ìíîæåñòâî èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 3.5 , òàêîé íàáîð âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Íàïðèìåð, âçÿâ
A = I (I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n), ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíûé áàçèñ
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ïðîñòðàíñòâ C n è Rn:

~e1 =


1
0
...
0

 , ~e2 =


0
1
...
0

 , ..., ~en =


0
0
...
1

 .

Ïðèâåäåì äðóãèå ïðèìåðû áàçèñîâ:

1. Âåêòîðû ~a1 =

[
1
i

]
, ~a2 =

[
i

−1 + i

]
îáðàçóþò áàçèñ â C 2, òàê êàê

det

[
1 i
i −1 + i

]
= −1 + i− i2 = i 6= 0.

2. Âåêòîðû ~a1 =

1
0
0

, ~a2 =

1
1
0

, ~a3 =

1
1
1

 îáðàçóþò áàçèñ â R 3 (à

òàêæå â C 3), òàê êàê

det

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 = 1 6= 0.

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû ~a2, ~a1, ~a3, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.5 , îáðàçóþò
óæå äðóãîé áàçèñ òîãî æå ïðîñòðàíñòâà (âàæåí ïîðÿäîê âåêòîðîâ).

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñêîëüêî óãîäíî ðàçëè÷íûõ áà-
çèñîâ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå C n(Rn). Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî âçÿòü
ñòîëáöû ëþáîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà
ïðè åãî ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó â ïðîñòðàíñòâå C n(Rn). Ïóñòü âåêòîðû

~a1, ~a2, ..., ~an îáðàçóþò áàçèñ â C n, à ~b ∈ C n � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

~b = β1~a1 + β2~a2 + · · ·+ βn~an.

Îíî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé


a11β1 + a12β2 + · · ·+ a1nβn = b1,

a21β1 + a22β2 + · · ·+ a2nβn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1β1 + an2β2 + · · ·+ annβn = bn.

(3.15)

Ñèñòåìà (3.15) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïî òåîðåìå Êðàìåðà (òåî-

ðåìà 2.2 ). Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò β1, β2, ..., βn âåêòîðà ~b â áàçèñå
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~a1,~a2, ...,~an äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñèñòåìó (3.15), íàïðèìåð ìåòîäîì Ãàóññà �
Æîðäàíà.

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò ðàâíîñèëüíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
1) det(A) 6= 0;
2) ñòîëáöû ìàòðèöû A îáðàçóþò áàçèñ â C n;
3) ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.15) èìååò (ïðè ëþáîì ñòîëáöå ñâî-

áîäíûõ ÷ëåíîâ ~b) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

3.7. Ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 3.8. Ïîäïðîñòðàíñòâîì L′ ïðîñòðàíñòâà L íàçûâà-
åòñÿ ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ýëåìåíòîâ èç L, ÷òî îíè ñàìè îáðàçóþò ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî ñ ââåäåííûìè â L îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
íà ÷èñëî.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîâîêóïíîñòü L′ ýëåìåíòîâ èç L îáðàçóåò ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L, åñëè èç x ∈ L′, y ∈ L′ ñëåäóåò x+y ∈ L′ è
αx ∈ L′ äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α. Âûïîëíåíèå àêñèîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïðè ýòîì ãàðàíòèðóåòñÿ èõ âûïîëíåíèåì â ïðîñòðàíñòâå L.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî L′ ïðîñòðàíñòâà L ñîäåðæèò
íóëåâîé ýëåìåíò Θ ∈ L.

Òàê êàê ïîäïðîñòðàíñòâî ñàìî åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òî âñå êîí-
ñòðóêöèè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (áàçèñ, ðàçìåðíîñòü è ò. ä.) ïðèìåíèìû è
ê ïîäïðîñòðàíñòâó. Î÷åâèäíî, ÷òî â ïîäïðîñòðàíñòâå íå ìîæåò áûòü áîëü-
øå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, ÷åì âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, ò. å. ðàçìåð-
íîñòü ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòè âñåãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð 3.6. Íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ò. å. ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòî-
ÿùåå èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà, � Θ. Åñòåñòâåííî, ÷òî dim(Θ) = 0. •

Ïðèìåð 3.7. Âñå ïðîñòðàíñòâî L. •
Íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî è âñå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþòñÿ îáû÷íî íå-

ñîáñòâåííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

Ïðèìåð 3.8. Â ïðîñòðàíñòâå C n ñîâîêóïíîñòü âñåõ òåõ âåêòîðîâ ~x =

=


x1
x2
...

xn

, äëÿ êîòîðûõ x1 = 0, îáðàçóåò ïîäïðîñòðàíñòâî. •

Ïðèìåð 3.9. Â ïðîñòðàíñòâå C [a, b] ñîâîêóïíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè íå âûøå n ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì. •
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Îïðåäåëåíèå 3.9. Âîçüìåì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L ïðîèçâîëü-
íîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ f1, f2, ..., fm; ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæ-
íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âûáðàííûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êîé âåêòîðîâ f1, f2, ..., fm, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü L(f1, f2, ..., fm) .

Óòâåðæäåíèå 3.6. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà
âåêòîðîâ f1, f2, ..., fm ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêëàäûâàÿ ìåæäó ñîáîé è óìíîæàÿ íà ÷èñëà ëè-
íåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ f1, f2, ..., fm, ñíîâà ïîëó÷àåì ëèíåéíûå êîì-
áèíàöèè ýòèõ æå âåêòîðîâ, ò. å. ýëåìåíòû ëèíåéíîé îáîëî÷êè. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 3.8 , ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ f1, f2, ..., fm íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì, ïîðîæäåííûì âåêòîðàìè f1, f2, ..., fm.

Óòâåðæäåíèå 3.7. Ïîäïðîñòðàíñòâî L′, ïîðîæäåííîå ëèíåéíî íå-
çàâèñèìûìè âåêòîðàìè e1, e2, ..., ek, ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíûì, è âåêòîðû

e1, e2, ..., ek

îáðàçóþò â íåì áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â L′ èìååòñÿ ñèñòåìà k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-
òîðîâ � âåêòîðû e1, e2, ..., ek. Åñëè x1, x2, ..., xl � ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûå âåêòîðû èç L′, òî îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòî-
ðîâ

e1, e2, ..., ek,

òàê êàê L′ åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ e1, e2, ..., ek. Çíà÷èò, ñîãëàñíî
òåîðåìå 3.3 , l ≤ k è, ñëåäîâàòåëüíî, L′ k-ìåðíî. Íàáîð âåêòîðîâ e1, e2, ..., ek

åñòü îäèí èç âîçìîæíûõ áàçèñîâ â L′.
Ñàìûìè ïðîñòûìè (åñëè èñêëþ÷èòü íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî) ÿâëÿ-

þòñÿ îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Áàçèñ âñÿêîãî òàêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
ñîñòîèò èç îäíîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà e1 ∈ L. Òàêèì îáðàçîì, îäíîìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà αe1, ãäå α � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

Àíàëîãè÷íî, âåêòîðû âèäà αe1 + βe2, ãäå e1 è e2 � ôèêñèðîâàííûå
ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû, à α è β � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, îáðàçóþò
äâóõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Óòâåðæäåíèå 3.8. Â ïðîñòðàíñòâå C n(Rn) ìíîæåñòâî X âåêòî-
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ðîâ ~x =


x1
x2
...

xn

, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ
α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0, (3.16)

ãäå α1, α2, ...,αn � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, íå âñå ðàâíûå íóëþ, îáðàçóåò
ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â (3.16) α1 6= 0, è ðàññìîòðèì
íàáîð âåêòîðîâ

~f1 =


−α2

α1
1
0
...
0

 , ~f2 =


−α3

α1
0
1
...
0

 , . . . , ~fn−1 =


−αn

α1
0
0
...
1

 ,

î÷åâèäíî ëèíåéíî íåçàâèñèìûé. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëþáîé
âåêòîð ~x ∈ X ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

~x =


x1
x2
x3
...

xn

 = x2 ~f1 + x3 ~f2 + · · ·+ xn
~fn−1,

ò. å. ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè n−1 âåêòîðîâ, ïðè÷åì íàáîð
âåêòîðîâ ~f1, ~f2, ..., ~fn−1 ëèíåéíî íåçàâèñèì.

3.8. Ðàçëîæåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L â ïðÿìóþ
ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü çàäàíû 2 ïîäïðîñòðàíñòâà L1 è L2 n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà L.

Îïðåäåëåíèå 3.10. Åñëè ëþáîé âåêòîð x ïðîñòðàíñòâà L ìîæíî,
è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó äâóõ âåêòîðîâ

x = x1 + x2,

ãäå x1 ∈ L1, à x2 ∈ L2, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L ðàçëîæåíî â
ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ L1 è L2.
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Ýòî îáû÷íî çàïèñûâàþò òàê:

L = L1+̇L2.

Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ L1 è L2 ïðîñòðàíñòâà L
âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. Ïîäïðîñòðàíñòâà L1 è L2 èìåþò òîëüêî îäèí îáùèé âåêòîð x =
= Θ (íóëåâîé âåêòîð).

2. Ñóììà ðàçìåðíîñòåé ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ðàâíà ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà L (dim L1 + dim L2 = dim L).

Òîãäà ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîä-
ïðîñòðàíñòâ L1 è L2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íåêîòîðûé áàçèñ e1, ..., ek â ïîäïðîñòðàí-
ñòâå L1 è áàçèñ f1, ..., fl â ïîäïðîñòðàíñòâå L2. Ïîñêîëüêó ñóììà ðàçìåðíî-
ñòåé L1 è L2 åñòü n, òî k + l = n.

Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû e1, ..., ek, f1, ..., fl ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò. å. îá-
ðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

λ1e1 + · · ·+ λkek + µ1f1 + · · ·+ µlfl = Θ;

îòñþäà
λ1e1 + · · ·+ λkek = −µ1f1 − · · · − µlfl.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ åñòü âåêòîð èç L1, à ïðàâàÿ èç � L2. Òàê
êàê, ïî óñëîâèþ, åäèíñòâåííûé îáùèé âåêòîð L1 è L2 åñòü íóëåâîé âåêòîð,
òî

λ1e1 + · · ·+ λkek = Θ, (3.17)

µ1f1 + · · ·+ µlfl = Θ. (3.18)

Íî êàæäûé èç íàáîðîâ e1, ..., ek è f1, ..., fl ñîñòîèò èç ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ âåêòîðîâ, òàê êàê ýòî áàçèñû â L1 è L2. Ïîýòîìó èç (3.17) ñëåäóåò,
÷òî

λ1 = · · · = λk = 0,

à èç (3.18) ñëåäóåò, ÷òî
µ1 = · · · = µl = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà e1, ..., ek, f1, ..., fl ñîñòîèò èç n ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ âåêòîðîâ, ò. å. ýòî áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L.

Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x èç L ìîæíî ðàçëîæèòü ïî âåêòîðàì ýòîãî
áàçèñà:

x = α1e1 + · · ·+ αkek + β1f1 + · · ·+ βlfl.

Ïðè ýòîì
x1 = α1e1 + · · ·+ αkek ∈ L1
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è
x2 = β1f1 + · · ·+ βlfl ∈ L2.

Òàêèì îáðàçîì,
x = x1 + x2,

ãäå x1 ∈ L1 è x2 ∈ L2. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò 2 ðàçëîæåíèÿ:

x = x1 + x2,

ãäå x1 ∈ L1, x2 ∈ L2, è
x = x′1 + x′2,

ãäå x′1 ∈ L1, x′2 ∈ L2. Âû÷èòàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî, ïîëó÷àåì:

x1 − x′1 = x′2 − x2.

Òàê êàê âåêòîð, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïðèíàäëåæèò L1, à âåê-
òîð, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè, ïðèíàäëåæèò L2, òî êàæäûé èç ýòèõ âåêòîðîâ
ðàâåí íóëþ, ò. å. x′1 = x1, x′2 = x2. Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ äîêàçàíà.

3.9. Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ

Äîïóñòèì, ÷òî çàäàíî 2 ïðîèçâîëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà L1 è L2 ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà L. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ, ïðè-
íàäëåæàùèõ îáîèì ýòèì ïîäïðîñòðàíñòâàì, òàêæå åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî
L0 ïðîñòðàíñòâà L. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì L1 è L2
è îáîçíà÷àåòñÿ

L0 = L1 ∩ L2.

Ïî äâóì ïîäïðîñòðàíñòâàì L1 è L2 ìîæíî ïîñòðîèòü åùå îäíî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ èõ ñóììîé. Âåêòîðàìè ýòîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ñóììû âèäà

x = x1 + x2, (3.19)

ãäå x1 ∈ L1, x2 ∈ L2.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýëåìåíòû âèäà (3.19) îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî L̃ íàçûâàåòñÿ ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ L1 è L2 è îáî-
çíà÷àåòñÿ

L̃ = L1 + L2.

Çàìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïðÿìîé ñóììû äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàïèñü
ýëåìåíòà èç L̃ â âèäå (3.19) ìîæåò áûòü íåîäíîçíà÷íîé. Äîêàæåì ñíà÷àëà
âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.
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Ëåììà 3.1. Ïóñòü â ïîäïðîñòðàíñòâå L1 ñ dim(L1) = k èìååòñÿ
l (l < k) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ f1, f2, ..., fl, òîãäà íàáîð âåêòîðîâ
f1, f2, ..., fl ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà â L1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê l < k, â L1 íàéäåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð
(îáîçíà÷èì åãî fl+1), êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòî-
ðîâ f1, f2, ..., fl, ò. å. íàáîð âåêòîðîâ f1, f2, ..., fl, fl+1 � ëèíåéíî íåçàâèñèì
(ïî÷åìó?). Åñëè áû òàêîãî âåêòîðà íå íàøëîñü, òî ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî
ðàçìåðíîñòü L1 ðàâíà l (ëþáîé âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè l ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ f1, f2, ..., fl). Åñëè l + 1 = k,
òî ëåììà äîêàçàíà, åñëè l + 1 < k, òî â L1 íàéäåòñÿ âåêòîð fl+2, íå ÿâ-
ëÿþùèéñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ f1, f2, ..., fl, fl+1, ò. å. ïîëó÷àåì
íàáîð f1, f2, ..., fl+2 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Åñëè l+2 = k, òî ëåììà
äîêàçàíà, åñëè l + 2 < k, òî ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ïîëó÷åíèÿ
íàáîðà èç k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ f1, f2, ..., fl, fl+1, ..., fk.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü çàäàíû 2 ïîäïðîñòðàíñòâà L1 è L2 ïðîñòðàí-
ñòâà L. Òîãäà ñóììà ðàçìåðíîñòåé L1 è L2 ðàâíà ðàçìåðíîñòè èõ ñóììû
ïëþñ ðàçìåðíîñòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ, ò. å. âûïîëíåíî:

dim(L1) + dim(L2) = dim(L1 + L2) + dim(L1 ∩ L2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â ïåðåñå÷åíèè L0 = L1 ∩ L2 áàçèñ

e1, ..., ek. (3.20)

Äîïîëíèì íàáîð âåêòîðîâ (3.20) äî áàçèñà â L1 (ñì. ëåììó 3.1 ):

e1, ..., ek, f1, ..., fl (3.21)

è äîïîëíèì (3.20) äî áàçèñà â L2:

e1, ..., ek, g1, ..., gm. (3.22)

Îòìåòèì ÷àñòíûå ñëó÷àè: åñëè L0 = L1 ∩ L2 = Θ, òî îòñóòñòâóþò
âåêòîðû e1, ..., ek; åñëè L2 = L1∩L2, òî îòñóòñòâóþò âåêòîðû f1, ..., fl; åñëè
L1 = L1 ∩ L2, òî îòñóòñòâóþò âåêòîðû g1, ..., gm.

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé (ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà
âåêòîðîâ e1, ..., ek, f1, ..., fl è g1, ..., gm íå ïóñòû), äîêàçàòåëüñòâà â ÷àñò-
íûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðîâåñòè ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè. Ïîêàæåì,
÷òî íàáîð âåêòîðîâ

f1, ..., fl, e1, ..., ek, g1, ..., gm (3.23)

îáðàçóåò áàçèñ â ñóììå L̃ = L1 + L2. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ýòè âåêòîðû
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

λ1f1 + · · ·+ λlfl + µ1e1 + · · ·+ µkek + ν1g1 + · · ·+ νmgm = Θ.
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Òîãäà

λ1f1 + · · ·+ λlfl + µ1e1 + · · ·+ µkek = −ν1g1 − · · · − νmgm.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà åñòü âåêòîð èç L1, ïðàâàÿ � èç L2. Òàêèì îáðà-
çîì, ýòà ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü îäíîâðåìåííî âåêòîð èç L1 è èç L2, ò. å. ïðèíàä-
ëåæèò L0, è çíà÷èò, âûðàæàåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ áàçèñà
e1, ..., ek ïîäïðîñòðàíñòâà L0:

−ν1g1 − · · · − νmgm = c1e1 + · · ·+ ckek.

Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ (3.22) ýòî âîçìîæíî òîëüêî
êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû � íóëè. Â ÷àñòíîñòè, ν1 = · · · = νm = 0, ò. å. âû-
ïîëíåíî

λ1f1 + · · ·+ λlfl + µ1e1 + · · ·+ µkek = Θ.

Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ (3.21) ïîëó÷àåì, ÷òî è âñå êîýô-
ôèöèåíòû λ1, ..., λl, µ1, ...,µk ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ íåçà-
âèñèìîñòü ñèñòåìû (3.23) äîêàçàíà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âñÿêèé âåêòîð x ∈ L̃ âûðàæàåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû. Ïî îïðåäåëåíèþ L̃, âåêòîð x ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

x = x1 + x2,

ãäå x1 ∈ L1, x2 ∈ L2. Òàê êàê x1 ∈ L1, òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ (3.21). Àíàëîãè÷íî x2 ∈ L2 è x2 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ (3.22). Ñêëàäûâàÿ, ïîëó-
÷èì, ÷òî âåêòîð x ïðåäñòàâèì êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèñòåìû (3.23).

Èòàê, âèäèì, ÷òî âåêòîðû

f1, ..., fl, e1, ..., ek, g1, ..., gm,

ñ îäíîé ñòîðîíû, ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêèé âåêòîð
èç L̃ åñòü èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.2 îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ýòè âåêòîðû îáðàçóþò áàçèñ â L̃. Èòàê, èìååì k âåêòîðîâ (3.20), îáðà-
çóþùèõ áàçèñ â L0, k + l âåêòîðîâ (3.21), îáðàçóþùèõ áàçèñ â L1, k + m
âåêòîðîâ (3.22), îáðàçóþùèõ áàçèñ â L2, è k + l + m âåêòîðîâ (3.23), îá-

ðàçóþùèõ áàçèñ â L̃ = L1 + L2. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå òåîðåìû,
îçíà÷àþùåå, ÷òî

(k + l) + (k + m) = (k + l + m) + k,

äîêàçàíî.
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ëþáûì äâóì 15-ìåðíûì ïîäïðî-

ñòðàíñòâàì ½òåñíî“ â 28-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïî êðàé-
íåé ìåðå ïî äâóõìåðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó. Äåéñòâèòåëüíî, ñóììà èõ ðàç-
ìåðíîñòåé ðàâíà 30, à ðàçìåðíîñòü ñóììû íå ìîæåò, êîíå÷íî, ïðåâîñõîäèòü
ðàçìåðíîñòè âñåãî ïðîñòðàíñòâà, ò. å. 28.
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3.10. Ðàíã ìàòðèöû

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó A ðàçìåðà m × n. Ïóñòü k ≤ m
è k ≤ n. Âûäåëèì â ýòîé ìàòðèöå êàêèå-íèáóäü k ñòðîê è k ñòîëáöîâ.
Ýëåìåíòû, ñòîÿùèå íà ïåðåñå÷åíèè ýòèõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, îáðàçóþò êâàä-
ðàòíóþ ìàòðèöó k-ãî ïîðÿäêà. Åå îïðåäåëèòåëü íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì k-ãî
ïîðÿäêà ìàòðèöû A.

Ïðèìåð 3.10. Ïóñòü äàíà ìàòðèöà

A =

1 2 3 4
2 0 −1 1
0 4 5 0

 .

Äëÿ ýòîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåò 12 ìèíîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, 18 ìèíîðîâ
âòîðîãî ïîðÿäêà è 4 ìèíîðà òðåòüåãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, åñëè âûäåëèòü
ïåðâóþ è òðåòüþ ñòðîêè è ïåðâûé è òðåòèé ñòîëáöû ìàòðèöû, òî ïîëó÷èì

det

[
1 3
0 5

]
= 5 � îäèí èç ìèíîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ìàòðèöû A. •

Îïðåäåëåíèå 3.11. Ðàíãîì íåíóëåâîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ íàè-
âûñøèé ïîðÿäîê îòëè÷íûõ îò íóëÿ ìèíîðîâ ýòîé ìàòðèöû. Îáîçíà÷à-
åòñÿ r(A) èëè rank(A). Ðàíã íóëåâîé ìàòðèöû ïîëàãàåì ðàâíûì íóëþ
(rank(Θ) = 0).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàíã ìàòðèöû ðàâåí r, òî ñðåäè ìèíîðîâ ýòîé
ìàòðèöû åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ìèíîð r-ãî ïîðÿäêà, îòëè÷íûé îò íóëÿ,
â òî âðåìÿ êàê âñå åå ìèíîðû ïîðÿäêà r + 1 è âûøå ðàâíû íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 3.12. Åñëè rank(A) = r, òî ëþáîé îòëè÷íûé îò íóëÿ
ìèíîð ïîðÿäêà r íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì ìèíîðîì ìàòðèöû A.

Ïðèìåð 3.11. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =

3 2 1
2 0 −1
0 4 5

 .

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû

det(A) = 3 det

[
0 −1
4 5

]
− 2 det

[
2 1
4 5

]
= 3 · 4− 2 · 6 = 0,

íî òàê êàê det

[
3 2
2 0

]
= −4 6= 0, òî rank(A) = 2. •
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Òåîðåìà 3.10. Ðàíã òðàíñïîíèðîâàííîé 1 ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó èñ-
õîäíîé, ò. å. rank(A) = rank(A′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.2 äëÿ îïðåäåëèòåëåé,
êàæäûé ìèíîð òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ðàâåí íåêîòîðîìó ìèíîðó èñ-
õîäíîé ìàòðèöû, è íàîáîðîò. Ñëåäîâàòåëüíî, r(A) = r(A′).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñòîëáöàì è
ñòðîêàì ìàòðèöû (ïðè ýòîì ïðîèçâîëüíóþ ñòðîêó (m × n)-ìàòðèöû ðàñ-
ñìàòðèâàåì êàê n-ìåðíûé âåêòîð, ðàâíûé òðàíñïîíèðîâàííîé ñòðîêå), è
ãîâîðèòü, ÷òî ñòîëáöû èëè ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè ëèíåéíî íåçà-
âèñèìà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 3.11. Åñëè ðàíã ìàòðèöû ðàâåí r, òî â ýòîé ìàòðèöå
ìîæíî íàéòè r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê (ñòîëáöîâ), ïðè÷åì âñå
îñòàëüíûå åå ñòðîêè (ñòîëáöû), åñëè îíè åñòü, âûðàæàþòñÿ â âèäå ëè-
íåéíûõ êîìáèíàöèé ýòèõ r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê (ñòîëáöîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A ðàçìåðà m × n, ïðè÷åì
rank(A) = r. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî áàçèñíîìó ìèíîðó
r-ãî ïîðÿäêà ýòîé ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóåò ïîäìàòðèöà, ðàñïîëîæåííàÿ â
ëåâîì âåðõíåì óãëó, ò. å. ÷òî

A =

a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn

 è ∆ = det

a11 · · · a1r
... . . . ...

ar1 · · · arr

 6= 0.

Äîêàæåì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ïåðâûå r ñòðîê ìàòðèöûA áóäóò ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. (Åñëè îòëè÷åí îò íóëÿ íå ýòîò, à êàêîé-íèáóäü äðóãîé ìèíîð r-
ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A, òî ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè áóäóò èìåííî òå ñòðîêè,
êîòîðûå îáðàçóþò ýòîò áàçèñíûé ìèíîð.) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, íàîáîðîò, ýòè
ñòðîêè 1 ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà îäíà èç íèõ, ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
A(r), ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå:

A(r) = α1A
(1) + α2A

(2) + · · ·+ αr−1A
(r−1).

Âû÷òåì èç r-é ñòðîêè ìàòðèöû A ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà α1,
âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà α2, è ò. ä., íàêîíåö, (r− 1)-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ

íà αr−1. Ïîñëå òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé r-ÿ ñòðîêà ïîëó÷åííîé ìàòðèöû Ã
îêàæåòñÿ ñîñòîÿùåé èç îäíèõ íóëåé. Ïðè ýòîì îïðåäåëèòåëü ∆ íå äîëæåí

1 Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû A òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà îáîçíà÷àåòñÿ A′ (ñì.

îïðåäåëåíèå 1.7).
1 Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû A åå i-ÿ ñòðîêà îáîçíà÷àåòñÿ A(i), à åå j-é ñòîëáåö � A(j)

(ñì. ñ. 23).
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áûë áû èçìåíèòüñÿ, îäíàêî îí ñòàíåò ðàâíûì íóëþ. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå è äîêàçûâàåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ïåðâûõ r ñòðîê ìàòðèöû
A.

Äîêàæåì òåïåðü âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû � î òîì, ÷òî âñå îñòàëüíûå
ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç åå ïåðâûå r ñòðîê. Ïóñòü
r < k ≤ m è 1 ≤ l ≤ n. Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (r + 1)-ãî
ïîðÿäêà:

D = det


a11 · · · a1r a1l

a21 · · · a2r a2l
... . . . ...

...
ar1 · · · arr arl

ak1 · · · akr akl

 .

Îí ðàâåí íóëþ ïðè âñåõ k è l: åñëè l ≤ r, òî ó íåãî 2 îäèíàêîâûõ ñòîëáöà,
åñëè æå l > r, òî ýòî ìèíîð (r + 1)-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû ðàíãà r, è ïîýòîìó
D = 0. Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü D ïî ýëåìåíòàì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà:

a1lA1 + a2lA2 + · · ·+ arlAr + aklAr+1 = 0,

ãäå ÷åðåç Ai îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ. Çà-
ìåòèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ A1, ..., Ar+1 ýëåìåíòîâ ïîñëåäíåãî
ñòîëáöà çàâèñÿò îò k, íî íå çàâèñÿò îò l. Êðîìå òîãî, Ar+1 = (−1)2r+2∆ 6= 0,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçäåëèâ íà Ar+1, ïîëó÷èì:

akl = c1a1l + c2a2l + · · ·+ crarl,

ãäå ci = − Ai

Ar+1
íå çàâèñÿò îò l. Ïîäñòàâëÿÿ l = 1, 2, ..., n, ïîëó÷èì:

ak1 = c1a11 + c2a21 + · · ·+ crar1,
ak2 = c1a12 + c2a22 + · · ·+ crar2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
akn = c1a1n + c2a2n + · · ·+ crarn.

Íî ýòè ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî k-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ
÷åðåç åå ïåðâûå r ñòðîê:

A(k) = c1A
(1) + c2A

(2) + · · ·+ crA
(r).

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñòîëáöîâ ïðîâîäèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû A′. Åå ðàíã òàêæå ðàâåí r, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.10 ,
à ñòðîêàìè ñëóæàò ñòîëáöû ìàòðèöû A.

Èç òåîðåìû 3.11 î÷åâèäíî âûòåêàþò ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 3.4. Åñëè rank(A) = r, òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ñòðîê è ðàâíî r.
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Ñëåäñòâèå 3.5. Ðàçìåðíîñòè ëèíåéíûõ îáîëî÷åê ñòîëáöîâ ïðîèç-
âîëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû A

A(1), A(2), . . . , A(n)

è ëèíåéíûõ îáîëî÷åê òðàíñïîíèðîâàííûõ ñòðîê ìàòðèöû A(
A(1)

)′

,
(
A(2)

)′

, . . . ,
(
A(m)

)′

ñîâïàäàþò è ðàâíû ðàíãó ìàòðèöû A (rank(A)).

Äàííîå ñëåäñòâèå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèé 3.4 è 3.2 .
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû åå ñíà÷àëà ïðèâîäÿò ê íàèáîëåå ïðî-

ñòîìó âèäó ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äî-
ïóñòèìûìè íàçûâàþòñÿ (àíàëîãè÷íî äîïóñòèìûì ïðåîáðàçîâàíèÿì, ðàñ-
ñìîòðåííûì â ãë. 1) ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû:

1) ïåðåñòàíîâêà ñòðîê èëè ñòîëáöîâ;
2) óìíîæåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè èëè ñòîëáöà íà ëþáîå ÷èñëî, îò-

ëè÷íîå îò íóëÿ;
3) ïðèáàâëåíèå êî âñåì ýëåìåíòàì ñòðîêè èëè ñòîëáöà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà, óìíîæåííûõ íà îäíî è òî æå
÷èñëî.

Òåîðåìà 3.12. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìàòðèöû åå ðàíã
íå ìåíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì òåîðåìû 3.10 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòó
òåîðåìó òîëüêî äëÿ ñòîëáöîâ.

Ïóñòü â ìàòðèöå A ïðîèçâîëüíî ïåðåñòàâëåíû åå ñòîëáöû. Ïîêàæåì,
÷òî ýòà îïåðàöèÿ íå ìåíÿåò ðàíã ìàòðèöû. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçìåðíîñòü
ëèíåéíîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ

A(1), A(2), . . . , A(n)

íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå îíè çàïèñàíû; ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 3.5 , è ðàíã ìàòðèöû íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà åå ñòîëáöîâ.

Ïðè óìíîæåíèè âñåõ ýëåìåíòîâ j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû íà ÷èñëî c 6= 0 òå
èç åå ìèíîðîâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ j-ãî ñòîëáöà, íå èçìåíÿòñÿ, à
îñòàëüíûå ìèíîðû óìíîæàþòñÿ íà c 6= 0 (óòâåðæäåíèå 2.2 ), ò. å. åñëè ìèíîð
ðàâíÿëñÿ íóëþ, òî îí îñòàíåòñÿ ðàâíûì íóëþ, åñëè æå îí áûë îòëè÷åí
îò íóëÿ, òî òàêæå áóäåò íå ðàâíûì íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàèâûñøèé
ïîðÿäîê îòëè÷íîãî îò íóëÿ ìèíîðà ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî,
âòîðîå äîïóñòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå íå èçìåíÿåò ðàíã ìàòðèöû.

Ïóñòü ê j-ìó ñòîëáöó ìàòðèöû A ïðèáàâëåí m-é ñòîëáåö ýòîé æå ìàò-
ðèöû, óìíîæåííûé íà ÷èñëî λ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ

A(1), . . . , A(j), . . . , A(m), . . . , A(n)
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çàìåíåíà íà ñèñòåìó

A(1), . . . , A(j) + λA(m), . . . , A(m), . . . , A(n).

Ïîêàæåì, ÷òî ëèíåéíûå îáîëî÷êè L1 è L2 îáåèõ ýòèõ ñèñòåì ñîâïàäàþò.
Äåéñòâèòåëüíî, âñå âåêòîðû âòîðîé ñèñòåìû âõîäÿò â ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
ïåðâîé ñèñòåìû, ïîýòîìó L2 ⊂ L1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàâåíñòâî

a(j) = (a(j) + λa(m))− λa(m)

ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîð a(j) âõîäèò â ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ âòîðîé
ñèñòåìû; òàê êàê âñå îñòàëüíûå âåêòîðû ïåðâîé ñèñòåìû, î÷åâèäíî, òàê-
æå âõîäÿò â ýòó ëèíåéíóþ îáîëî÷êó, òî L1 ⊂ L2. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
L1 = L2, ïîýòîìó ðàíã ìàòðèöû A íå ìåíÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå òðåòüåãî äîïó-
ñòèìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3.9. Èñêëþ÷åíèå èç ìàòðèöû ñòîëáöà, ñîñòîÿùåãî
èç íóëåé, äàåò ìàòðèöó òîãî æå ðàíãà (íî äðóãîãî ðàçìåðà).

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñòðîêè, ñîñòîÿùåé èç
íóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ìàòðèöå èìååòñÿ ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç
íóëåé, òîãäà åìó îòâå÷àåò íóëåâîé âåêòîð Θ. Î÷åâèäíî, ÷òî èñêëþ÷åíèå
íóëåâîãî âåêòîðà èç ñèñòåìû âåêòîðîâ a(1), a(2), . . . , a(n) íå ìåíÿåò ëèíåé-
íîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ a(1), a(2), . . . , a(n), ñëåäîâàòåëüíî, íå èçìåíÿþòñÿ åå
ðàçìåðíîñòü è ðàíã ìàòðèöû. Êàê îáû÷íî, óòâåðæäåíèå äëÿ ñòðîê ñëåäóåò
èç òåîðåìû 3.10 .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû åå ïðè ïîìîùè äîïóñòèìûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ïðèâîäÿò ëèáî ê åäèíè÷íîé, ëèáî ê ìàòðèöå âèäà

1 0 · · · 0 · · ·
0 1 · · · 0 · · ·
...

... . . . ... . . .
0 0 · · · 1 · · ·


︸ ︷︷ ︸

r + s

r,

ðàíã êîòîðîé, î÷åâèäíî, ðàâåí r. Ýòî âñåãäà âîçìîæíî ïðè ïîìîùè ýëåìåí-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé àëãîðèòìà Ãàóññà�Æîðäàíà (ñì. ãë. 1) ñ ó÷åòîì
òåîðåìû 3.12 è óòâåðæäåíèÿ 3.9 .

Ïðèìåð 3.12. Íàéäåì ðàíã ìàòðèöû

A =

3 2 1 2
2 0−1 1
0 4 5 1

 .
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Ïðîâåäÿ ñåðèþ äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé (áåç ïîèñêà âåäóùåãî ýëåìåí-
òà), ïîëó÷èì3 2 1 2

2 0−1 1
0 4 5 1

 =⇒

 1 2 3 2
−1 0 2 1
5 4 0 1

 =⇒

1 2 3 2
0 2 5 3
0−6−15−9

 =⇒

=⇒

1 0−2−1
0 2 5 3
0 0 0 0

 =⇒
[
1 0 −2 −1
0 1 5/2 3/2

]
,

ñëåäîâàòåëüíî, rank(A) = 2.
Â êà÷åñòâå áàçèñíîãî ìèíîðà ìàòðèöû ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,

det

[
2 1
0−1

]
= −2 6= 0.

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî A(1) è A(2) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à A(3) ëèíåéíî
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç A(1) è A(2):

0
4
5
1


′

= 2


3
2
1
2


′

+ (−3)


2
0
−1

1


′

.

Â òî æå âðåìÿ, ñòîëáöû A(2) è A(3) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à A(1) è A(4) ëè-
íåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç A(2) è A(3). •

3.11. Òåîðåìà Êðîíåêåðà �Êàïåëëè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè
a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm.

(3.24)

Ïóñòü A � ìàòðèöà ñèñòåìû, à B � ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (3.24).
ßñíî, ÷òî rank(A) ≤ rank(B), òàê êàê êàæäûé ìèíîð ìàòðèöû A áóäåò è
ìèíîðîì ìàòðèöû B, íî íå íàîáîðîò.

Òåîðåìà 3.13 (Êðîíåêåðà �Êàïåëëè). Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé (3.24) ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rank(A) = rank(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. =⇒ Ïóñòü (3.24) ñîâìåñòíà, áóäåì ðåøàòü ñè-
ñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà �Æîðäàíà. Â ðåçóëüòàòå âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàíãè
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ìàòðèöû è ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû íå ìåíÿþòñÿ. Ñîâìåñòíîñòü ñè-
ñòåìû îçíà÷àåò, ÷òî îíà ïðèâîäèòñÿ ëèáî ê ñèñòåìå âèäà (1.19), ëèáî ê
ñèñòåìå âèäà (1.20) (ñì. 1.2, ìåòîä Ãàóññà �Æîðäàíà), äëÿ êîòîðîé ðàíã
ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû è ðàâåí êî-
ëè÷åñòâó ñòðîê â ýòîé ìàòðèöå. Ïîýòîìó è â èñõîäíîé ñèñòåìå rank(A) =
rank(B).

⇐= Ïóñòü rank(A) = rank(B) = k. Äîêàæåì, ÷òî (3.24) ñîâìåñòíà.
Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî îòëè÷íîìó îò íóëÿ ìèíîðó ïîðÿäêà
k ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâóåò åå ïîäìàòðèöà, ðàñïîëîæåííàÿ â åå ëåâîì âåðõ-
íåì óãëó (ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê � óðàâíåíèé ñèñòåìû
è ñòîëáöîâ):

D = det

a11 · · · a1k
... . . . ...

ak1 · · · akk

 6= 0.

Òîãäà ïåðâûå k ñòðîê ìàòðèöû B ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à òàê êàê ðàíã
åå ðàâåí k, òî îñòàëüíûå ñòðîêè ìàòðèöû B ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ïåðâûå åå k ñòðîê. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäíèå m−k óðàâíåíèé ñèñòåìû
(3.24) ïîëó÷àþòñÿ êàê ñóììû ïåðâûõ k óðàâíåíèé ñ íåêîòîðûìè êîýôôè-
öèåíòàìè (ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäíèå m− k óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè
ïåðâûõ k óðàâíåíèé ñèñòåìû). Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðåøèòü ïåðâûå
k óðàâíåíèé ñèñòåìû; èõ ðåøåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè áóäóò óäîâëåòâîðÿòü è
îñòàëüíûì m− k óðàâíåíèÿì. Äàëåå âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ:

1) k = n. Òîãäà ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ïåðâûõ n óðàâíåíèé ñèñòåìû
(3.24), 

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + · · ·+ annxn = bn,

ìîæíî ðåøàòü, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå;

2) k < n. Âîçüìåì ïåðâûå k óðàâíåíèé ñèñòåìû è, îñòàâèâ â ëåâûõ ÷à-
ñòÿõ ñèñòåìû ïåðâûå k íåèçâåñòíûõ, îñòàëüíûå ïåðåíåñåì â ïðàâûå ÷àñòè:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1kxk = b1 − a1,k+1xk+1 − · · · − a1nxn,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2kxk = b2 − a2,k+1xk+1 − · · · − a2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ akkxk = bk − ak,k+1xk+1 − · · · − aknxn.

(3.25)

Íàçîâåì íåèçâåñòíûå xk+1, ..., xn ñâîáîäíûìè. Èì ìîæíî ïðèäàâàòü êàêèå
óãîäíî çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ íåèçâåñò-
íûõ x1, ..., xk èç ñèñòåìû (3.25), â êîòîðîé îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû D 6= 0
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(ïî òåîðåìå Êðàìåðà îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáûõ ïðàâûõ
÷àñòÿõ). Ñèñòåìà (3.25) ñîâìåñòíà è èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Çàìå÷àíèå 3.2. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä Ãàóñà�Æîðäàíà ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåò ïåðåñòà-
íîâîê êàê ñòðîê, òàê è ñòîëáöîâ â èñõîäíîé ìàòðèöå. Ïðè ýòîì òàêèå ïå-
ðåñòàíîâêè îïðåäåëåíû, â îáùåì ñëó÷àå, íåîäíîçíà÷íî. Íåñìîòðÿ íà ýòó
íåîäíîçíà÷íîñòü èç òåîðåìû Êðîíåêåðà�Êàïåëëè ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñèñòå-
ìà èìååò ðåøåíèå, òî â ìåòîäå Ãàóñà�Æîðäàíà ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ
ïåðåñòàíîâêàõ ñòðîê è ñòîëáöîâ êîíå÷íàÿ ìàòðèöà âñåãäà èìååò îäíî è òî
æå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê, ðàâíîå ðàíãó èñõîäíîé ìàòðèöû. ⊗

Ïðèìåð 3.13. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
x1 + 2x2 + 3x3 = 2,

x1 − x2 + x3 = 0,

x1 + 3x2 − x3 = −2,

3x1 + 4x2 + 3x3 = 0.

Òàê êàê det

1 2 3
1−1 1
1 3 −1

 = 14 6= 0, òî rank(A) = 3. Òàê êàê

det(B) = det


1 2 3 2
1−1 1 0
1 3−1−2

3 4 3 0

 = 0,

òî rank(B) < 4, íî rank(B) ≥ r(A). Ñëåäîâàòåëüíî, rank(B) = rank(A) =
= 3, è ñèñòåìà ñîâìåñòíà.

Äåéñòâèòåëüíî, â äàííîé ñèñòåìå ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì ïåðâûõ òðåõ (÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ðàâíî ñóììå ïåðâûõ òðåõ óðàâ-
íåíèé), è åãî ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ñèñòåìû. Èç ïåðâûõ òðåõ óðàâíåíèé
ñèñòåìû íàõîäèì: x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1 (íàïðèìåð, ïî ôîðìóëàì Êðà-
ìåðà). •

Ïðèìåð 3.14. Ïóñòü
x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 0,

x1 − x2 + x3 + 2x4 = 4,

x1 + 5x2 + 5x3 − 4x4 = −4,

x1 + 8x2 + 7x3 − 7x4 = −8.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàíãîâ ìàòðèö A è B ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì
Ãàóññà �Æîðäàíà ê ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì
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ñëó÷àå óäàåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó áåç ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ:
1 2 3 −1 0
1 −1 1 2 4
1 5 5 −4 −4
1 8 7 −7 −8

⇔


1 2 3 −1 0
0 −3 −2 3 4
0 3 2 −3 −4
0 6 4 −6 −8

⇔

⇔


1 2 3 −1 0

0 1
2

3
−1 −4

3
0 3 2 −3 −4
0 6 4 −6 −8

⇔


1 0
5

3
1

8

3

0 1
2

3
−1 −4

3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî rank(A) = rank(B) = 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñè-
ñòåìà ñîâìåñòíà.

Îòìåòèì, ÷òî íàõîæäåíèå ðàíãîâ ìàòðèö A è B äëÿ êîíêðåòíîé ñèñòå-
ìû ìåòîäîì Ãàóññà�Æîðäàíà ïðèâîäèò îäíîâðåìåííî ê ðåøåíèþ ñèñòåìû.
Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñëåäíåé òàáëèöû ïîëó÷àåòñÿ:{

x1 = 8/3− 5/3x3 − x4,

x2 = −4/3− 2/3x3 + x4.
•

Ïðèìåð 3.15. Ïóñòü
x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 0,

x1 − x2 + x3 + 2x4 = 4,

x1 + 5x2 + 5x3 − 4x4 = −4,

x1 + 8x2 + 7x3 − 7x4 = 6.

Òàê êàê rank(A) = 2, rank(B) = 3 (ïðîâåðüòå), òî äàííàÿ ñèñòåìà íåñîâ-
ìåñòíà. •

3.12. Îäíîðîäíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé îäíîðîäíûõ ñèñòåì. Ðàíåå áûëî ïîêà-
çàíî, ÷òî òàêèå ñèñòåìû âñåãäà ñîâìåñòíû. Âûÿñíèì, êîãäà îäíîðîäíàÿ
ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è êîãäà îíà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðåøåíèé. Ïóñòü n � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ è A � ìàòðèöà ñèñòåìû.

Òåîðåìà 3.14. Åñëè k = rank(A), òî ïðè k = n ñèñòåìà èìååò
åäèíñòâåííîå (íóëåâîå) ðåøåíèå, ïðè k < n ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðåøåíèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè k = n, òî èìååì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, îïðå-
äåëèòåëü êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êðàìåðà,
ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå (íóëåâîå) ðåøåíèå.

Åñëè k < n, òî, ðåøàÿ ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà�Æîðäàíà, ïðèäåì ê
ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé âèäà (2.19), êîòîðàÿ èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé (ñì. 1.2).

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé k < n. Ñèñòåìà èìååò âèä
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0,

(3.26)

èëè â ìàòðè÷íîé çàïèñè A~x = ~0, ãäå

~x =


x1
x2
...

xn

 ; ~0 =


0
0
...
0

 .

Ïóñòü

x1 = α1, x2 = α2, ..., xn = αn; ~e1 =


α1
α2
...

αn


� êàêîå-íèáóäü íåíóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.26), ò. å. A~e1 = ~0. Âåêòîð
c~e1, ãäå c � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.26),

òàê êàê A(c~e1) = cA~e1 = c~0 = ~0. Åñëè ~e2 =


β1
β2
...

βn

 � êàêîå-íèáóäü äðóãîå

ðåøåíèå ñèñòåìû (3.26), òî ïðè ëþáûõ c1, c2 ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ c1~e1+
+ c2~e2 ýòèõ ðåøåíèé òîæå áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.26):

A(c1~e1 + c2~e2) = Ac1~e1 + Ac2~e2 = c1A~e1 + c2A~e2 = c1~0 + c2~0 = ~0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñè-
ñòåìû (3.26) òîæå áóäåò åå ðåøåíèåì. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñò-
âî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì (ïðî-
ñòðàíñòâîì ðåøåíèé). Îïðåäåëèì ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è íàé-
äåì åãî áàçèñ.
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Îïðåäåëåíèå 3.13. Ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé

~e1, ~e2, ..., ~ep

ñèñòåìû (3.26) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè êàæäîå ðåøåíèå ~x
ñèñòåìû (3.26) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ðåøåíèé ~e1, ~e2, ..., ~ep :

~x = c1~e1 + c2~e2 + · · ·+ cp~ep. (3.27)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé

~e1, ~e2, ..., ~ep

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé è ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
ðàâíà p. Ôîðìóëó (3.27) îáû÷íî íàçûâàþò îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé
ñèñòåìû (3.26).

Òåîðåìà 3.15. Åñëè ðàíã k ìàòðèöû îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
(3.26) ìåíüøå n, òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû
p = n− k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü rank(A) = k, k < n, è ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè, íåíóëåâîé ìèíîð k-ãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóåò ïîäìàòðèöå, ñòîÿùåé
â ëåâîì âåðõíåì óãëó ìàòðèöû A:

A =

a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn

 , D = det

a11 · · · a1k
... . . . ...

ak1 · · · akk

 6= 0.

Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ ñèñòåìà (3.26) ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé:


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1kxk + a1,k+1xk+1 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2kxk + a2,k+1xk+1 + · · ·+ a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ akkxk + ak,k+1xk+1 + · · ·+ aknxn = 0.

(3.28)

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê D 6= 0, òî ïîñëåäíèå n − k ñòðîê ÿâëÿþòñÿ ëè-
íåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ïåðâûõ n ñòðîê è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòàðíûìè
îïåðàöèÿìè ìîæíî ïîñëåäíèå n− k ñòðîê ïðåâðàòèòü â íóëåâûå è èñêëþ-
÷èòü èç ñèñòåìû. Ïåðåíîñÿ ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå xk+1, ..., xn ïåðâûõ k
óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.28) â ïðàâûå ÷àñòè, ïîëó÷èì ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ x1, ..., xk ñ íåíóëåâûì îïðåäåëèòåëåì:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1kxk = −a1,k+1xk+1 − · · · − a1nxn,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2kxk = −a2,k+1xk+1 − · · · − a2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ akkxk = −ak,k+1xk+1 − · · · − aknxn.

(3.29)
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Ïóñòü xk+1 = 1, xk+2 = 0, ..., xn = 0. Òîãäà ñèñòåìà (3.29) èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå x1 = α1, x2 = α2, ..., xk = αk. Ýòî äàåò íàì âåêòîð-ðåøåíèå
ñèñòåìû (3.28), à çíà÷èò, è ñèñòåìû (3.26):

~x1 =



α1
α2
...

αk

1
0
...
0


.

Àíàëîãè÷íî, ïðèäàâàÿ ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì çíà÷åíèÿ xk+1 = 0,
xk+2 = 1, ..., xn = 0 è âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ
x1 = β1, x2 = β2, ..., xk = βk, ïîëó÷àåì âåêòîð-ðåøåíèå

~x2 =



β1
β2
...

βk

0
1
...
0


è ò. ä. Òàê íàéäåì p = n− k ðåøåíèé ñèñòåìû (3.26):

~x1 =



α1
α2
...

αk

1
0
...
0


, ~x2 =



β1
β2
...

βk

0
1
...
0


, ..., ~xp =



ξ1
ξ2
...

ξk

0
...
0
1


. (3.30)

Ýòè p âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê ðàíã ñîñòàâëåííîé èç íèõ
ìàòðèöû, î÷åâèäíî, ðàâåí p (íèæíÿÿ ïîäìàòðèöà åñòü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
ïîðÿäêà p, è åå îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí 0). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðåøåíèÿ
(3.30) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñèñòåìû (3.26). Äëÿ
ýòîãî îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.26) ÿâëÿåòñÿ ëè-
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íåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ~x1, ~x2, ..., ~xp. Èòàê, ïóñòü

~a =



a1
a2
...

ak

ak+1
...

an


� ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.26). Ðàññìîòðèì âåêòîð

~b = ~a− ak+1~x1 − ak+2~x2 − · · · − an~xp.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû, ñòîÿùèå íà ïîñëåäíèõ p ìåñòàõ ýòîãî âåê-
òîðà (ïîñëåäíèå p êîîðäèíàò), ðàâíû íóëþ:

~b =



b1
b2
...
bk

0
...
0


.

Áóäó÷è ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ðåøåíèé, âåêòîð ~b ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû (3.26), ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð [b1 · · · bk]

′ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
(3.29) ñ íóëåâûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû
îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïî òåîðåìå Êðàìåðà ïîëó÷àåì, ÷òî b1 = · · · = bk = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ~b = ~0, ñëåäîâàòåëüíî,

~a = ak+1~x1 + ak+2~x2 + · · ·+ an~xn,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ìîæ-

íî áûëî áû ïðèäàâàòü ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì è êàêèå óãîäíî äðóãèå çíà-
÷åíèÿ, ëèøü áû îïðåäåëèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû p-ãî ðàíãà áûë
îòëè÷åí îò íóëÿ. Òàê, ìîæíî íàéòè ñêîëüêî óãîäíî ôóíäàìåíòàëüíûõ ñè-
ñòåì ðåøåíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç p âåêòîðîâ-ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó

A~x = ~b (3.31)

è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé îäíîðîäíóþ ñèñòåìó

A~x = ~0. (3.32)
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Òåîðåìà 3.16. Ëþáîå ðåøåíèå ~x íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.31) ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå

~x = ~x0 + c1~e1 + c2~e2 + · · ·+ cp ~ep, (3.33)

ãäå ~x0 � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ((3.31), ~e1, ~e2, ...,
~ep � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ((3.32), à
c1, c2, ..., cp � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð ~x, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé
(3.33), ïðè ëþáûõ c1, c2, ..., cp ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.31). Äåéñòâè-
òåëüíî,

A(~x0 + c1~e1 + c2~e2 + · · ·+ cp~ep) = A~x0 + c1A~e1 + c2A~e2 + · · ·+ cpA~ep =

= ~b +~0 +~0 + · · ·+~0 = ~b.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.31) ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå (3.33). Ïóñòü ~x0 � êàêîå-òî ôèêñèðîâàííîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (3.31), à ~x � ëþáîå äðóãîå åå ðåøåíèå. Òîãäà ~x1 = ~x− ~x0
áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.32). Äåéñòâèòåëüíî,

A~x1 = A(~x− ~x0) = A~x− A~x0 = ~b−~b = ~0.

Ñ ó÷åòîì (3.27) ~x1 = c1~e1 + c2~e2 + · · ·+ cp ~ep, ñëåäîâàòåëüíî,

~x = ~x0 + c1~e1 + c2~e2 + · · ·+ cp~ep,

ãäå c1, c2, ..., cp � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.
Ôîðìóëó (3.33) îáû÷íî íàçûâàþò îáùèì ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîé ñè-

ñòåìû (3.31).

3.13. Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè èçìåíåíèè
áàçèñà

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âûáîð áàçèñà â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íåîäíî-
çíà÷åí. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè êîîðäèíàò âåêòîðà â îäíîì áàçè-
ñå ïî åãî êîîðäèíàòàì â äðóãîì áàçèñå. Ïóñòü ~e1, ~e2, . . . , ~en è ~e′1, ~e′2, . . . , ~e′n
� 2 áàçèñà n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàæäûé âåêòîð ~e′i ðàçëîæèì ïî âåêòî-
ðàì ïåðâîãî áàçèñà:

~e′1 = a11~e1 + a21~e2 + · · ·+ an1~en,
~e′2 = a12~e1 + a22~e2 + · · ·+ an2~en,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~e′n = a1n~e1 + a2n~e2 + · · ·+ ann~en.

(3.34)
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Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 .

Ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû ñîñòàâëåíû èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ âòîðîãî áàçèñà
â ïåðâîì áàçèñå. Òàê êàê áàçèñíûå âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ìàòðèöà
A � íåâûðîæäåííà (det(A) 6= 0).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~x è îáîçíà÷èì ÷åðåç ξi åãî êîîðäèíàòû
â ïåðâîì áàçèñå, à ÷åðåç ξ′i åãî êîîðäèíàòû âî âòîðîì áàçèñå:

~x = ξ1~e1 + ξ2~e2 + · · ·+ ξn~en; (3.35)

~x = ξ′1~e
′
1 + ξ′2~e

′
2 + · · ·+ ξ′n~e

′
n. (3.36)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.34) â (3.36), ïîëó÷èì:

~x = ξ1~e1 + ξ2~e2 + · · ·+ ξn~en =

= ξ′1(a11~e1 + a21~e2 + · · ·+ an1~en) +

+ ξ′2(a12~e1 + a22~e2 + · · ·+ an2~en) +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ ξ′n(a1n~e1 + a2n~e2 + · · ·+ ann~en).

Åñëè ïåðåãðóïïèðîâàòü ñëàãàåìûå, òî

~x = (ξ′1a11 + ξ′2a12 + · · ·+ ξ′na1n)~e1 +

+ (ξ′1a21 + ξ′2a22 + · · ·+ ξ′na2n)~e2 +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ (ξ′1an1 + ξ′2an2 + · · ·+ ξ′nann)~en.

Òàê êàê ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó åäèíñòâåííî, òî, ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå âûðà-
æåíèå ñ (3.35), ïîëó÷èì:

ξ1 = a11ξ
′
1 + a12ξ

′
2 + · · ·+ a1nξ

′
n,

ξ2 = a21ξ
′
1 + a22ξ

′
2 + · · ·+ a2nξ

′
n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξn = an1ξ

′
1 + an2ξ

′
2 + · · ·+ annξ

′
n.

(3.37)

Åñëè êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x â çàäàííûõ áàçèñàõ çàïèñàòü â âèäå ìàò-
ðèö-ñòîëáöîâ:

~ξ =


ξ1
ξ2
...

ξn

 , ~ξ ′ =


ξ′1
ξ′2
...

ξ′n

 ,
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òî ðàâåíñòâà (3.37) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

~ξ = A~ξ ′. (3.38)

Òàê êàê A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà (ñóùåñòâóåò A−1), èç (3.38) ñëåäóåò,
÷òî

~ξ ′ = A−1~ξ.

Îòìåòèì, ÷òî ñòîëáöàìè ìàòðèöû A−1 ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ïåð-
âîãî áàçèñà ~e1, ~e2, . . . , ~en âî âòîðîì áàçèñå ~e′1, ~e′2, . . . , ~e′n.

4. ÅÂÊËÈÄÎÂÛ È ÓÍÈÒÀÐÍÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

4.1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî H.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Åñëè êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ ~x, ~y ∈ H ïîñòàâëåíî
â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîå ÷èñëî (~x, ~y), ïðè÷åì :

1) (~x, ~x) ∈ R, ïðè ýòîì (~x, ~x) ≥ 0 è (~x, ~x) = 0⇐⇒ ~x = ~0;

2) (~x, ~y) = (~y, ~x);
3) (α~x, ~y) = α(~x, ~y) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α ∈ C ;
4) ((~x + ~y), ~z) = (~x, ~z) + (~y, ~z) äëÿ ëþáûõ ~x, ~y, ~z ∈ H,

òî ÷èñëî (~x, ~y) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ~x, ~y.

Ñâîéñòâà 1�4 ïðèíÿòî íàçûâàòü àêñèîìàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Âåùåñòâåííîå ÷èñëî (~x, ~x) îáû÷íî íàçûâàþò ñêàëÿðíûì êâàäðàòîì âåêòîðà
~x.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî H ñî ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì.

Ââåäåì òåïåðü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â âåùåñòâåííîì ëè-
íåéíîì ïðîñòðàíñòâå E.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Åñëè êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ ~x, ~y ∈ E ïîñòàâëåíî
â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî (~x, ~y), ïðè÷åì :

1) (~x, ~x) ≥ 0, ïðè ýòîì (~x, ~x) = 0⇐⇒ ~x = ~0;
2) (~x, ~y) = (~y, ~x);
3) (α~x, ~y) = α(~x, ~y) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α ∈ R ;
4) ((~x + ~y), ~z) = (~x, ~z) + (~y, ~z) äëÿ ëþáûõ ~x, ~y, ~z ∈ E,

òî ÷èñëî (x, y) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ x, y.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âòîðàÿ àêñèîìà â îïðåäåëåíèè 4.3 îçíà÷àåò êîììó-
òàòèâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â âåùåñòâåííîì ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå.
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Îïðåäåëåíèå 4.4. Âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî E ñî ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì.

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
1. Äëÿ ëþáûõ ~x, ~y ∈ H è ëþáîãî ÷èñëà α ∈ C

(~x,α~y) = α(~x, ~y). (4.1)

Äåéñòâèòåëüíî,

(~x,α~y) = (α~y, ~x) = α(~y, ~x) = α(~y, ~x) = α(~x, ~y).

2. Äëÿ ëþáûõ ~x, ~y ∈ H

(~x, (~y + ~z)) = (~x, ~y) + (~x, ~z). (4.2)

Äåéñòâèòåëüíî,

(~x, (~y + ~z)) = ((~y + ~z), ~x) = (~y, ~x) + (~z, ~x) = (~y, ~x) + (~z, ~x) = (~x, ~y) + (~x, ~z).

3. Êàêîâ áû íè áûë âåêòîð ~x ∈ H, èìååì

(~x,~0) = 0. (4.3)

Äåéñòâèòåëüíî, ~0 = 0~x. Òîãäà (~x,~0) = 0(~x, ~x) = 0.
Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñâîéñòâî (4.1) ïðåâðàùàåòñÿ â

(~x,α~y) = α(~x, ~y),

à ñâîéñòâà (4.2) è (4.3) ñîõðàíÿþòñÿ.
Èç ñâîéñòâ (4.1)�(4.3) ñëåäóåò, ÷òî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ìîæíî

ïðîèçâîäèòü òå æå ôîðìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî è ñ îáû÷íûì óìíî-
æåíèåì. Åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñëó÷àå óíèòàðíîãî
ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíò èç âòîðîãî ìíîæèòåëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ âûíîñèòñÿ ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì. Íàïðèìåð,

(α1~x1 + α2~x2 + α3~x3, β1~y1 + β2~y2) = α1β1(~x1, ~y1) + α1β2(~x1, ~y2) +

+ α2β1(~x2, ~y1) + α2β2(~x2, ~y2) + α3β1(~x3, ~y1) + α3β2(~x3, ~y2).

Òåîðåìà 4.1 (íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî). Äëÿ ëþáûõ
äâóõ âåêòîðîâ ~x, ~y ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|(~x, ~y)| ≤
√

(~x, ~x)
√

(~y, ~y).

Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (ñì., íàïðèìåð, [ 2 ] è [ 6 ] ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ~y = ~0, òî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ~y 6= ~0, è îáîçíà÷èì λ =
(~x, ~y)

(~y, ~y)
. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíûé êâàäðàò

âåêòîðà ~x− λ~y:

((~x− λ~y), (~x− λ~y)) = (~x, ~x)− (λ~y, ~x)− (~x, λ~y) + (λ~y, λ~y) =

= (~x, ~x)− λ(~x, ~y)− λ(~x, ~y) + λλ(~y, ~y) =

= (~x, ~x)− (~x, ~y)(~x, ~y)

(~y, ~y)
− (~x, ~y)(~x, ~y)

(~y, ~y)
+

(~x, ~y)(~x, ~y)(~y, ~y)

(~y, ~y)2 =

= (~x, ~x)− |(~x, ~y)|2

(~y, ~y)
.

Ïî ïåðâîé àêñèîìå ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà íåîòðèöàòåëåí, ñëåäîâà-
òåëüíî,

(~x, ~x)− |(~x, ~y)|2

(~y, ~y)
≥ 0.

Îòñþäà (~x, ~x)(~y, ~y)− |(~x, ~y)|2 ≥ 0 è |(x, y)| ≤
√

(x, x)
√

(y, y).
Â ïðîñòðàíñòâå C n ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæåò áûòü ââåäåíî ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: åñëè ~x =


x1
x2
...

xn

 , ~y =


y1
y2
...
yn

, òî
(~x, ~y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn =

n∑
i=1

xiyi. (4.4)

Çàìå÷àíèå 4.1. Åñëè âåêòîðû ~x è ~y ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöû-
ñòîëáöû, òî ââåäåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðî-

èçâåäåíèÿ ìàòðèö 1: (~x, ~y) = [ y1 y2 · · · yn ]


x1
x2
...

xn

 = ~y ∗~x. ⊗

Ëåãêî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå âñåõ àêñèîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
íàïðèìåð, ïåðâîé àêñèîìû:

(~x, ~x) = x1x1 + · · ·+ xnxn = |x1|2 + · · ·+ |xn|2 ≥ 0,

òàê êàê ñóììà ìîäóëåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà è îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü, òîëüêî åñëè âñå xi = 0, i = 1, ..., n, ò. å. ~x = ~0.

1 Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû A ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà îáîçíà÷àåòñÿ A∗ (ñì. îïðåäå-

ëåíèå 1.7).
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Àíàëîãè÷íî, â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ìîæíî ââåñòè ïî ôîðìóëå

(~x, ~y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn =
n∑

i=1

xiyi. (4.5)

Ââåäåííûå ïî ôîðìóëàì (4.4) è (4.5) ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â C n è
Rn îáû÷íî íàçûâàþò ñòàíäàðòíûìè.

Îïðåäåëåíèå 4.5. Äâà óíèòàðíûõ (åâêëèäîâûõ) ïðîñòðàíñòâà H
è H′ íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè îíè èçîìîðôíû êàê ëèíåéíûå ïðî-
ñòðàíñòâà è ýòîò èçîìîðôèçì òàêîâ, ÷òî îí ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ: åñëè ~x ←→ ~x ′ è ~y ←→ ~y ′, òî
(~x, ~y) = (~x ′, ~y ′).

Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 3.6 ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.2. Âñå óíèòàðíûå (åâêëèäîâû) ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâîé
ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíû äðóã äðóãó.

4.2. Íîðìà â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî U.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Åñëè êàæäîìó âåêòîðó ~x ∈ U ïîñòàâëåíî â ñî-
îòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ‖~x‖, ïðè÷åì:

1) ‖~x‖ ≥ 0, ïðè ýòîì ‖~x‖ = 0⇔~x = ~0;
2) ‖α~x‖ = |α| · ‖~x‖ äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α;
3) ‖~x + ~y‖ ≤ ‖~x‖+ ‖~y‖ äëÿ ëþáûõ ~x, ~y ∈ U,

òî ýòî ÷èñëî ‖~x‖ íàçûâàåòñÿ íîðìîé âåêòîðà ~x.

Ñâîéñòâà 1�3 ïðèíÿòî íàçûâàòü àêñèîìàìè íîðìû, ïðè ýòîì òðåòüþ
àêñèîìó ÷àñòî íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà.

Îïðåäåëåíèå 4.7. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ââåäåíà íîð-
ìà, íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Åñëè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî â
êà÷åñòâå íîðìû âåêòîðà ‖~x‖ ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,

‖~x‖ =
√

(~x, ~x). (4.6)

Äàííàÿ íîðìà íàçûâàåòñÿ íîðìîé, ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-
åì. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå àêñèîì äëÿ íîðìû, çàäàííîé ôîðìóëîé (4.6).
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Ïî ïåðâîé àêñèîìå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (~x, ~x) ≥ 0 è (~x, ~x) = 0,
òîëüêî åñëè ~x = ~0. Ñëåäîâàòåëüíî, è ‖~x‖ ≥ 0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåò-
ñÿ òîëüêî äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà. Çíà÷èò, ïåðâàÿ àêñèîìà íîðìû âûïîëíåíà.

Âòîðàÿ àêñèîìà íîðìû âûïîëíåíà â ñèëó âòîðîé àêñèîìû ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ è ôîðìóëû (4.1). Äåéñòâèòåëüíî,

‖α~x‖ =
√

(α~x,α~x) =
√

αα(~x, ~x) =
√
|α|2(~x, ~x) = |α|

√
(~x, ~x) = |α| · ‖~x‖.

Îòìåòèì, ÷òî, èñïîëüçóÿ (4.6), íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü â âèäå

|(~x, ~y)| ≤ ‖~x‖‖~y‖. (4.7)

Äëÿ ïðîâåðêè ñïðàâåäëèâîñòè òðåòüåé àêñèîìû íàéäåì êâàäðàò íîðìû
ñóììû äâóõ âåêòîðîâ:

‖~x + ~y‖2 = ((~x + ~y), (~x + ~y)) = ‖~x‖2 + (~x, ~y) + (~y, ~x) + ‖~y‖2.

Òàê êàê ìîäóëü ñóììû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ìîäóëåé
ñëàãàåìûõ, à íîðìà � íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî ìîæíî çàïèñàòü:

‖~x + ~y‖2 = |‖~x + ~y‖2| = |‖~x‖2 + (~x, ~y) + (~y, ~x) + ‖~y‖2| ≤

≤ |‖~x‖2|+ |(~x, ~y)|+ |(~y, ~x)|+ |‖~y‖2| = ‖~x‖2 + |(~x, ~y)|+ |(~y, ~x)|+ ‖~y‖2.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (4.7), ïîëó÷èì:

‖~x + ~y‖2 ≤ ‖~x‖2 + 2‖~x‖‖~y‖+ ‖~y‖2 = (‖~x‖+ ‖~y‖)2

è, èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà, íàéäåì:

‖~x + ~y‖ ≤ ‖~x‖+ ‖~y‖.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (4.6) äåéñòâèòåëüíî çàäàåò íîðìó.
Åñëè â ïðîñòðàíñòâå C n ââåñòè ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(ôîðìóëà (4.4)), òî ïîðîæäåííàÿ èì íîðìà èìååò âèä

‖~x ‖ =
√

x1x1 + x2x2 + · · ·+ xnxn =
√
|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2.

Äëÿ ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â Rn

‖~x ‖ =
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n. (4.8)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â C n ìîæíî çàäàâàòü
ðàçëè÷íûì îáðàçîì, è ïîðîæäàåìûå ðàçëè÷íûìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäå-
íèÿìè íîðìû, â îáùåì ñëó÷àå, áóäóò ðàçëè÷íûìè. Êðîìå òîãî, íîðìó ìîæ-
íî çàäàâàòü âîîáùå íåçàâèñèìî îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íàïðèìåð, â
ïðîñòðàíñòâå C n ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå íîðìû:

‖~x ‖1 = |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|
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è
‖~x ‖∞ = max

k=1,...n
|xk|,

êîòîðûå íå ïîðîæäåíû íèêàêèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.
×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîâåðèòü, ÷òî ‖~x ‖1 è

‖~x ‖∞ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ íîðìàìè â ïðîñòðàíñòâå C n (ïðîâåðèòü âû-
ïîëíåíèå òðåõ àêñèîì íîðìû).

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íîðìû â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
U ìîæíî ââîäèòü ðàçëè÷íûì îáðàçîì, ìåæäó íèìè èìååòñÿ ñâÿçü.

Îïðåäåëåíèå 4.8. Íîðìû ‖~x‖I è ‖~x‖II â U íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà α è β, ÷òî äëÿ
âñåõ âåêòîðîâ ~x ∈ U âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

α‖~x‖I ≤ ‖~x‖II ≤ β‖~x‖I .

Òåîðåìà 4.3. Â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáûå äâå
íîðìû ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåãî èçäà-
íèÿ, íî åãî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ïîñîáèè [ 7, ñ. 44].

4.3. Ìàòðèöà Ãðàìà

Îïðåäåëåíèå 4.9. Åñëè â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàí íàáîð âåê-
òîðîâ ~x1, ~x2, ..., ~xm, òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

G = G(~x1, ..., ~xm) =


(~x1, ~x1) (~x2, ~x1) · · · (~xm, ~x1)
(~x1, ~x2) (~x2, ~x2) · · · (~xm, ~x2)

...
... . . . ...

(~x1, ~xm) (~x2, ~xm) · · · (~xm, ~xm)


íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà.

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Ãðàìà G ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé (ñì. îïðå-
äåëåíèå 1.11 ). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ i, j

gij = (~xj, ~xi) = (~xi, ~xj) = gji.

Òåîðåìà 4.4. Ñèñòåìà âåêòîðîâ ~x1, ..., ~xm â óíèòàðíîì ïðîñò-
ðàíñòâå ëèíåéíî çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà Ãðàìà
âûðîæäåííàÿ, ò. å. det(G(~x1, ..., ~xm)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. =⇒ Ïóñòü ~x1, ~x2, ..., ~xm � íàáîð ëèíåéíî çàâè-
ñèìûõ âåêòîðîâ, ò. å., ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.3 , ñóùåñòâóåò íàáîð ÷èñåë
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α1, α2, ..., αm (|α1|+ |α2|+ · · ·+ |αm| 6= 0), óäîâëåòâîðÿþùèé âåêòîðíîìó
óðàâíåíèþ

α1~x1 + α2~x2 + · · ·+ αm~xm = ~0.

Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå ñêàëÿðíî íà ~xi, ãäå i = 1, ...,m, ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé 

α1(~x1, ~x1) + α2(~x2, ~x1) + · · ·+ αm(~xm, ~x1) = 0,

α1(~x1, ~x2) + α2(~x2, ~x2) + · · ·+ αm(~xm, ~x2) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α1(~x1, ~xm) + α2(~x2, ~xm) + · · ·+ αm(~xm, ~xm) = 0.

Ðàññìàòðèâàÿ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ÷èñåë α1, ..., αm, âè-
äèì, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, ñëåäîâàòåëü-
íî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.5 , ìàòðèöà ñèñòåìû � à ýòî è åñòü ìàòðèöà Ãðàìà
� âûðîæäåííàÿ.

⇐= Ïóñòü det(G) = 0. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé 

α1(~x1, ~x1) + α2(~x2, ~x1) + · · ·+ αm(~xm, ~x1) = 0,

α1(~x1, ~x2) + α2(~x2, ~x2) + · · ·+ αm(~xm, ~x2) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α1(~x1, ~xm) + α2(~x2, ~xm) + · · ·+ αm(~xm, ~xm) = 0.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.5 ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå

α0
1, α0

2, ..., α0
m (|α0

1|+ |α0
2|+ · · ·+ |α0

m| 6= 0)

ýòîé ñèñòåìû. Ïîäñòàâèì åãî â ñèñòåìó è ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà
â âèäå 

(α0
1~x1 + α0

2~x2 + · · ·+ α0
m~xm, ~x1) = 0,

(α0
1~x1 + α0

2~x2 + · · ·+ α0
m~xm, ~x2) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(α0
1~x1 + α0

2~x2 + · · ·+ α0
m~xm, ~xm) = 0.

Óìíîæèì ïåðâîå ðàâåíñòâî íà α0
1, âòîðîå � íà α0

2 è ò. ä. è çàòåì ñëîæèì
âñå ðàâåíñòâà:

α0
1(α

0
1~x1 + α0

2~x2 + · · ·+ α0
m~xm, ~x1) +

+ α0
2(α

0
1~x1 + α0

2~x2 + · · ·+ α0
m~xm, ~x2) +

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ α0
m(α0

1~x1 + α0
2~x2 + · · ·+ α0

m~xm, ~xm) =
= (α0

1~x1 + α0
2~x2 + · · ·+ α0

m~xm, α0
1~x1) +

+ (α0
1~x1 + α0

2~x2 + · · ·+ α0
m~xm, α0

2~x2) +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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+ (α0
1~x1 + α0

2~x2 + · · ·+ α0
m~xm, α0

m~xm) =
= (α0

1~x1 + α0
2~x2 + · · ·+ α0

m~xm, α0
1~x1 + α0

2~x2 + · · ·+ α0
m~xm) = 0.

Ïî ïåðâîé àêñèîìå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

α0
1~x1 + α0

2~x2 + · · ·+ α0
m~xm = ~0,

ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà âåêòîðîâ ~x1, ~x2, ..., ~xm ëèíåéíî çàâèñèìà.

Ñëåäñòâèå 4.1. Ñèñòåìà âåêòîðîâ ~x1, ~x2, ..., ~xm ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà det(G) 6= 0.

Ïóñòü â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå H ðàçìåðíîñòüþ n çàäàí áàçèñ

~e1, ~e2, ..., ~en.

Ðàçëîæèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~x ∈ H ïî ýòîìó áàçèñó:

α1~e1 + α2~e2 + · · ·+ αn~en = ~x.

Òàê êàê ~e1, ~e2, ..., ~en ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå ýòîãî óðàâíåíèÿ α1, α2, . . . , αn. Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî
ñêàëÿðíî óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà âåêòîðû ~e1, ~e2, ..., ~en è ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

α1(~e1, ~e1) + α2(~e2, ~e1) + · · ·+ αn(~en, ~e1) = (~x,~e1),

α1(~e1, ~e2) + α2(~e2, ~e2) + · · ·+ αn(~en, ~e2) = (~x,~e2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α1(~e1, ~en) + α2(~e2, ~en) + · · ·+ αn(~en, ~en) = (~x,~en).

(4.9)

Òàê êàê ñèñòåìà âåêòîðîâ ~e1, ~e2, ..., ~en ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî ìàòðè-
öà Ãðàìà íåâûðîæäåííàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ðåøèâ ñèñòåìó (4.9) (íàïðèìåð, ìåòîäîì
Ãàóññà�Æîðäàíà), íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà â áàçèñå ~e1, ~e2, ..., ~en.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ïðîñòðàíñòâî C n. Ïóñòü çàäàíû âåêòîðû

~x1, ~x2, ..., ~xm.

Ñîñòàâèì èç íèõ ìàòðèöó X ðàçìåðîì n×m:

X = [ ~x1 ~x2 · · · ~xm ].

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 4.1, ìàòðèöó Ãðàìà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

G = X∗X. (4.10)
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4.4. Îðòîãîíàëüíûé è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

Ðàññìîòðèì óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî H. Ñ÷èòàåì, ÷òî â íåì ââåäåíà
íîðìà, ïîðîæäåííàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 4.10. Âåêòîðû ~x, ~y ∈ H íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíû-
ìè, åñëè (~x, ~y) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî íóëåâîé âåêòîð ~0 îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó, ïîýòî-
ìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îðòîãîíàëüíîñòü íåíóëåâûõ âåêòîðîâ. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî åñëè âåêòîðû ~x è ~y îðòîãîíàëüíû, òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë λ è µ
âåêòîðû λ~x è µ~y òàêæå îðòîãîíàëüíû:

(λ~x,µ~y) = λµ(~x, ~y) = 0.

Îïðåäåëåíèå 4.11. Îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ íàçûâàåò-
ñÿ íàáîð ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ, ò. å. òàêîé íàáîð
âåêòîðîâ ~x1, ~x2, ..., ~xm, ÷òî (~xk, ~xi) = 0 ïðè k 6= i è (~xk, ~xk) 6= 0.

Òåîðåìà 4.5. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~x1, ~x2, ..., ~xm � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà.
Ñîñòàâèì ìàòðèöó Ãðàìà äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
ìàòðèöû (~xk, ~xk) îòëè÷íû îò íóëÿ, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû � íóëè. Çíà÷èò,
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãðàìà (ðàâíûé â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèþ åå äèà-
ãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) íå ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ
4.1 , íàáîð âåêòîðîâ ~x1, ~x2, ..., ~xm ëèíåéíî íåçàâèñèì.

Îïðåäåëåíèå 4.12. Ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðî-
âàííîé, åñëè îíà îðòîãîíàëüíà è íîðìà êàæäîãî âåêòîðà ñèñòåìû ðàâíà
åäèíèöå.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè çàäàí íåíóëåâîé âåêòîð ~x, òî âåêòîð ~e =
1

‖~x‖
~x áóäåò

èìåòü íîðìó, ðàâíóþ åäèíèöå; äåéñòâèòåëüíî,

‖~e‖ =

∥∥∥∥ 1

‖~x‖
~x

∥∥∥∥ =
1

‖~x‖
‖~x‖ = 1.

Òàêàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàíèåì âåêòîðà, ïîýòîìó, åñëè çàäàíà
îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ~x1, ~x2, ..., ~xm, òî ñèñòåìà

~e1 =
1

‖~x1‖
~x1, ~e2 =

1

‖~x2‖
~x2, ..., ~em =

1

‖~xm‖
~xm

áóäåò îðòîíîðìèðîâàííîé.
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Ïóñòü äàíî óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî H ðàçìåðíîñòüþ n. Ðàññìîòðèì
îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó èç n âåêòîðîâ ~e1, ~e2, ..., ~en. Äàëåå áóäåò äîêàçàíî
ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ñèñòåì è óêàçàí ñïîñîá èõ ïîñòðîåíèÿ. Òàê êàê îðòî-
ãîíàëüíûé íàáîð âåêòîðîâ ~e1, ~e2, ..., ~en ëèíåéíî íåçàâèñèì, òî åãî ìîæíî
âûáðàòü â êà÷åñòâå áàçèñà (òàêîé áàçèñ íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûì). Íàéäåì
êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ~x ∈ H â ýòîì áàçèñå. Äëÿ ýòîãî, êàê áû-
ëî ïîêàçàíî â 4.3, äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.9) ñ ìàòðèöåé
Ãðàìà. Òàê êàê ñèñòåìà âåêòîðîâ ~e1, ~e2, ..., ~en îðòîãîíàëüíà, òî ìàòðèöà
Ãðàìà äèàãîíàëüíà è ìîæíî ñðàçó ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä êîîðäèíàò âåêòîðà
~x:

αk =
(~x,~ek)

(~ek, ~ek)
, k = 1, 2, ..., n. (4.11)

Îïðåäåëåíèå 4.13. Êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x â íåêîòîðîé îðòîãî-
íàëüíîé ñèñòåìå âåêòîðîâ ~e1, ~e2, ..., ~en, çàïèñàííûå â âèäå (4.11), íà-
çûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå âåêòîðà ~x.

Åñëè â êà÷åñòâå áàçèñà ~e1, ..., ~en âûáðàíà îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà
(îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ), òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå (êîîðäèíàòû âåêòî-
ðà) ïðèîáðåòàþò âèä

αk = (~x,~ek), k = 1, 2, ..., n.

Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé êîýôôèöèåíò Ôóðüå íàõîäèòñÿ íåçàâèñèìî îò
äðóãèõ, è åñëè èçâåñòíà òîëüêî ÷àñòü âåêòîðîâ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà, òî
ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü êîîðäèíàò âåêòîðà â ýòîì áàçèñå.
Ýòî ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì îáîáùèòü çàäà÷ó ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó íà
ñëó÷àé áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îòìåòèì åùå îäíî ñóùåñòâåííîå ñâîéñòâî îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçè-
ñîâ. Ïóñòü â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå H çàäàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
~e1, ~e2, ..., ~en. Âîçüìåì 2 âåêòîðà ~x è ~y è ðàçëîæèì èõ ïî áàçèñó:

~x = α1~e1 + α2~e2 + · · ·+ αn~en,

~y = β1~e1 + β2~e2 + · · ·+ βn~en.

Íàéäåì èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(~x, ~y) = (α1~e1 + · · ·+ αn~en, β1~e1 + · · ·+ βn~en) =

= α1β1(~e1, ~e1) + α2β1(~e2, ~e1) + · · ·+ αnβ1(~en, ~e1) +

+ α1β2(~e1, ~e2) + α2β2(~e2, ~e2) + · · ·+ αnβ2(~en, ~e2) +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ α1βn(~e1, ~en) + α2βn(~e2, ~en) + · · ·+ αnβn(~en, ~en).

Òàê êàê (~ei, ~el) = δil, òî

(~x, ~y) = α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn.
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Â ëþáîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èõ êîîðäèíàòû ïî òîé æå ôîðìóëå, ÷òî è ñòàíäàðòíîå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå C n.

Îòìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà C n

~e1 =


1
0
...
0

 , ~e2 =


0
1
...
0

 , ..., ~en =


0
0
...
1


îðòîíîðìèðîâàííûé.

Òåîðåìà 4.6 (Ïèôàãîðà). Ïóñòü çàäàíà îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà
âåêòîðîâ ~e1, ~e2, ..., ~ek, òîãäà

‖~e1 + ~e2 + · · ·+ ~ek‖2 = ‖~e1‖2 + ‖~e2‖2 + · · ·+ vec|ek‖2. (4.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äî-
êàæåì (4.12) ñíà÷àëà äëÿ äâóõ âåêòîðîâ: åñëè (~e1, ~e2) = 0, òî

‖~e1 + ~e2‖2 = ‖~e1‖2 + ‖~e2‖2. (4.13)

Äåéñòâèòåëüíî,

‖~e1+~e2‖2 = (~e1+~e2, ~e1+~e2) = ‖~e1‖2+(~e1, ~e2)+(~e2, ~e1)+‖~e2‖2 = ‖~e1‖2+‖~e2‖2,
òàê êàê (~e1, ~e2) = (~e2, ~e1) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (4.12) âûïîëíåíî äëÿ âåêòîðîâ ~e1, ~e2, ..., ~ek−1, è
äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (4.12) äëÿ âåêòîðîâ ~e1, ~e2, ..., ~ek. Ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå: ~a = ~e1 + ~e2 + · · · + ~ek−1. Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
‖~a‖2 = ‖~e1‖2 +‖~e2‖2 + · · ·+‖~ek−1‖2, à áëàãîäàðÿ ïîïàðíîé îðòîãîíàëüíîñòè
âåêòîðîâ (~a,~e2) = 0. Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå ðàâåíñòâî (4.13), ïîëó÷èì:

‖~e1 +~e2 + · · ·+~ek‖2 = ‖~a+~ek‖2 = ‖~a‖2 + ‖~ek‖2 = ‖~e1‖2 + ‖~e2‖2 + · · ·+ ‖~ek‖2.
Èòàê, äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè çàêîí÷åíî.

4.5. Àëãîðèòì Ãðàìà�Øìèäòà

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû âåêòîðîâ, êîòîðûé íà-
çûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Ãðàìà�Øìèäòà. Ïóñòü äàíà ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ
ñèñòåìà m âåêòîðîâ ~f1, . . . , ~fm. Ïîñòðîèì m ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ âåê-
òîðîâ ek, k = 1, ...,m, òàêèõ, ÷òî ~ek ∈ L(~f1, ..., ~fk) (ñì. îïðåäåëåíèå 3.9 ).

Ïðèìåì ~e1 = ~f1. Âåêòîð ~e2 áóäåì èñêàòü â âèäå ~e2 = ~f2 +λ~e1, ïðè ýòîì
α ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû (~e1, ~e2) = 0, ò. å. (~f2 + λ~e1, ~e1) = 0. Òîãäà

λ = −(~f2, ~e1)

(~e1, ~e1)
.
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Âåêòîð ~e2 îòëè÷åí îò íóëåâîãî, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà âåêòî-
ðîâ ~f2 è ~f1 áûëà áû ëèíåéíî çàâèñèìà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå è îòëè÷íûå îò íóëÿ âåêòî-
ðû ~e1, ~e2, . . . , ~ek−1 óæå ïîñòðîåíû. Âåêòîð ~ek èùåì â âèäå

~ek = ~fk + λ1~e1 + · · ·+ λk−1~ek−1, (4.14)

ò. å. âåêòîð ~ek ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðà ~fk ½èñïðàâëåíèåì“ åãî ñ ïîìîùüþ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óæå ïîñòðîåííûõ âåêòîðîâ ~e1, ~e2, . . . , ~ek−1.

Êîýôôèöèåíòû λ1, λ2, . . . , λk−1 â (4.14) íàõîäèì èç óñëîâèÿ îðòîãî-
íàëüíîñòè âåêòîðà

~ek = ~fk + λ1~e1 + · · ·+ λk−1~ek−1

ê âåêòîðàì ~e1, ~e2, . . . , ~ek−1:

(~fk + λ1~e1 + · · ·+ λk−1~ek−1, ~e1) = 0,

(~fk + λ1~e1 + · · ·+ λk−1~ek−1, ~e2) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~fk + λ1~e1 + · · ·+ λk−1~ek−1, ~ek−1) = 0.

Òàê êàê âåêòîðû ~e1, ~e2, . . . , ~ek−1 ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî ýòè ðàâåíñòâà
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

(~fk, ~e1) + λ1(~e1, ~e1) = 0,

(~fk, ~e2) + λ2(~e2, ~e2) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~fk, ~ek−1) + λk−1(~ek−1, ~ek−1) = 0.

Îòñþäà

λ1 = −(~fk, ~e1)

(~e1, ~e1)
, λ2 = −(~fk, ~e2)

(~e2, ~e2)
, . . . , λk−1 = − (~fk, ~ek−1)

(~ek−1, ~ek−1)
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïîñòðîåííûé âåêòîð ~ek îòëè÷åí îò íóëå-
âîãî âåêòîðà, èñïîëüçóåì ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ

~f1, . . . , ~fm.

Ïðåäâàðèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî âåêòîð ~ek åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòî-
ðîâ ~e1, ~e2, . . . , ~ek−1, fk. Íî âåêòîð ~ek−1 ìîæíî çàìåíèòü ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé âåêòîðà ~fk−1 è âåêòîðîâ ~e1, ~e2, . . . , ~ek−2 è ò. ä. Îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷èì, ÷òî âåêòîð ~ek çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

~ek = a1 ~f1 + a2 ~f2 + · · ·+ ak−1 ~fk−1 + ~fk, (4.15)
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ò. å. ~ek ∈ L(~f1, ..., ~fk). Òåïåðü ÿñíî, ÷òî ~ek 6= ~0. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.15) áûëà áû íóëåâûì âåêòîðîì,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ~f1, . . . , ~fk, òàê êàê
êîýôôèöèåíò ïðè ~fk ðàâåí 1. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ~ek 6= ~0.

Òàêèì îáðàçîì, ïî âåêòîðàì ~e1, ~e2, . . . , ~ek−1 è ~fk ïîñòðîåí âåêòîð ~ek.
Àíàëîãè÷íî ïî ~e1, ~e2, . . . , ~ek è ~fk+1 ïîñòðîèì ~ek+1 è ò. ä. Ïðîäîëæàÿ ýòîò
ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäóò èñ÷åðïàíû çàäàííûå âåêòîðû ~f1, . . . , ~fm,
ïîëó÷èì m îòëè÷íûõ îò íóëÿ è ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ

~e1, ~e2, . . . , ~em.

Òåîðåìà 4.7. Âî âñÿêîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò îð-
òîãîíàëüíûå áàçèñû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. îïðå-
äåëåíèå 3.4 ), â íåì ñóùåñòâóåò ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ (áà-

çèñ) ~f1, . . . , ~fn. Ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè èç íåãî ìîæíî ïî-
ñòðîèòü îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ~e1, . . . , ~en.

Åñëè âåêòîðû ~ek íîðìèðîâàòü:

~e ′k =
1

‖~ek‖
~ek,

òî áàçèñ ~e ′1, ~e ′2, . . . , ~e ′m áóäåò, êàê íåòðóäíî âèäåòü, îðòîíîðìèðîâàííûì

áàçèñîì. Îòìåòèì, ÷òî èç äàííîãî áàçèñà ~f1, . . . , ~fn ìîæíî ïîñòðîèòü ðàç-
ëè÷íûå îðòîãîíàëüíûå áàçèñû, åñëè íà÷èíàòü ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ñ
ðàçíûõ âåêòîðîâ ~fk.

Ïðèìåð 4.1. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå R 3 áàçèñ

~f1 =

1
1
1

 , ~f2 =

1
1
0

 , ~f3 =

1
0
0

 .

Ïîñòðîèì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ìåòîäîì Ãðàìà�Øìèäòà. Â êà÷åñòâå ïåð-

âîãî âåêòîðà âîçüìåì ~e1 = ~f1 =

1
1
1

, à ~e2 = ~f2 +λ~e1 =

1 + λ
1 + λ

1

, èç óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè 0 = (~e2, ~e1) = 2 + 3λ íàéäåì λ = −2/3, ñëåäîâàòåëüíî,

~e2 =

 1/3
1/3
−2/3

. Íàéäåì òðåòèé âåêòîð â âèäå

~e3 = ~f3 + λ1~e1 + λ2~e2 =

1 + λ1 + λ2/3
λ1 + λ2/3
λ1 − 2λ2/3

 ,
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çàïèøåì óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè â âèäå ñèñòåìû{
0 = (~e3, ~e1) = 1 + 3λ1,

0 = (~e3, ~e3) = 1/3 + 2λ2/3,

îòêóäà λ1 = −1/3 è λ2 = −1/2, ñëåäîâàòåëüíî, ~e3 =

 1/2
−1/2

0

. Èòàê, â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè îðòîãîíàëüíûé áàçèñ

~e1 =

1
1
1

 , ~e2 =

 1/3
1/3
−2/3

 , ~e3 =

 1/2
−1/2

0

 .

Åñëè ýòè âåêòîðû íîðìèðîâàòü, òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùèé îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ:

~e′1 =

1/
√

3
1/
√

3
1/
√

3

 , ~e′2 =

 1/
√

6
1/
√

6
−2/
√

6

 , ~e′3 =

 1/
√

2
−1/
√

2
0

 .

Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè â
êà÷åñòâå èñõîäíîãî áàçèñà âûáðàòü

~h1 =

1
0
0

 , ~h2 =

1
1
0

 , ~h3 =

1
1
1


(êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîãî òîëüêî ïîðÿäêîì âåêòîðîâ), òî â
ðåçóëüòàòå ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè ïîëó÷èòñÿ áàçèñ

~g1 =

1
0
0

 , ~g2 =

0
1
0

 , ~g3 =

0
0
1

 . •

4.6. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïîäïðîñòðàíñòâà

Ðàññìîòðèì óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî H (ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî
íîðìà âåêòîðîâ â íåì ïîðîæäåíà ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì).

Îïðåäåëåíèå 4.14. Åñëè H1 � ïîäïðîñòðàíñòâî óíèòàðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà H, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð ~h îðòîãîíàëåí ïîäïðî-
ñòðàíñòâó H1, åñëè îí îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó ~x èç H1 (ò. å.

(~h, ~x) = 0 äëÿ ëþáûõ ~x ∈ H1).
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Åñëè âåêòîð ~h îðòîãîíàëåí âåêòîðàì ~e1, ~e2, . . . , ~em, òî îí îðòîãîíàëåí
ëþáîé èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà (~h,~ei) = 0
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λm

(h, λ1~e1 + λ2~e2 + · · ·+ λm~em) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîð ~h áûë îðòîãîíàëåí m-ìåðíîìó ïîä-
ïðîñòðàíñòâó H1, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí áûë îðòîãîíàëåí m
ëèíåéíî íåçàâèñèìûì âåêòîðàì èç H1 (áàçèñó â H1).

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå H çàäàíû âåêòîð ~f ∈ H è m-ìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî H1.

Îïðåäåëåíèå 4.15. Âåêòîð ~f0 ∈ H1 íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé
ïðîåêöèåé âåêòîðà ~f íà ïîäïðîñòðàíñòâî H1, åñëè âåêòîð ~h = ~f − ~f0
îðòîãîíàëåí H1.

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~f ∈ H åãî îðòîãî-
íàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H1 ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííà.

Òåîðåìà 4.8. Åñëè ~f0 � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà ~f ∈ H íà
ïîäïðîñòðàíñòâî H1, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~f1 ∈ H1, òàêîãî, ÷òî ~f1 6= ~f0,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖~f − ~f0‖ < ‖~f − ~f1‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîð ~f0 − ~f1 êàê ðàçíîñòü äâóõ
âåêòîðîâ èç H1 ïðèíàäëåæèò H1 è, ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëåí âåêòîðó
~h = ~f − ~f0. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà (ñì. òåîðåìó 4.6 ) èìååì:

‖~f − ~f0‖2 + ‖~f0 − ~f1‖2 = ‖~f − ~f0 + ~f0 − ~f1‖2 = ‖~f − ~f1‖2,

è ïîñêîëüêó ‖~f0 − ~f1‖ > 0, òî ‖~f − ~f0‖ < ‖~f − ~f1‖.
Ïîêàæåì òåïåðü, êàê âû÷èñëèòü äëÿ ~f åãî îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ

~f0 íà ïîäïðîñòðàíñòâî H1. Ïóñòü áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà H1 ñîñòîèò èç âåê-
òîðîâ ~e1, ~e2, . . . , ~em. Áóäåì èñêàòü âåêòîð ~f0 â âèäå

~f0 = c1~e1 + c2~e2 + · · ·+ cm~em, (4.16)

ãäå êîýôôèöèåíòû ck íàéäåì èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ~f − ~f0 ê H1. Äëÿ
ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî óñëîâèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëîñü m ðàâåíñòâ (~f ~f0, ~ek) = 0 (k = 1, 2, . . . ,m), ò. å.

(~f0, ~ek) = (~f,~ek).
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Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âìåñòî ~f0 åãî âûðàæåíèå (4.16), ïîëó÷àåì ñèñòåìó m
óðàâíåíèé

c1(~e1, ~ek) + c2(~e2, ~ek) + · · ·+ cm(~em, ~ek) = (~f,~ek), k = 1, 2, . . . , m, (4.17)

îòíîñèòåëüíî ÷èñåë ci, êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òàê êàê ìàò-
ðèöà ýòîé ñèñòåìû íåâûðîæäåííà.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ ñëó÷àé, êîãäà áàçèñ ~e1,
~e2, . . . , ~em � îðòîíîðìèðîâàííûé. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ðåøàåòñÿ îñîáåííî
ïðîñòî. Â òàêîì áàçèñå ñèñòåìà (4.17) ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó ðàâåíñòâ

ci = (~f,~ei),

ñðàçó îïðåäåëÿþùèõ íóæíûå êîýôôèöèåíòû.

4.7. Ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(4.18)

Ââåäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 , ~x =


x1
x2
...

xn

 ∈ C n, ~b =


b1
b2
...

bm

 ∈ C m,

çàïèøåì ñèñòåìó (4.18) â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

A~x = ~b. (4.19)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ~x =


x1
x2
...

xn

 ∈ C n è ïîñòðîèì âåêòîð

~d(~x) = ~b− A~x. (4.20)

Îïðåäåëåíèå 4.16. Âåêòîð ~d(~x) âèäà (4.20) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì
íåâÿçêè ñèñòåìû (4.19) (èëè ïðîñòî íåâÿçêîé ñèñòåìû (4.19)).
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Îïðåäåëåíèå 4.17. Ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû (4.19) íàçûâàåòñÿ
âåêòîð ~x0 ∈ C n, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò íîðìó íåâÿçêè, ò. å. äëÿ ëþ-
áûõ ~x ∈ Cn âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖~d(~x)‖ ≥ ‖~d(~x0)‖. (4.21)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñèñòåìà (4.19) ñîâìåñòíà è ~x0 � åå ðåøåíèå, òî ýòî

ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ïñåâäîðåøåíèåì, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ~d(~x0) = ~0
è (4.21) î÷åâèäíî âûïîëíåíî.

Òåîðåìà 4.9. Ëþáàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò ïñåâäîðå-
øåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòîëáöû ìàòðèöû A:

~a1 =


a11
a21
...

am1

 , ~a2 =


a12
a22
...

am2

 , · · · ~an =


a1n

a2n
...

amn


êàê ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà C m. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . , ~an

� L(~a1,~a2, . . . ,~an) = L1 � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà C m (ñì. óòâåðæäåíèå 3.6 ).

Â 4.6 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~b ∈ C m ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé âåêòîð ~b0 � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà ~b íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî L1. Òàê êàê ~b0 � ýëåìåíò ëèíåéíîé îáîëî÷êè L(~a1,~a2, . . . ,~an), òî
ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ÷èñåë x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n, ÷òî

~b0 = x0
1~a1 + x0

2~a2 + · · ·+ x0
n~an. (4.22)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàáîð âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~an ëèíåéíî çàâèñèì, òî ïðåä-
ñòàâëåíèå ~b0 â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (4.22) íå åäèíñòâåííî. Âûðàæå-
íèå (4.22) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

~b0 = A~x0, ~x0 =


x0

1
x0

2
...

x0
n

 ∈ C n.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~x =


x1
x2
...

xn

 ∈ C n, òîãäà âåêòîð

~y = A~x = x1~a1 + x2~a2 + · · ·+ xn~an ∈ L(~a1,~a2, . . . ,~an).
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.8 , åñëè ~y 6= ~b0, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖~b−~b0‖ < ‖~b− ~y‖.
Ïðè ~y = ~b0, ‖~b−~b0‖ = ‖~b− ~y‖. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ ~x ∈ C n

‖~b− A~x0‖ ≥ ‖~b− A~x‖,
ò. å. âåêòîð ~x0 ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû (4.19).

Åñëè ñòîëáöû ~a1,~a2, . . . ,~an ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî îíè
îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L1 = L(~a1,~a2, . . . ,~an). Â ýòîì ñëó÷àå ïðåä-

ñòàâëåíèå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ~b0 â âèäå (4.22) åñòü ðàçëîæåíèå ýòîãî

âåêòîðà ïî áàçèñó. Ïðè ýòîì êîîðäèíàòû âåêòîðà~b0 â ýòîì áàçèñå ÿâëÿþòñÿ
ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû (4.19), è ýòî ïñåâäîðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Ñîãëàñíî (4.17) êîîðäèíàòû âåêòîðà ïñåâäîðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò
ñèñòåìå óðàâíåíèé

(~a1,~a1)x1 + (~a2,~a1)x2 + · · ·+ (~an,~a1)xn = (~b,~a1),

(~a1,~a2)x1 + (~a2,~a2)x2 + · · ·+ (~an,~a2)xn = (~b,~a2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(~a1,~an)x1 + (~a2,~an)x2 + · · ·+ (~an,~an)xn = (~b,~an).

(4.23)

Ìàòðèöà ñèñòåìû (4.23) êàê ìàòðèöà Ãðàìà äëÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî íà-
áîðà âåêòîðîâ íåâûðîæäåííàÿ, ïîýòîìó ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå. Ó÷èòûâàÿ (4.10) ñèñòåìó (4.23) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

A∗A~x = A∗~b. (4.24)

Ñèñòåìó (4.24) ïðèíÿòî íàçûâàòü íîðìàëüíîé ñèñòåìîé äëÿ ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû (4.19). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñòîëáöû ìàòðèöûA ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû, òî ðåøåíèå íîðìàëüíîé ñèñòåìû (4.24) äàåò åäèíñòâåííîå
ïñåâäîðåøåíèå äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4.18).

Çàìå÷àíèå 4.2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ñîâìåñò-
íàÿ è â ñëó÷àå, êîãäà ñòîëáöû ìàòðèöû èñõîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíî çàâèñè-
ìû. Ïðè ýòîì ëþáîå åå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòå-
ìû. ⊗

Ïðèìåð 4.2. Íàéòè ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
2x = 3,

3x = 4,

4x = 5.

Ïðèìåì ~a1 = [2 3 4]′, ~b = [3 4 5]′. Íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ñâîäèòñÿ â ýòîì

ñëó÷àå ê îäíîìó óðàâíåíèþ (~a1,~a1)x = (~b,~a1), ò. å. 29x = 38, ñëåäîâàòåëüíî,
ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåò x = 38/29. •
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Ïðèìåð 4.2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû m óðàâíåíèé ñ îäíèì
íåèçâåñòíûì

a1x = b1,
a2x = b2,
. . . . . . . . . .
amx = bm,

ïñåâäîðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä

x =
(~b,~a1)

(~a1,~a1)
=

m∑
k=1

akbk

m∑
k=1

a2
k

. •

5. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ðÿäà ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ñðåäñòâàìè ëèíåéíîé
àëãåáðû. Ïåðåõîä îò ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ê àëãåáðàè÷åñêèì îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ïðåæäå âñåãî ââåäåíèåì êàêîé-ëèáî êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû. Îãðàíè-
÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

5.1. Ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ
(ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ)

Âíà÷àëå â äîñòàòî÷íî ñæàòîé ôîðìå ïîâòîðèì õîðîøî èçâåñòíûå èç
øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè ôàêòû, êàñàþùèåñÿ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ
(ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ). Íàïðàâëåííûå îòðåçêè áóäåì ðàññìàòðèâàòü
â îêðóæàþùåì íàñ ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷åì äîãîâîðèìñÿ íå ïóòàòü ýòî ïðî-
ñòðàíñòâî ñ ââåäåííûì ðàíåå ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îáîçíà÷àòü íàïðàâëåííûå îòðåçêè áóäåì îäíîé èëè äâóìÿ áóêâàìè ñî

ñòðåëêîé íàâåðõó: ~a èëè
−→
AB. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êàA

� íà÷àëî, à òî÷êà B � êîíåö íàïðàâëåííîãî îòðåçêà
−→
AB. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

âûáðàíà íåêîòîðàÿ åäèíèöà èçìåðåíèÿ (ìàñøòàá) è, ñëåäîâàòåëüíî, êàæ-
äûé íàïðàâëåííûé îòðåçîê ~a èìååò îïðåäåëåííóþ íåîòðèöàòåëüíóþ äëèíó
|~a|. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàïðàâëåííûå îòðåçêè íå ìåíÿþòñÿ ïðè
ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå, ò. å. ÷òî âñå ñîíàïðàâëåííûå è îäèíàêîâûå ïî äëèíå
íàïðàâëåííûå îòðåçêè îòîæäåñòâëÿþòñÿ. Íàïðàâëåííûé îòðåçîê íóëåâîé
äëèíû (åãî íà÷àëî è êîíåö ñîâïàäàþò) íàçîâåì íóëåâûì íàïðàâëåííûì îò-
ðåçêîì è áóäåì îáîçíà÷àòü ~0. Åãî äëèíà ðàâíà íóëþ, à íàïðàâëåíèå äëÿ
íåãî íå èìååò ñìûñëà.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Íàïðàâëåííûå îòðåçêè ~a è ~b, ðàñïîëîæåííûå íà
îäíîé ïðÿìîé èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè
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è îáîçíà÷àþòñÿ ~a || ~b.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Íàïðàâëåííûå îòðåçêè ~a, ~b è ~c, ðàñïîëîæåííûå
â îäíîé ïëîñêîñòè èëè â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ, íàçûâàþòñÿ êîìïëà-
íàðíûìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåêîìïëàíàðíûìè (ðèñ. 5.1).
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Çàìå÷àíèå 5.1. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î íåèçìåííîñòè íàïðàâëåí-
íûõ îòðåçêîâ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå íàïðàâ-
ëåííûå îòðåçêè èìåþò îáùåå íà÷àëî â íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ëþáûå 2 íàïðàâëåííûõ îòðåçêà ~a
è~b âñåãäà ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 5.2). Â ñëó÷àå, êîãäà íàïðàâëåííûå

îòðåçêè ~a, ~b è ~c íåêîìïëàíàðíû, ëþáîé èç íèõ íå ëåæèò â òîé ïëîñêîñòè,
â êîòîðîé ðàñïîëîæåíû äðóãèå 2 íàïðàâëåííûõ îòðåçêà (ðèñ. 5.1). ⊗

ßñíî, ÷òî åñëè íàïðàâëåííûå îòðåçêè íåêîìïëàíàðíû, òî íèêàêèå 2
èç íèõ íå ìîãóò áûòü êîëëèíåàðíûìè è, êîíå÷íî æå, íè îäèí èç íèõ íå
ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ íàïðàâ-
ëåííûõ îòðåçêîâ ~a, ~b, ~c íàçûâàåòñÿ ïðàâîé, åñëè èç êîíöà òðåòüåãî íà-
ïðàâëåííîãî îòðåçêà ~c êðàò÷àéøèé ïîâîðîò (íà êàêîé-òî óãîë α, 0 < α <

< π) îò ïåðâîãî íàïðàâëåííîãî îòðåçêà ~a êî âòîðîìó ~b âèäåí êàê äâè-
æåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ. 5.1). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðîéêà
íàçûâàåòñÿ ëåâîé.

Çàìå÷àíèå 5.2. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè íàïðàâëåííûå îò-
ðåçêè ~a, ~b, ~c îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó, òî ~b, ~c, ~a è ~c, ~a, ~b òàêæå îáðàçóþò
ïðàâûå òðîéêè, à âåêòîðû ~a, ~c, ~b, âåêòîðû ~b, ~a, ~c è âåêòîðû ~c, ~b, ~a îáðàçóþò
ëåâûå òðîéêè. ⊗

Îïðåäåëåíèå 5.4. Åñëè ñîâìåñòèòü íà÷àëî íàïðàâëåííîãî îòðåçêà
~b ñ êîíöîì íàïðàâëåííîãî îòðåçêà ~a, òî íàïðàâëåííûé îòðåçîê ~c, èäóùèé
èç íà÷àëà ~a â êîíåö ~b, íàçûâàþò ñóììîé íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ~a è ~b è
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îáîçíà÷àþò ~c = ~a +~b (ðèñ. 5.3).
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Ýòî ïðàâèëî ñëîæåíèÿ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ÷àñòî íàçûâàþò ïðà-
âèëîì òðåóãîëüíèêà.

Åñëè îäèí èç íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ íóëåâîé (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåí-

íîñòè ~b = ~0), òî, êîíå÷íî æå, ~a + ~0 = ~a. Åñëè ~a 6= 0, ~b 6= 0 è, êðîìå òîãî, ~a

è ~b íåêîëëèíåàðíû, òî ñóììà ~a +~b ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ïðàâèëó ïàðàë-
ëåëîãðàììà: ñîâìåùàåì íà÷àëà íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ~a è ~b, ñòðîèì íà
íèõ êàê íà ñìåæíûõ ñòîðîíàõ ïàðàëëåëîãðàìì è íàõîäèì ñóììó ~a +~b êàê
äèàãîíàëü ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà, íà÷àëî êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ~a
è ~b (ðèñ. 5.4).

Îïðåäåëåíèå 5.5. Ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà λ íà ~a íàçûâàåòñÿ íàïðàâ-
ëåííûé îòðåçîê ~b (ïèøóò ~b = λ~a), äëèíà êîòîðîãî |~b| = |λ| |~a|, à íàïðàâ-
ëåíèå ïðè ~a 6= 0 ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ~a ïðè λ > 0 è ïðîòèâîïîëîæíî
~a ïðè λ < 0. Ïðè λ = 0 äëèíà ~b ðàâíà íóëþ è âåêòîð ~b ÿâëÿåòñÿ, òàêèì
îáðàçîì, íóëåâûì âåêòîðîì.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ââåäåííûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ íàïðàâëåííûõ
îòðåçêîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëî îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ~a +~b = ~b + ~a;

2) ~a + (~b + ~c) = (~a +~b) + ~c;

3) λ(µ~a) = (λµ)~a;

4) (λ + µ)~a = λ~a + µ~a;

5) λ(~a +~b) = λ~a + λ~b,

ãäå λ è µ � âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Íàçîâåì íàïðàâëåííûé îòðåçîê (−1)~a ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåí-

íîìó îòðåçêó ~a è áóäåì îáîçíà÷àòü åãî −~a.

Îïðåäåëåíèå 5.6. Ðàçíîñòüþ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ~a è ~b íàçûâà-
þò íàïðàâëåííûé îòðåçîê ~c = ~a + (−~b). Îáîçíà÷àþò åãî ~c = ~a−~b.
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Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ñëîæåíèÿ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ è íåèçìåííîñòü
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O

A

B

~a

~b

~a−~b

~a + (−~b)

−~b

Ðèñ. 5.5

íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ïðè
ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå, ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî ðàçíîñòüþ ~a − ~b
íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ~a è ~b
ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííûé îòðå-
çîê, ñîåäèíÿþùèé êîíåö íà-
ïðàâëåííîãî îòðåçêà ~b ñ êîí-
öîì íàïðàâëåííîãî îòðåçêà ~a
(ðèñ. 5.5).

Ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ââåäåííûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ íàïðàâ-
ëåííûõ îòðåçêîâ è óìíîæåíèÿ íàïðàâëåííîãî îòðåçêà íà ÷èñëî óäîâëåòâî-
ðÿþò âñåì àêñèîìàì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1 ), à çíà-
÷èò, ìíîæåñòâî âñåõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ëè-
íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

5.2. Èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåííûõ
îòðåçêîâ è ïðîñòðàíñòâà R 3

Âåêòîðàì ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â R 3

~i1 =

1
0
0

 , ~i2 =

0
1
0

 , ~i3 =

0
0
1


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O

~i

x
A

X

~j

~k

y

B

P

Y

zC

Z

M
−−→
OM

Ðèñ. 5.6

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàêóþ-
íèáóäü ïðàâóþ òðîéêó ïîïàð-
íî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâ-
ëåííûõ îòðåçêîâ åäèíè÷íîé äëè-
íû ~i, ~j, ~k ñ îáùèì íà÷àëîì â
íåêîòîðîé òî÷êå O:

~i1 ←→~i, ~i2 ←→ ~j, ~i3 ←→ ~k.

Âûáåðåì äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëü-
íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò OXY Z
ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â òî÷êå
O (ðèñ. 5.6), êîîðäèíàòíûå îñè
OX, OY è OZ êîòîðîé íàïðàâ-
ëåíû òàê æå, êàê íàïðàâëåííûå
îòðåçêè ~i, ~j è ~k ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ÷èòàåì, ÷òî ìàñøòàá íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ òàêîâ æå, êàê âûáðàí-
íûé ðàíåå äëÿ èçìåðåíèÿ äëèí íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ. Êðîìå òîãî, â ñèëó
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îñíîâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î íåèçìåííîñòè íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ïðè ïà-
ðàëëåëüíîì ïåðåíîñå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå íàïðàâëåííûå îòðåçêè èìåþò

íà÷àëî â òî÷êå O è ïîýòîìó ëþáîé íàïðàâëåííûé îòðåçîê
−−→
OM îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé êîíå÷íîé òî÷êîé M(x; y; z), ãäå x, y, z � êîîðäèíàòû
òî÷êè M â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì, åñëè A, B è C � ïðî-
åêöèè òî÷êè M íà êîîðäèíàòíûå îñè OX, OY è OZ (ðèñ. 5.6), òî x, y è z
� êîîðäèíàòû òî÷åê A, B è C íà ñîîòâåòñòâóþùèõ îñÿõ. Çàìåòèì, ÷òî òî÷-

êàì A, B è C ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâëåííûå îòðåçêè
−→
OA,

−−→
OB è

−→
OC, ïðè÷åì

î÷åâèäíû ðàâåíñòâà

−→
OA = x~i,

−−→
OB = y~j,

−→
OC = z~k. (5.1)

Èç ïðàâèëà ñëîæåíèÿ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ñëåäóåò, ÷òî

−−→
OM =

−→
OP +

−→
OC =

−→
OA +

−−→
OB +

−→
OC (

−→
OP =

−→
OA +

−−→
OB),

è ñ ó÷åòîì (5.1) ïîëó÷àåì:

−−→
OM = x~i + y~j + z~k. (5.2)

Èòàê, ëþáîé íàïðàâëåííûé îòðåçîê
−−→
OM ïðåäñòàâèì â âèäå (5.2). ×èñ-

ëà x, y è z íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè (ïðîåêöèÿìè) íàïðàâëåííîãî îòðåçêà
−−→
OM . Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòè ÷èñëà ñëóæàò êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ

(5.2) íàïðàâëåííîãî îòðåçêà
−−→
OM ïî íàïðàâëåííûì îòðåçêàì ~i, ~j è ~k, ñ

äðóãîé ñòîðîíû � ýòî êîîðäèíàòû òî÷êè M â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîðîæäåííîé íàïðàâëåííûìè îòðåçêàìè ~i, ~j è ~k (èõ
íàçûâàþò êîîðäèíàòíûìè îðòàìè).

Ðàññìîòðèì â R 3 âåêòîð

~a =

x
y
z

 = x~i1 + y~i2 + z~i3. (5.3)

Ñðàâíåíèå (5.2) è (5.3) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5.1. Ëþáîìó íàïðàâëåííîìó îòðåçêó
−−→
OM ñîîòâåò-

ñòâóåò âåêòîð ~a ∈ R 3, êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî â ñòàíäàðòíîì áàçèñå~i1,
~i2, ~i3 ñëóæàò ïðîåêöèè (êîîðäèíàòû) íàïðàâëåííîãî îòðåçêà

−−→
OM â íåêî-

òîðîé ôèêñèðîâàííîé äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

È íàîáîðîò, ëþáîìó âåêòîðó ~a =

x
y
z

 ∈ R 3 ñîîòâåòñòâóåò íà-

ïðàâëåííûé îòðåçîê
−−→
OM , îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (5.2), ãäå ~i, ~j è ~k �
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åäèíè÷íûå íàïðàâëåííûå îòðåçêè (êîîðäèíàòíûå îðòû), ëåæàùèå íà êî-
îðäèíàòíûõ îñÿõ âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Óñòàíîâëåííîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì, ïðè ýòîì:
1) ~i1 ←→~i, ~i2 ←→ ~j, ~i3 ←→ ~k;
2) ~0 � íóëåâîé âåêòîð â R 3;

3) åñëè
−−→
OM ←→ ~a, òî λ

−−→
OM ←→ λ~a äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë λ;

4) åñëè
−−→
OM1 ←→ ~a1 è

−−→
OM2 ←→ ~a2, òî

−−→
OM1 +

−−→
OM2 ←→ ~a1 + ~a2.

Äåéñòâèòåëüíî, 1) ñïðàâåäëèâî ïî ïîñòðîåíèþ, ñâîéñòâî 2) � î÷åâèäíî.
Äîêàæåì 3): åñëè

−−→
OM = x~i + y~j + z~k ←→ ~a =

x
y
z

 ∈ R 3,

òî

λ
−−→
OM = λx~i + λy~j + λz~k ←→

λx
λy
λz

 = λ~a.

Äîêàæåì 4): åñëè

−−→
OM 1 = x1~i + y1~j + z1~k ←→ ~a1 =

x1
y1
z1

 ∈ R 3 è

−−→
OM 2 = x2~i + y2~j + z2~k ←→ ~a2 =

x2
y2
z2

 ∈ R 3,

òî −−→
OM 1 +

−−→
OM 2 = (x1 + x2)~i + (y1 + y2)~j + (z1 + z2)~k ←→

←→

x1 + x2
y1 + y2
z1 + z2

 = ~a1 + ~a2.

Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó
ïðîñòðàíñòâîì íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ è ïðîñòðàíñòâîì R 3 ïîêàçûâàþò,
÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû. Ýòîò èçîìîðôèçì çàâèñèò, ðàçóìååòñÿ,
îò âûáèðàåìîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (îò êîîðäèíàòíûõ îðòîâ ~i, ~j è ~k).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò âû-
áðàíà è ôèêñèðîâàíà, à ïîòîìó ìîæíî îòîæäåñòâèòü ëþáîé íàïðàâëåííûé

îòðåçîê
−−→
OM = x~i+y~j+z~k ñ ñîîòâåòñòâóþùèì åìó âåêòîðîì ~a =

x
y
z

 ∈ R 3
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è ïèñàòü
−−→
OM =

x
y
z

. Â ñâÿçè ñ ýòèì âïðåäü íàïðàâëåííûå îòðåçêè áóäåì

íàçûâàòü âåêòîðàìè è ñ÷èòàòü èõ ýëåìåíòàìè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà R 3.
Ïðè òàêîì ñîãëàøåíèè ïðàâîìåðíî âñå ïðåäûäóùèå îïðåäåëåíèÿ, ïîñòðî-
åíèÿ è ò. ä., ïðîâîäèìûå äëÿ âåêòîðîâ èç R 3, ïåðåíåñòè íà íàïðàâëåííûå
îòðåçêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ
íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, ìîæíî ïåðåíåñòè íà âåêòîðû èç R 3.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âåêòîð
−−→
OM ÷àñòî íàçûâàþò ðàäèóñîì-

âåêòîðîì òî÷êè M . Â äàëüíåéøåì, åñëè
−−→
OM 1 =

x1
y1
z1

 è
−−→
OM 2 =

x2
y2
z2

 �

ðàäèóñû-âåêòîðû òî÷åê M1 è M2, òî
−−→
OM2 =

−−→
OM1 +

−−−→
M1M2, ò. å.

−−−→
M1M2 =

=
−−→
OM2 −

−−→
OM1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

−−−→
M1M2 =

x1 − x2
y1 − y2
z1 − z2

 . (5.4)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëèíà íàïðàâëåííîãî îòðåçêà
−−→
OM =

x
y
z

 î÷åâèäíî

ðàâíà ∣∣∣−−→OM
∣∣∣ =

√
x2 + y2 + z2, (5.5)

è åé, òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóåò íîðìà (4.8) âåêòîðà â R 3. Ïîýòîìó
èíîãäà äëèíó íàïðàâëåííîãî îòðåçêà îáîçíà÷àþò òàê æå, êàê è íîðìó â

R 3: ‖
−−→
OM‖. Íàêîíåö, èç (5.4) è (5.5) ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êà-

ìè M1(x1; y1; z1) è M2(x2; y2; z2), î÷åâèäíî ðàâíîå
∣∣∣−−−→M1M2

∣∣∣, âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå ∣∣∣−−−→M1M2

∣∣∣ =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

5.3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â R 3

Â 4.1 áûëî ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ âåêòîðîâ èç Rn (ôîð-
ìóëà (4.5)). Äëÿ R 3 ýòà ôîðìóëà èìååò âèä

(~a,~b ) = a1b1 + a2b2 + a3b3, (5.6)

ãäå ~a =

a1
a2
a3

 è ~b =

b1
b2
b3

.
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Óòâåðæäåíèå 5.2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ~a, ~b ∈ R 3

îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå (5.6) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñî-
îòíîøåíèþ

(~a,~b ) = ‖~a‖‖~b‖ cos (̂~a,~b ), (5.7)

ãäå (̂~a,~b ) � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b (0 ≤ (̂~a,~b ) ≤ π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëó÷àé 0 < (̂~a,~b ) < π. Ðàññìîò-
ðèì òðåóãîëüíèê OAB (ñì. ðèñ. 5.5), ñòîðîíû êîòîðîãî îáðàçóþò âåêòîðû

~a =
−→
OA, ~b =

−−→
OB è ~a−~b =

−→
BA. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

‖~a−~b‖2 = ‖~a‖2 + ‖~b‖2 − 2‖~a‖‖~b‖ cos (̂~a,~b ). (5.8)

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà ~x =

x1
x2
x3

 ñîñòàâëÿåò

‖~x‖2 = (~x, ~x) = x2
1 + x2

2 + x2
3. (5.9)

Ïóñòü ~a =

a1
a2
a3

, ~b =

b1
b2
b3

, òîãäà ~a − ~b =

a1 − b1
a2 − b2
a3 − b3

. Èç (5.8), ó÷èòûâàÿ

(5.9), íàõîäèì:

‖~a ‖‖~b ‖ cos (̂~a,~b ) =
1

2
(‖~a ‖2 + ‖~b ‖2 − ‖~a−~b ‖2) =

=
1

2
(a2

1 + a2
2 + a2

3 + b2
2 + b2

1 + b2
3 − [(a1 − b1)

2 + (a2 − b2)
2 + (a3 − b3)

2] =

=
1

2
(2a1b1 + 2a2b2 + 2a3b3) = a1b1 + a2b2 + a3b3 = (~a,~b ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àè (̂~a,~b ) = 0 è (̂~a,~b ) = π. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòèõ

ñëó÷àÿõ âûïîëíåíî ~b = λ~a, ïðè÷åì sign(λ) = cos((̂~a,~b )). Åñëè ~a =

a1
a2
a3

, òî
~b =

λa1
λa2
λa3

. Ñëåäîâàòåëüíî,
(~a,~b ) = λa2

1 + λa2
2 + λa2

3 = λ(a2
1 + a2

2 + a2
3) = λ‖~a ‖2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

‖~a ‖‖~b ‖ cos((̂~a,~b )) =
√

a2
1 + a2

2 + a2
3

√
λ2a2

1 + λ2a2
2 + λ2a2

3(sign(λ)) =

= ‖~a ‖|λ| ‖~a ‖sign(λ) = λ‖~a ‖2.
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Çàìå÷àíèå 5.3. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìóëà (5.7) ñïðàâåäëèâà è â

ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ, ~a èëè ~b, � íóëåâîé âåêòîð. Â ýòîì
ñëó÷àå óãîë ìåæäó âåêòîðàìè íå îïðåäåëåí, íî îáå ÷àñòè â (5.7) ñîâïàäàþò,
òàê êàê ðàâíû íóëþ. ⊗

Èç (5.7) ñëåäóåò, ÷òî åñëè âåêòîðû ~a è ~b ïåðïåíäèêóëÿðíû (èíîãäà
ãîâîðÿò ½îðòîãîíàëüíû“, ïî àíàëîãèè ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì 4.10 ), òî èõ
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ. Äëÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðîâ áó-
äåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ~a ⊥ ~b. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóëåâîé âåêòîð
~0 ïåðïåíäèêóëÿðåí ëþáîìó âåêòîðó ~a. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ~a ⊥ ~b è
(~a,~b ) = 0 ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè.

Îïðåäåëåíèå 5.7. Ïóñòü äàíû 2 âåêòîðà ~a, ~b ∈ R 3. ×èñëî, ðàâíîå

‖~b ‖ cos (̂~a,~b ), íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé âåêòîðà ~b íà âåêòîð ~a è îáîçíà÷àåò-

ñÿ Ïð~a
~b.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ~a ⊥ ~b Ïð~a
~b = 0. Åñëè

æå âåêòîðû íå ïåðïåíäèêóëÿðíû (è, ñëåäîâàòåëüíî, îáà îíè íåíóëåâûå), òî

Ïð~a
~b > 0, åñëè óãîë ìåæäó ~a è ~b îñòðûé, è Ïð~a

~b < 0, åñëè óãîë ìåæäó ~a

è ~b òóïîé (ðèñ. 5.7).
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Ðèñ. 5.7

Â ïåðâîì ñëó÷àå Ïð~a
~b > 0 è ðàâíà äëèíå ïðîåêöèè îòðåçêà ~b íà ïðÿìóþ

l, íà êîòîðîé ëåæèò âåêòîð ~a, âî âòîðîì ñëó÷àå Ïð~a
~b < 0 è ðàâíà äëèíå

ïðîåêöèè îòðåçêà ~b íà ïðÿìóþ l, âçÿòîé ñî çíàêîì �ìèíóñ�.
Èç îïðåäåëåíèÿ 5.7 è ôîðìóëû (5.7) ñëåäóåò, ÷òî

(~a,~b ) = ‖~a ‖Ïð~a
~b = ‖~b ‖Ïð~b~a.

5.4. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â R 3

Îïðåäåëåíèå 5.8. Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ~a ×~b âåêòîðîâ ~a è ~b
èç R 3 íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~c, òàêîé, ÷òî:

1) âåêòîð ~c îðòîãîíàëåí âåêòîðàì ~a è ~b;

2) ‖~c ‖ = ‖~a ‖ ‖~b ‖ sin (̂~a,~b );

3) âåêòîðû ~a, ~b, ~c (åñëè ~a è ~b íåêîëëèíåàðíû) îáðàçóþò ïðàâóþ òðîé-
êó.
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Èç ï. 2 îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ~a × ~b = ~0⇔~a è ~b êîëëèíåàðíû, â
÷àñòíîñòè, åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ, ~a èëè ~b, íóëåâîé. Çàìåòèì, ÷òî
íîðìà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàì-
ìà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ-ñîìíîæèòåëÿõ êàê íà ñòîðîíàõ.

Óòâåðæäåíèå 5.3. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) àíòèêîììóòàòèâíîñòüþ: ~a×~b = −(~b× ~a);

2) åñëè λ � ÷èñëî, òî (λ~a )×~b = ~a× (λ~b ) = λ(~a×~b );
3) äèñòðèáóòèâíîñòüþ:

(~a + ~c )×~b = ~a×~b + ~c×~b (5.10)

è
~a× (~b + ~c ) = ~a×~b + ~a× ~c ; (5.11)

4) äëÿ êîîðäèíàòíûõ îðòîâ ~i, ~j, ~k ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

~i×~i = ~0, ~i×~j = ~k, ~i× ~k = −~j,

~j ×~i = −~k, ~j ×~j = ~0, ~j × ~k =~i,

~k ×~i = ~j, ~k ×~j = −~j, ~k × ~k = ~0.

(5.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå ñâîéñòâî. Ñîãëàñíî ïï. 1 è 2 èç
îïðåäåëåíèÿ 5.8 , ~a×~b ‖ ~b× ~a è ‖~a×~b ‖ = ‖~b× ~a‖, ò. å.

~a×~b = ±(~b× ~a ), ~b× ~a = ±(~a×~b ) (5.13)

(ëèáî ½+“, ëèáî ½−“). Íî åñëè ~a, ~b, ~a × ~b � ïðàâàÿ òðîéêà âåêòîðîâ (ïî

îïðåäåëåíèþ 5.8 ), òî ~b, ~a, ~a × ~b � ëåâàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ~a × ~b 6= ~b × ~a è,

ó÷èòûâàÿ (5.13), ïîëó÷àåì: ~a×~b = −(~b× ~a).
Âòîðîå ñâîéñòâî ïðè λ = 0 î÷åâèäíî. Åñëè λ > 0, òî óìíîæåíèå ~a íà λ

óâåëè÷èâàåò ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà â λ ðàç, à íàïðàâëåíèå âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî,

(λ~a )×~b = λ(~a×~b ).

Ïóñòü λ < 0. Òîãäà, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî åñëè ~a,~b, ~a×~b � ïðàâàÿ òðîéêà
âåêòîðîâ, òî (−~a), ~b, ~a×~b � ëåâàÿ òðîéêà, ïîëó÷èì:

(λ~a)×~b=(−|λ|~a)×~b=(|λ|(−~a))×~b= |λ|((−~a)×~b)=−|λ|(~a×~b)=λ(~a×~b).

Èòàê, äëÿ ëþáûõ λ äîêàçàíî

(λ~a )×~b = λ(~a×~b ).
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Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ óæå äîêàçàííûì ñâîéñòâîì àíòèêîììóòàòèâíîñòè,
òî ïîëó÷èì:

~a× (λ~b ) = −(λ~b )× ~a = −λ(~b× ~a ) = λ(~a×~b ),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ñâîéñòâà.
Òðåòüå ñâîéñòâî áóäåò äîêàçàíî â 5.5.
Ïîñëåäíåå, ÷åòâåðòîå, ñâîéñòâî î÷åâèäíî, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ïëîùàäü

ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà åäèíè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðàõ,
ðàâíà åäèíèöå, à âåêòîðû ~i, ~j, ~k îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó.

Ñëåäñòâèå 5.1. Äëÿ âåêòîðîâ ~a =

a1
a2
a3

 è ~b =

b1
b2
b3

 èõ âåêòîðíîå

ïðîèçâåäåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

~a×~b =~i(a2b3 − a3b2)−~j(a1b3 − a3b1) + ~k(a1b2 − a2b1) =

=~i det

[
a2 b2
a3 b3

]
−~j det

[
a1 b1
a3 b3

]
+ ~k det

[
a1 b1
a2 b2

]
. (5.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîðû ~a è ~b çàïèøåì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè âåêòîðîâ ~i, ~j, ~k, òîãäà

~a×~b = (a1~i + a2~j + a3~k )× (b1~i + b2~j + b3~k ).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè 2 è 3 óòâåðæäåíèÿ 5.3 , ïîëó÷èì:

~a×~b = a1b1(~i×~i ) + a1b2(~i×~j ) + a1b3(~i× ~k ) +

+ a2b1(~j ×~i ) + a2b2(~j ×~j ) + a2b3(~j × ~k ) +

+ a3b1(~k ×~i ) + a3b2(~k ×~j ) + a3b3(~k × ~k ).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè (5.12) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (5.14).
Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëó (5.14) ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå ½ñèìâîëè÷åñêî-

ãî“ îïðåäåëèòåëÿ:

~a×~b = det

~i a1 b1
~j a2 b2
~k a3 b3

 ,

ôîðìàëüíîå ðàçëîæåíèå êîòîðîãî ïî ïåðâîìó ñòîëáöó ñîâïàäàåò ñ (5.14).

5.5. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â R 3

Îïðåäåëåíèå 5.9. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ~a íà âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~b è ~c λ = (~a,~b×~c ) íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì ïðîèç-

âåäåíèåì âåêòîðîâ ~a, ~b è ~c.
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Î÷åâèäíî, ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ λ = (~a,~b × ~c ) åñòü
÷èñëî.

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Çàìåòèì
ñíà÷àëà, ÷òî åñëè ~a, ~b è ~c êîìïëàíàðíû (ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè), òî ~b×~c
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Ðèñ. 5.8

ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè, â êîòîðîé
ëåæàò ýòè âåêòîðû, è, ñëåäîâàòåëüíî, ~b × ~c
îðòîãîíàëåí âåêòîðó ~a, îòêóäà (~a,~b× ~c ) = 0.

Ïóñòü ~a, ~b è ~c � íåêîìïëàíàðíû. Ïîñòðîèì íà
ýòèõ âåêòîðàõ êàê íà ðåáðàõ (èñõîäÿùèõ èç
îäíîé âåðøèíû O) ïàðàëëåëåïèïåä (ðèñ. 5.8).
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5.9 âåêòîðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ âåêòîðîâ~b è ~c, åãî äëèíà ‖~b×~c ‖ = S
÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà,

ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~b è ~c, ò. å. ïëîùàäè îñíîâàíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà,
ñëåäîâàòåëüíî, ~b×~c = S~n, ãäå ~n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïëîñêîñòè
âåêòîðîâ ~b è ~c, ïðè÷åì âåêòîðû ~b, ~c, ~n îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó. Îòñþäà

(~a,~b× ~c)=‖~b× ~c ‖Ïð~b×~c~a=‖~b× ~c ‖Ïð~n~a=S Ïð~n~a=S‖~a‖ cos (̂~a, ~n).

Çàìåòèì, ÷òî |Ïð~n~a| = h � âûñîòà ïàðàëëåëåïèïåäà. Åñëè ~b, ~c, ~a îáðàçóþò

ïðàâóþ òðîéêó, òî Ïð~n~a = h, è Ïð~n~a = −h, åñëè ~b, ~c, ~a îáðàçóþò ëåâóþ

òðîéêó. Åñëè ~b, ~c, ~a îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó, òî óãîë α < π/2, à åñëè
ëåâóþ, òî óãîë α > π/2, ñëåäîâàòåëüíî,

|(~a,~b× ~c )| = |S Ïð~n~a| = Sh = V,

ãäå V � îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà.
Èòàê, ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ ðàâíî îáúåìó ïàðàëëåëå-

ïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ, åñëè îíè îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó,
è ðàâíî îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, âçÿòîìó ñî çíàêîì ìèíóñ, åñëè âåêòîðû
îáðàçóþò ëåâóþ òðîéêó.

Çàêîí÷èì òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.3 , ò. å. äèñòðèáóòèâ-
íîñòè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè ~a, ~b, ~c îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó, òî
V = (~a,~b × ~c ), ãäå V � îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû ~c,

~a, ~b òîæå îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó è ïîñòðîåííûé íà íèõ ïàðàëëåëåïèïåä
ñîâïàäàåò ñ ïàðàëëåëåïèïåäîì, ïîñòðîåííûì íà âåêòîðàõ ~a, ~b, ~c, ñëåäîâà-
òåëüíî, V = (~c,~a×~b ), çíà÷èò,

(~a,~b× ~c ) = (~c,~a×~b ). (5.15)

Ôîðìóëà (5.15) òàêæå âåðíà, åñëè ~a, ~b, ~c îáðàçóþò ëåâóþ òðîéêó. Ïóñòü ~x
� ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Òîãäà â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè (5.15) è ëèíåéíîñòè
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ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(~x,~a× (~b + ~c )) = (~x× ~a, (~b + ~c )) = (~x× ~a,~b ) + (~x× ~a,~c )) =

= (~x,~a×~b ) + (~x,~a× ~c )) = (~x, (~a×~b + ~a× ~c )). (5.16)

Èç ðàâåíñòâà (~x, ~u ) = (~x,~v ), ñïðàâåäëèâîãî ïðè ëþáîì ~x, ñëåäóåò

(~x, ~u− ~v ) = 0.

Åñëè ïðèíÿòü ~x = ~u− ~v, òî

(~u− ~v, ~u− ~v ) = ‖~u− ~v ‖2 = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ~u = ~v. Çíà÷èò, èç (5.16) ïîëó÷èì:

~a× (~b + ~c ) = ~a×~b + ~a× ~c,

è ôîðìóëà äèñòðèáóòèâíîñòè (5.11) äîêàçàíà. Ôîðìóëà (5.10) ïîëó÷àåòñÿ
èç (5.11) äâîéíûì ïðèìåíåíèåì ñâîéñòâà àíòèêîììóòàòèâíîñòè.

Íàéäåì òåïåðü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ïóñòü

~a =

a1
a2
a3

 , ~b =

b1
b2
b3

 , ~c =

c1
c2
c3

 ,

òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå (5.14),

~b× ~c =

b2c3 − b3c2
b3c1 − b1c3
b1c2 − b2c1

 .

Îòñþäà äëÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì ôîðìóëó

(~a,~b× ~c ) = a1(b2c3 − b3c2) + a2(b3c1 − b1c3) + a3(b1c2 − b2c1) =

= det

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 . (5.17)

Ïîñêîëüêó èç ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ ñëåäóåò

det

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 = det

b1 c1 a1
b2 c2 a2
b3 c3 a3

 = det

c1 a1 b1
c2 a2 b2
c3 a3 b3

 ,

òî, ó÷èòûâàÿ (5.17) è ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R 3, ïîëó÷èì:

(~a,~b× ~c ) = (~b,~c× ~a ) = (~c,~a×~b ) = (~a×~b,~c ).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå íå ìåíÿåòñÿ ïðè öèêëè÷å-
ñêîé ïåðåñòàíîâêå âåêòîðîâ (ðèñ. 5.9) è ïðè ïåðåñòàíîâêå çíàêîâ âåêòîðíîãî
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Ðèñ. 5.10

è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèé, ïîýòîìó ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòî-
ðîâ ÷àñòî îáîçíà÷àþò ~a~b~c.

Ïðèìåð 5.1. Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû ñ âåðøèíàìè, ðàñïîëîæåííûìè
â òî÷êàõ A(−1, 0, 2), B(2, 1, 1), C(3, 0,−1), D(3, 2, 2). Ïîñòðîèì âåêòîðû

−→
AB =

 3
1
−1

, −→AC =

 4
0
−3

, −−→AD =

4
2
0

 è íà íèõ ïîñòðîèì ïàðàëëåëåïèïåä

ACEBDFMN (ðèñ. 5.10). Èç øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî
Vïèð = 1/6Vïàð, ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçîâàâ (5.17) ïîëó÷èì:

Vïèð =
1

6

∣∣∣−→AB
−→
AC
−−→
AD)

∣∣∣ =
1

6

∣∣∣∣∣∣det

 3 4 4
1 0 2
−1 −3 0

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

6

∣∣∣∣∣∣det

 3 4 −2
1 0 0
−1 −3 2

∣∣∣∣∣∣ =
1

6
|(−1)(8− 6)| = 2

6
=

1

3
. •

5.6. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè çàäàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
òî÷åê, åñëè êîîðäèíàòû êàæäîé òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò ýòî-
ìó óðàâíåíèþ, à êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùåé ýòîìó ìíî-
æåñòâó, óðàâíåíèþ íå óäîâëåòâîðÿþò. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíóþ ïëîñêîñòü Π. Åå ïîëîæå-
íèå â ïðîñòðàíñòâå (ñ÷èòàåì, ÷òî ôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ äåêàðòîâà ïðÿ-
ìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàêîé-ëèáî òî÷-
êîé M0(x0; y0; z0), ïðèíàäëåæàùåé ýòîé ïëîñêîñòè, è íîðìàëüíûì âåêòî-

ðîì ~n =

A
B
C

 (íåíóëåâûì âåêòîðîì, ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïëîñêîñòè). Âîçü-
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ìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M(x; y; z), ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè Π. Òîãäà âåêòîð
−−−→
M0M ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè, è ïîòîìó

−−−→
M0M ⊥ ~n, ò. å.

(~n,
−−−→
M0M) = 0. (5.18)

Åñëè òî÷êà M íå ëåæèò â ïëîñêîñòè Π, òî âåêòîð
−−−→
M0M íå ïåðïåíäèêó-

ëÿðåí âåêòîðó ~n, è òîãäà (~n,
−−−→
M0M) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, (5.18) ÿâëÿåòñÿ

âåêòîðíûì óðàâíåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé ïëîñêîñòè.
Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â êîîðäèíàòíîé ôîðìå. Ïîñêîëüêó

−−−→
M0M =

x− x0
y − y0
z − z0

 ,

óðàâíåíèå (5.18) ñ ó÷åòîì (5.6) ïðèíèìàåò âèä

A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0. (5.19)

Ðàñêðûâàÿ â (5.19) ñêîáêè è îáîçíà÷àÿ −Ax0 − By0 − Cz0 = D, ìîæåì
çàïèñàòü ýòî óðàâíåíèå â âèäå

Ax + By + Cz + D = 0 (A2 + B2 + C2 > 0). (5.20)

Óðàâíåíèå âèäà (5.20) íàçûâàþò îáùèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ïëîñêîñòü âñåãäà ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíå-

íèåì âèäà (5.20). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, óðàâíåíèå (5.20)
âñåãäà çàäàåò íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå (5.20). Íàéäåì êàêîå-íèáóäü ðåøå-
íèå (x0; y0; z0) ýòîãî óðàâíåíèÿ (ýòî óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðå-
øåíèé, ÷òî ñëåäóåò èç îáùåé òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé) � ïîëó-
÷èì ñïðàâåäëèâîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî

Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0,

âû÷èòàÿ êîòîðîå èç óðàâíåíèÿ (5.20), ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå åìó óðàâíåíèå

A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå âèäà (5.19), êîòîðîå, êàê áûëî ïîêàçàíî, çàäàåò ïëîñ-

êîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (x0; y0; z0) ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì

A
B
C

.
Ïðèìåð 5.2. Âûâåäåì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 3 çà-

äàííûå òî÷êè M1(x1; y1; z1), M2(x2; y2; z2) è M3(x3; y3; z3), íå ëåæàùèå íà
îäíîé ïðÿìîé. Ïóñòü M(x; y; z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ýòîé ïëîñêîñòè. Òî-

ãäà 3 âåêòîðà
−−−→
M1M ,

−−−→
M1M2 è

−−−→
M1M3 ëåæàò â äàííîé ïëîñêîñòè, ò. å. ÿâëÿþò-
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ñÿ êîìïëàíàðíûìè (ðèñ. 5.11), è ïîýòîìó èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî
íóëþ:
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Ðèñ. 5.11

−−−→
M1M

−−−→
M1M2

−−−→
M1M3 = 0. (5.21)

Åñëè òî÷êà M íå ëåæèò â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ïëîñêîñòè, òî, ðàçó-

ìååòñÿ, âåêòîðû
−−−→
M1M ,

−−−→
M1M2,

−−−→
M1M3

íå ÿâëÿþòñÿ êîìïëàíàðíûìè è óñëî-
âèå (5.21) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, (5.21) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì
óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç 3 òî÷êè. Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â êîîðäèíàòíîé ôîðìå. Èìååì:

−−−→
M1M =

x− x1
y − y1
z − z1

 ,
−−−→
M1M2 =

x2 − x1
y2 − y1
z2 − z1

 ,
−−−→
M1M3 =

x3 − x1
y3 − y1
z3 − z1


è ñ ó÷åòîì (5.18) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà

det

x− x1 x2 − x1 x3 − x1
y − y1 y2 − y1 y3 − y1
z − z1 z2 − z1 z3 − z1

 = 0. (5.22)

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî â óðàâíåíèè (5.22) íàéòè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû,
ðàçëîæèâ åãî, íàïðèìåð, ïî ïåðâîé ñòðîêå, è òîãäà ïîëó÷èì îáùåå óðàâíå-
íèå ïëîñêîñòè âèäà (5.20). Îäíàêî ÷àùå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç 3 çàäàííûå òî÷êè, çàïèñûâàþò â ôîðìå (5.22), óäîáíîé äëÿ çàïîìè-
íàíèÿ. •

Ïðèìåð 5.3. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 3 òî÷êè,
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Ðèñ. 5.12

ëåæàùèå íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõOX,
OY è OZ è èìåþùèå íà ýòèõ îñÿõ
êîîðäèíàòû a, b è c ñîîòâåòñòâåí-
íî (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî abc 6= 0,
ò. å. ÷òî ïëîñêîñòü íå ïðîõîäèò ÷å-
ðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (ðèñ. 5.12)).
Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïëîñêîñòü ïðîõî-
äèò, òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç 3 òî÷êè:
M1(a; 0; 0), M2(0; b; 0) è M3(0; 0; c).
Ïîäñòàâèâ êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê â
óðàâíåíèå (5.22), ïîëó÷èì:

det

x− a 0− a 0− a
y − 0 b− 0 0− 0
z − 0 0− 0 c− 0

 = 0.
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Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó:

(x− a)bc + yac + zab = 0.

Îòñþäà
bcx + acy + abz = abc.

Äåëÿ ýòî óðàâíåíèå íà abc 6= 0, ïîëó÷èì:

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1. (5.23)

Óðàâíåíèå (5.23) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ íà îñÿõ. •
Ïóñòü çàäàíû äâå ïëîñêîñòè Π1 è Π2:

A1x + B1y + C1z + D1 = 0,
A2x + B2y + C2z + D2 = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~n1 =

A1
B1
C1

, ~n2 =

A2
B2
C2

 íîðìàëüíûå âåêòîðû ïëîñêîñòåé

Π1 è Π2 ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç α � óãîë ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè: α =

= ̂(~n1, ~n2).

Îïðåäåëåíèå 5.10. Óãëîì ̂(Π1, Π2) ìåæäó ïëîñêîñòÿìè Π1 è Π2 íà-

çûâàåòñÿ óãîë α, åñëè 0 ≤ α ≤ π

2
, ëèáî óãîë (π− α), åñëè

π

2
< α ≤ π.

Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ óãîë ̂(Π1, Π2) âñåãäà ïðèíàäëåæèò îòðåç-

êó
[
0;

π

2

]
, ïðè ýòîì

cos ̂(Π1, Π2) =
∣∣∣cos ̂(~n1, ~n2)

∣∣∣ =
|(~n1, ~n2)|
‖~n1‖ ‖~n2‖

=

=
|A1A2 + B1B2 + C1C2|√

A2
1 + B2

1 + C2
1

√
A2

2 + B2
2 + C2

2

.

Îòìåòèì ÷àñòíûå ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé:
1. Ïëîñêîñòè Π1 è Π2 ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó, åñëè

̂(Π1, Π2) =
π

2
⇐⇒ (~n1, ~n2) = 0⇐⇒

⇐⇒ A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0.

2. Ïëîñêîñòè Π1 è Π2 ïàðàëëåëüíû, åñëè èõ íîðìàëüíûå âåêòîðû ~n1 è
~n2 êîëëèíåàðíû, ò. å. êîãäà

A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
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(åñëè â ýòîì ðàâåíñòâå êàêîé-òî èç çíàìåíàòåëåé ðàâåí íóëþ, òî ðàâåí íóëþ
è ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëèòåëü).

3. Â ñëó÷àå

A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
=

D1

D2

ïëîñêîñòè Π1 è Π2 î÷åâèäíî ñîâïàäàþò.

5.7. Óðàâíåíèå ïðÿìîé

Èç øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèåì äâóõ íå ñîâ-
ïàäàþùèõ è íå ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ. Âåðíî è îáðàò-
íîå óòâåðæäåíèå: ëþáàÿ ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå ïðèíàäëåæèò ïî êðàéíåé
ìåðå äâóì ðàçëè÷íûì ïëîñêîñòÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå
ìîæåò áûòü çàäàíà ñèñòåìîé äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñò-
íûìè: {

A1x + B1y + C1z + D1 = 0,

A2x + B2y + C2z + D2 = 0.
(5.24)

Íàïðèìåð, ñèñòåìà

{
x = 0,

y = 0
çàäàåò ïðÿìóþ � îñü àïïëèêàò OZ.

Ïðÿìóþ L â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàòü è äðóãèìè ñïîñîáàìè. Íàïðè-
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Ðèñ. 5.13

ìåð, ìîæíî çàäàòü îäíó òî÷êó
M0(x0, y0, z0) íà äàííîé ïðÿìîé è íà-

ïðàâëÿþùèé âåêòîð ~a =

m
n
p

 � ëþ-

áîé âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé äàííîé
ïðÿìîé (ðèñ. 5.13). Ïóñòü M(x, y, z)
� ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ïðÿìîé L,
òîãäà ÿñíî, ÷òî íàïðàâëåííûé îòðå-

çîê
−−−→
M0M êîëëèíåàðåí ~a, ò. å. íàé-

äåòñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî t,

÷òî
−−−→
M0M = t~a. Âåðíî è îáðàòíîå:

åñëè
−−−→
M0M = t~a, òî M(x, y, z) ëåæèò

íà äàííîé ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì,

−−−→
M0M = t~a, t ∈ R (5.25)

134



� óðàâíåíèå äàííîé ïðÿìîé. Çàïèøåì (5.25) â êîîðäèíàòàõ:
x− x0 = tm,

y − y0 = tn,

z − z0 = tp,

èëè


x = x0 + tm,

y = y0 + tn,

z = z0 + tp,

t ∈ R. (5.26)

Óðàâíåíèÿ (5.26) íàçûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé â ïðî-
ñòðàíñòâå. Èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé (5.26) ïàðàìåòð t, ïîëó÷àåì:

x− x0

m
=

y − y0

n
=

z − z0

p
. (5.27)

Óðàâíåíèÿ (5.27) íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé â ïðî-
ñòðàíñòâå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè îäíà èç êîîðäèíàò âåêòîðà ~a ðàâíà íóëþ,
íàïðèìåð, åñëè m = 0, òî x − x0 = 0 èëè x = x0, è íóëü â çíàìåíàòåëå
äðîáè â (5.27) îçíà÷àåò, òàêèì îáðàçîì, ÷òî è ÷èñëèòåëü ðàâåí íóëþ.

Åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé (5.24), òî ïàðàìåòðè÷åñêîå
óðàâíåíèå (5.25) ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå íàïðàâ-

ëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé ìîæíî âçÿòü ~a = ~n1 × ~n2, ãäå ~n1 =

A1
B1
C1

 è

~n2 =

A2
B2
C2

, à â êà÷åñòâå êîîðäèíàò òî÷êè M0(x0, y0, z0) � ëþáîå ðåøåíèå

ñèñòåìû (5.24).
Ïðèìåð 5.4. Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè

M1(x1, y1, z1) èM2(x2, y2, z2). ßñíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâåM0 ìîæ-
íî âçÿòü ëþáóþ èç ýòèõ òî÷åê, íàïðèìåð M1, à â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî

âåêòîðà ïðÿìîé ìîæíî âçÿòü ~a =
−−−→
M1M2, ò. å.

~a =
−−−→
M1M2 =

x2 − x1
y2 − y1
z2 − z1

 =

m
n
p

 . (5.28)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.28) â(5.26), ïîëó÷àåì:
x = x1 + t(x2 − x1),

y = y1 + t(y2 − y1),

z = z1 + t(z2 − z1),

t ∈ R, (5.29)

à óðàâíåíèå (5.27) ïðèíèìàåò âèä

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
. (5.30)
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Èòàê, ïîëó÷èëè (5.29) � ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé è (5.30) � êà-
íîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè. •

Ïðèìåð 5.5. Âûâåäåì óðàâíåíèå îòðåçêà. Ïóñòü çàäàíû äâå òî÷-
êè M1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2) (ðèñ. 5.14). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ...................... ..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ......................
M1 M
◦ ◦ ◦

M2

Ðèñ. 5.14

M(x, y, z) íà îòðåçêå M1M2. Âåêòîðû
−−−→
M1M2 è

−−−→
M1M êîëëèíåàðíû è ñî-

íàïðàâëåíû, ïðè÷åì ‖
−−−→
M1M‖ ≤ ‖

−−−→
M1M2‖, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò t ∈

[0, 1], òàêîå, ÷òî
−−−→
M1M = t

−−−→
M1M2, t ∈ [0, 1].

Ýòî è åñòü âåêòîðíîå óðàâíåíèå îòðåçêà M1M2. Çàïèñûâàÿ åãî â êîîðäè-
íàòíîé ôîðìå, ïîëó÷èì:

x = x1 − t(x2 − x1),

y = y1 − t(y2 − y1),

z = z1 − t(z2 − z1),

t ∈ [0, 1]. (5.31)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (5.31) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿ-
ìè (5.29). Ýòî åñòåñòâåííî, òàê êàê îòðåçîê M1M2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî êîíå÷íûå òî÷êè M1 è M2. Ïðè ýòîì, åñëè íà ïðÿìîé
ïàðàìåòð t ïðèíàäëåæèò R, òî äëÿ îòðåçêà ýòîò ïàðàìåòð ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèÿ èç [0, 1]. •

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.31) ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå
x = (1− t)x1 + tx2,

y = (1− t)y1 + ty2,

z = (1− t)z1 + tz2,

t ∈ [0, 1]. (5.32)

Ïðè t = 1/2 ôîðìóëû (5.32) äàþò êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà M1M2:

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2

2
, z =

z1 + z2

2
.
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