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Ââåäåíèå
Â èçäàíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçäåëû òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé

äâóõ è òðåõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, îáû÷íî âêëþ÷àåìûå â êóðñ âûñ-
øåé ìàòåìàòèêè äëÿ òåõíè÷åñêèõ âóçîâ. Èçëîæåíû ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ
è îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéíûõ, òðîéíûõ, êðèâîëèíåéíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ
èíòåãðàëîâ. Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü èçäàíèÿ ïîñâÿùåíà ðàçäåëó òåîðèè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, îáû÷íî íàçûâàåìîìó òåîðèåé ïîëÿ è ñâÿçàííîìó ñ ïðèëîæåíèåì
òåîðèè â ôèçèêå. Ýòîò ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ñïåöèàëüíîãî êóðñà
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Äëÿ áîëüøèíñòâà óòâåðæäåíèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ â èçäàíèè, ïðè-
âåäåíû ïîëíûå äîêàçàòåëüñòâà. Îäíàêî èíîãäà òàêèå äîêàçàòåëüñòâà îêà-
çûâàþòñÿ ñòîëü ãðîìîçäêèìè, ÷òî èõ ïðèõîäèòñÿ îïóñêàòü. Íî è íåêîòîðûå
èç èçëîæåííûõ äîêàçàòåëüñòâ ÿâëÿþòñÿ âñå-òàêè äîñòàòî÷íî äëèííûìè; èõ
ìîæíî (è, âåðîÿòíî, öåëåñîîáðàçíî) íå ïðèâîäèòü â êóðñå ëåêöèé äëÿ òåõ-
íè÷åñêîãî âóçà.

Ðàññìàòðèâàåìûì âîïðîñàì ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ëèòåðàòóðû,
èç êîòîðîé ñëåäóåò îòìåòèòü ó÷åáíèêè [1]�[4]. Êíèãè [1], [2] ïðåäíàçíà÷åíû
äëÿ óíèâåðñèòåòîâ, à [3] � äëÿ ñòóäåíòîâ ÌÔÒÈ. Ýòè ó÷åáíèêè ïðåäïîëà-
ãàþò âûñîêèé óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ÷èòàòåëåé è äëÿ ñòó-
äåíòîâ òåõíè÷åñêèõ âóçîâ ÿâëÿþòñÿ, âåðîÿòíî, ñëèøêîì òðóäíûìè. Êíèãà
[4] ÿâëÿåòñÿ âóçîâñêèì ó÷åáíèêîì ïî ðàññìàòðèâàåìûì â äàííîì èçäàíèè
òåìàì.

Ïîñòðîåíèå òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ
òåñíî ñâÿçàíî ñ òàêèìè îñíîâíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè (èëè, òî÷íåå, òîïîëî-
ãè÷åñêèìè) ïîíÿòèÿìè, êàê îáëàñòü, ëèíèÿ, ïîâåðõíîñòü è ò. ä. Äîâîëüíî
ñëîæíî äàòü òî÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé. Ïîýòîìó
åñòåñòâåííî îïèñûâàòü òàêèå îáúåêòû àíàëèòè÷åñêè, ò. å. êàê ìíîæåñòâà
òî÷åê â R2 èëè R3, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì ñîîò-
íîøåíèÿì. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü ðàçíûìè â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ
è ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì àíàëèòè÷åñêèì îïðåäåëåíèÿì êðèâûõ, ïîâåðõíî-
ñòåé è ò. ä.; ïðè ýòîì òàêèå îáúåêòû îáëàäàþò è ðàçëè÷íûìè ãåîìåòðè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè.

Ïðèâåäåì òå àíàëèòè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ óêàçàííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáúåêòîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äàííîì èçäàíèè.

Êðèâûå (ëèíèè) â R2 è R3. Ïóñòü Oxy � äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîð-
äèíàò íà ïëîñêîñòè. Íåïðåðûâíîé (æîðäàíîâîé) êðèâîé íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî òî÷åê ` =

{
(x, y) : x = x(t), y = y(t), t ∈ [t(1), t(2)]

}
, ãäå x(t) è y(t)

� íåïðåðûâíûå íà [t(1), t(2)] ôóíêöèè. Åñëè ~r � ðàäèóñ-âåêòîð1 òî÷êè (x, y),

1 Äëÿ âåêòîðà ~x ∈ R2 âñþäó â èçäàíèè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ~x = [x1, x2]
T , ãäå x1 è

x2 � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ~x. Àíàëîãè÷íî, ~x = [x1, x2, x3]
T � âåêòîð â R3 ñ äåêàðòîâûìè

êîîðäèíàòàìè x1, x2, x3.
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òî íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

~r = ~r(t) =
[
x(t), y(t)

]T
, t ∈ [t(1), t(2)], t(1) ∈ R, t(2) ∈ R.

Â ÷àñòíîñòè, íåïðåðûâíûìè êðèâûìè ÿâëÿþòñÿ ãðàôèêè ôóíêöèé y =
= g(x), x ∈ [a, b], è x = h(y), y ∈ [c, d], åñëè ôóíêöèè g(x) è h(y) íåïðå-
ðûâíû, ñîîòâåòñòâåííî, íà ïðîìåæóòêàõ [a, b] è [c, d].

Èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, ÿâëÿþùååñÿ æîðäàíîâîé (ò. å.
íåïðåðûâíîé) êðèâîé, ìîæåò áûòü âåñüìà ñëîæíûì ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ, ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî âûäåëèòü ñðåäè ýòèõ êðèâûõ áîëåå óçêèé
êëàññ. Òàê, æîðäàíîâó êðèâóþ íàçîâåì ãëàäêîé, åñëè ôóíêöèÿ ~r(t) äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà [t(1), t(2)] è ‖~r ′(t)‖ 6= 0. Âåêòîð ~r ′(t) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì
âåêòîðîì ê ãëàäêîé êðèâîé. Áóäåì íàçûâàòü æîðäàíîâó êðèâóþ êóñî÷íî-
ãëàäêîé, åñëè îòðåçîê [t(1), t(2)] ìîæåò áûòü ðàçáèò íà êîíå÷íîå ÷èñëî îò-
ðåçêîâ [ti−1, ti], ãäå t(1) = t0 < t1 < . . . < tn = t(2), è êàæäàÿ èç êðèâûõ
r = ~r(t) =

[
x(t), y(t)

]T
, t ∈ [ti−1, ti], ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

Äëÿ ãëàäêîé êðèâîé `

L(`) ≡
t(2)∫

t(1)

√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
dt < +∞.

×èñëî L(`) íàçûâàåòñÿ äëèíîé `.
Êðèâàÿ ` íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè ~r(t(1)) = ~r(t(2)). Çàìêíóòàÿ êðè-

âàÿ ` ãëàäêàÿ, åñëè ` � ãëàäêàÿ êðèâàÿ è ~r ′(t(1)) = ~r ′(t(2)). Åñëè ` � êóñî÷íî-
ãëàäêàÿ êðèâàÿ è ~r(t(1)) = ~r(t(2)), òî ` � çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ.

Åñëè ~r(t∗) = ~r(t∗∗) ïðè t∗ ∈ [t(1), t(2)], t∗∗ ∈ [t(1), t(2)] è t∗ 6= t∗∗, òî
êðèâàÿ ` èìååò òî÷êó ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Âñþäó â äàííîì èçäàíèè ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ (è îñîáî íå îãîâàðèâàåòñÿ), ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå êðèâûå òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íå èìåþò, õîòÿ ìíîãèå èç ôîðìóëèðóåìûõ óòâåðæäåíèé
ñïðàâåäëèâû è áåç ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ.

Ïîíÿòèÿ æîðäàíîâîé, ãëàäêîé è êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâûõ â R3 àíàëî-
ãè÷íû ñëó÷àþ ïëîñêîñòè.

Îáëàñòè â R2. Äëÿ òî÷åê ïëîñêîñòè îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó íèìè è òåì ñàìûì � ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
X ⊂ R2 îáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ åãî âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå òî÷-
êè.

Íàçîâåì ìíîæåñòâî D òî÷åê ïëîñêîñòè îãðàíè÷åííîé îáëàñòüþ, åñ-
ëè ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê D (ãðàíèöà D) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé
çàìêíóòîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ êðèâîé íà ïëîñêîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà
ãðàíèöà D íå ïðèíàäëåæèò D, îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé. Åñëè æå
ãðàíèöà D ïðèíàäëåæèò D, òî D íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé îáëàñòüþ. Âåçäå
â äàííîì èçäàíèè îáëàñòè íà ïëîñêîñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ çàìêíóòûìè, è â
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áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòî óñëîâèå ÿâíî íå ôîðìóëèðóåòñÿ. Íåêîòîðûå èç
ïðèâîäèìûõ â èçäàíèè óòâåðæäåíèé âåðíû è äëÿ îòêðûòûõ îáëàñòåé.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â èçäàíèè îáëàñòåé îïðåäåëåíî ïîíÿòèå èõ ïëî-
ùàäè, êîòîðàÿ â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííî-
ãî èíòåãðàëà. Ïëîùàäü îáëàñòè D îáîçíà÷èì S(D). Îòìåòèì èñïîëüçóåìûå
äàëåå åñòåñòâåííûå ñâîéñòâà ïëîùàäè:

1) S(D) ≥ 0 äëÿ ëþáîé îáëàñòè D, äëÿ êîòîðîé ïîíÿòèå ïëîùàäè
îïðåäåëåíî;

2) åñëè îáëàñòèD1 èD2 èìåþò ïëîùàäè S(D1) è S(D2) ñîîòâåòñòâåííî,
D = D1 ∪D2 è D1 è D2 íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò. å. D1 ∩D2 = ∅, òî S(D) òàêæå
îïðåäåëåíî è S(D) = S(D1) + S(D2).

Âòîðîå èç óêàçàííûõ ñâîéñòâ íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîñòüþ ïëîùàäè.
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè D1 è D2 � çàìêíóòûå îáëàñòè ñ êóñî÷íî-ãëàäêè-
ìè ãðàíèöàìè, òî ðàâåíñòâî S(D) = S(D1) + S(D2) ñïðàâåäëèâî è â òîì
ñëó÷àå, êîãäà D1 è D2 èìåþò îáùèå òî÷êè, íî òîëüêî òàêèå, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè êàê îáëàñòè D1, òàê è îáëàñòè D2 (áóäåì ïðè
ýòîì ãîâîðèòü, ÷òî îáëàñòè D1 è D2 ïåðåñåêàþòñÿ ðàçâå ëèøü ïî ñâîèì
ãðàíèöàì).

Ïîâåðõíîñòè â R3. Ïóñòü Oxyz � äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò
â R3. Íåïðåðûâíîé ïîâåðõíîñòüþ Σ â R3 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê,
ðàäèóñû-âåêòîðû êîòîðûõ çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

~r = ~r(ξ,η) =
[
x(ξ,η), y(ξ,η), z(ξ,η)

]T
, (ξ,η) ∈ Dξη,

ãäå Dξη � íåêîòîðàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäè-
íàò O′ξη. Â ÷àñòíîñòè, íåïðåðûâíîé ïîâåðõíîñòüþ â R3 ÿâëÿåòñÿ ãðàôèê
ôóíêöèè z = g(x, y), (x, y) ∈ Dxy, ãäå Dxy � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè Oxy,
åñëè ôóíêöèÿ g(x, y) íåïðåðûâíà íà Dxy.

Ñðåäè ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ ïîâåðõíîñòåé âûäåëÿåòñÿ êëàññ
ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé. Íàçîâåì íåïðåðûâíóþ ïîâåðõíîñòü Σ ãëàäêîé, åñëè
ôóíêöèÿ ~r(ξ,η) èìååò íåïðåðûâíûå íà Dxy ïðîèçâîäíûå

~r ′ξ =

[
∂x

∂ξ
,

∂y

∂ξ
,

∂z

∂ξ

]T

, ~r ′η =

[
∂x

∂η
,

∂y

∂η
,

∂z

∂η

]T

è
∥∥[~r ′ξ, ~r ′η]∥∥ 6= 0

äëÿ âñåõ òî÷åê Dξη. Çäåñü è äàëåå [~a,~b] îçíà÷àåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ ~a è ~b.

Ïîâåðõíîñòü Σ áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-ãëàäêîé, åñëè âñþäó íà Dξη,
èñêëþ÷àÿ êîíå÷íîå ÷èñëî êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ, îïðåäåëåíû íåïðåðûâ-
íûå ïðîèçâîäíûå ~r ′ξ è ~r ′η è âûïîëíåíî óñëîâèå

∥∥[~r ′ζ, ~r ′η]∥∥ 6= 0. Ãëàäêàÿ
ïîâåðõíîñòü ìîæåò èìåòü òî÷êè (è ëèíèè) ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Áóäåì âåçäå
ïðåäïîëàãàòü (è íå îòìå÷àòü ýòî îñîáî), ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ïîâåðõ-
íîñòè íå èìåþò òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
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Äëÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ½êðàé ïî-
âåðõíîñòè“. Ïðèâåñòè çäåñü òî÷íîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîýòîìó â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíî èñïîëüçóåòñÿ,
ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ íàãëÿäíûì ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì.

Îáëàñòü â R3. Äëÿ ìíîæåñòâà X ⊂ R3 òàêæå åñòåñòâåííî îïðåäå-
ëÿþòñÿ åãî âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå òî÷êè. Îãðàíè÷åííîé îáëàñòüþ â R3

áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî Ω â òîì ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî åãî ãðàíè÷-
íûõ òî÷åê (ãðàíèöà Ω) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòü Σ. Ïîâåðõ-
íîñòü Σ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé. Îïðåäåëåíèÿ îòêðûòûõ è
çàìêíóòûõ îáëàñòåé â R3 àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ïëîñêîñòè. Âñå îáëàñòè â R3

ïðåäïîëàãàþòñÿ çàìêíóòûìè.
Â øêîëüíîé ïðîãðàììå ïî ìàòåìàòèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå îáúå-

ìà äëÿ ïðîñòåéøèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òåë. Ýòî ïîíÿòèå ìîæåò áûòü ðàñïðî-
ñòðàíåíî è íà áîëåå ñëîæíûå ìíîæåñòâà X ⊂ R3. Ïðè ýòîì îáúåì V (X)
ìíîæåñòâà X îáëàäàåò ñëåäóþùèìè åñòåñòâåííûìè ñâîéñòâàìè:

1) V (X) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî X ⊂ R3, îáúåì êîòîðîãî îïðåäåëåí;
2) åñëè X = X1∪X2 è X1∩X2 = ∅ è ñóùåñòâóþò V (X), V (X1), V (X2),

òî V (X) = V (X1) + V (X2).
Âòîðîå ñâîéñòâî, êàê è äëÿ ïëîùàäè, íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîñòüþ îáú-

åìà. Äëÿ Ω1 è Ω2, ÿâëÿþùèõñÿ îáëàñòÿìè â R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðà-
íèöàìè, ðàâåíñòâî V (Ω) = V (Ω1) + V (Ω2) ñïðàâåäëèâî è â òîì ñëó÷àå,
êîãäà Ω1 è Ω2 ïåðåñåêàþòñÿ, íî ðàçâå ëèøü ïî ñâîèì ãðàíèöàì. Èç îòìå-
÷åííûõ ñâîéñòâ îáúåìà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè Ω1 è Ω � îáëàñòè ñ
êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè è Ω1 ⊂ Ω, òî V (Ω1) ≤ V (Ω).

Â èçäàíèè èçó÷àþòñÿ ôóíêöèè, çàäàííûå íà êðèâûõ, îáëàñòÿõ èëè
ïîâåðõíîñòÿõ. ×àñòî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (òåîðå-
ìà Âåéåðøòðàññà): åñëè ôóíêöèÿ f(P ), P ∈ D, îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà
îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè D, òî f(P ) îãðàíè÷åíà íà D è äîñòèãàåò
ñâîèõ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé, ò. å. ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè
P∗ ∈ D, P ∗ ∈ D, ÷òî f(P∗) = inf

P∈D
f(P ), f(P ∗) = sup

P∈D
f(P ).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé íå-
ïðåðûâíîñòè ôóíêöèé. Ôóíêöèÿ f(P ), P ∈ X, íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå X, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê P ′ ∈ X, P ′′ ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
ρ(P ′, P ′′) < δ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∣∣f(P ′)− f(P ′′)
∣∣ < ε; çäåñü ρ(P ′, P ′′)

� ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè P ′ è P ′′.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà (Âåéåðøòðàññ): åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà çà-

ìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå X, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà X.
Ôóíêöèþ f(P ), P ∈ D, áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà D,

åñëè îáëàñòü D (çàìêíóòóþ) ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ
îáëàñòåé Di, ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé ðàçâå ëèøü ïî ñâîèì ãðàíèöàì,
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è f(P ) íåïðåðûâíà íà êàæäîé îáëàñòè Di.
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â èçäàíèè:

ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë � R; çíàê îòìå÷àåò êîíåö äîêàçàòåëüñòâà;
çíàê • � êîíåö çàìå÷àíèÿ.

1. ÄÂÎÉÍÎÉ ÈÍÒÅÃÐÀË

1.1. Îïðåäåëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

Ðàññìîòðèì â R2 íåêîòîðóþ îãðàíè÷åííóþ çàìêíóòóþ îáëàñòü D ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé. Äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà X òî÷åê
èç R2 îïðåäåëèì åãî äèàìåòð d(X) ðàâåíñòâîì

d(X) = sup
P ′∈X,P ′′∈X

ρ(P ′, P ′′) ,

ãäå ρ(P ′, P ′′) � ðàññòîÿíèå ìåæäó P ′ è P ′′. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îãðàíè÷åííîé
çàìêíóòîé îáëàñòè äèàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøàÿ õîðäà.

Îáîçíà÷èì S(D) ïëîùàäü îáëàñòè D. Âñþäó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòåé âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî S(D) > 0.

Ïóñòü íà îáëàñòè D çàäàíà âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f : D → R.
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå {Di} îáëàñòè D íà ÷àñòè÷íûå (çàìêíóòûå) îá-

ëàñòè Di, i = 1, 2, . . . , n, ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè, êîòîðûå ìîãóò
ïåðåñåêàòüñÿ ìåæäó ñîáîé ðàçâå ëèøü ïî ñâîèì ãðàíèöàì. Äëÿ îáëàñòåé
Di òàêæå îïðåäåëåíû èõ ïëîùàäè, êîòîðûå îáîçíà÷èì ∆Si, i = 1, 2 . . . , n.
Îáîçíà÷èì λ = max

i=1,2,...,n
d(Di) íàèáîëüøèé èç äèàìåòðîâ ÷àñòè÷íûõ îáëà-

ñòåé è íàçîâåì λ ðàíãîì ðàçáèåíèÿ. Â êàæäîé èç îáëàñòåé Di âûáåðåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Pi ∈ Di è ðàññìîòðèì ñóììó

n∑
i=1

f(Pi)∆Si,

íàçûâàåìóþ èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ ôóíêöèè f(P ), îáëàñòè D, ðàçáèå-
íèÿ {Di} è òî÷åê Pi.

Îïðåäåëåíèå 1.1. ×èñëî I íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì îò
ôóíêöèè f(P ) ïî îáëàñòè D, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òà-
êîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {Di} ñ ðàíãîì, óäîâëåòâîðÿþùèì
óñëîâèþ λ < δ, è ëþáîãî âûáîðà òî÷åê Pi ∈ Di ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(Pi)∆Si − I

∣∣∣∣∣ < ε.
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Ôóíêöèÿ f(P ) íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîé ïî îáëàñòè D
è äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

I =

∫∫
D

f(P )dS.

Äâîéíîé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò íå äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(P ). Íåîáõî-
äèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ôóíê-
öèè f(P ).

Òåîðåìà 1.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(P ) èíòåãðèðóåìà ïî îáëàñòè D, òî
f(P ) îãðàíè÷åíà íà D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî f(P )
íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà D. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Pk} òî÷åê Pk ∈ D, ÷òî lim

k→∞
f(Pk) = +∞. Ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè {Di}

â êàêóþ-ëèáî èç ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé ïîïàäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Pk}. Òîãäà, ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàÿ ýòè òî÷êè â êà-
÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè Pi, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëü-
íûõ ñóìì, íå îãðàíè÷åííóþ ñâåðõó. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåìîãî â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1.1 ÷èñëà I â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò,
÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå òåîðåìå 1.1, íå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì: îãðàíè÷åííî-
ñòè ôóíêöèè f(P ) íå äîñòàòî÷íî äëÿ åå èíòåãðèðóåìîñòè. Ñôîðìóëèðóåì
áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòåéøóþ òåîðåìó î äîñòàòî÷íûõ äëÿ èíòåãðèðóåìî-
ñòè f(P ) óñëîâèÿõ.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(P ) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé
îáëàñòè D, òî îíà èíòåãðèðóåìà ïî D.

Óñëîâèå êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè f(P ) ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñèëüíûì îãðà-
íè÷åíèåì è ìîæåò áûòü â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îñëàáëåíî. Íå áóäåì ïðè-
âîäèòü ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè, ïîñêîëüêó â ïðèëîæåíèÿõ
äâîéíîãî èíòåãðàëà îáû÷íî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü êóñî÷íî-íåïðåðûâ-
íûå ôóíêöèè.

Ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
íà êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà D. Òàê, åñëè f(P ) =
= f1(P ) + if2(P ), òî ïî îïðåäåëåíèþ∫∫

D

f(P )dS =

∫∫
D

f1(P )dS + i

∫∫
D

f2(P )dS

â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè f1(P ) è f2(P ) èíòåãðèðóåìû ïî D.
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1.2. Ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà

Îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì îïðåäå-
ëåííîãî èíòåãðàëà. Ñôîðìóëèðóåì èõ äëÿ ñëó÷àÿ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫∫
D

dS = S(D). (1.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàííûé äâîéíîé èíòåãðàë ñîîòâåòñòâóåò ñëó-
÷àþ f(P ) ≡ 1. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè f(P ) ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè è ëþáîì
âûáîðå òî÷åê Pi èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ñîâïàäàåò ñ S(D) ïî ñâîéñòâó àääè-
òèâíîñòè ïëîùàäè. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(P ) ≡ 1 èíòåãðèðóåìà íà D
è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1.1).

Òåîðåìà 1.4. Åñëè ôóíêöèè f1(P ) è f2(P ) èíòåãðèðóåìû ïî îáëàñòè
D, α1 ∈ R, α2 ∈ R è f(P ) = α1f1(P ) +α2f2(P ), òî ôóíêöèÿ f(P ) òàêæå
èíòåãðèðóåìà ïî D è∫∫

D

f(P )dS = α1

∫∫
D

f1(P )dS + α2

∫∫
D

f2(P )dS. (1.2)

Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (1.2) îáû÷íî íàçûâàþò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè
äâîéíîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 1.5. Åñëè f1(P ) è f2(P ) èíòåãðèðóåìû ïî îáëàñòè D è âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî f1(P ) ≤ f2(P ) ïðè P ∈ D, òî∫∫

D

f1(P )dS ≤
∫∫
D

f2(P )dS.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.4 è 1.5 àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ òåîðåì äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ñì. [5]).

Òåîðåìà 1.6. Åñëè ôóíêöèÿ f(P ) èíòåãðèðóåìà ïî îáëàñòè D, òî
ôóíêöèÿ |f(P )| òàêæå èíòåãðèðóåìà ïî D è∣∣∣∣∣∣

∫∫
D

f(P )dS

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫
D

|f(P )|dS. (1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü èíòåãðèðóå-
ìîñòü ïî D ôóíêöèè |f(P )|. Îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ýòîãî ôàêòà
òîëüêî äëÿ íåïðåðûâíûõ íà D ôóíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå |f(P )| òàêæå áóäåò
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íåïðåðûâíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìîé ïî D ôóíêöèåé íà îñíîâà-
íèè òåîðåìû 1.2. Òàê êàê ïðè âñåõ P ∈ D ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

−|f(P )| ≤ f(P ) ≤ |f(P )| (1.4)

è ôóíêöèè f(P ), |f(P )|, −|f(P )| èíòåãðèðóåìû ïî D, òî èç (1.4) ïî òåîðåìå
1.5 ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

−
∫∫
D

|f(P )|dS ≤
∫∫
D

f(P )dS ≤
∫∫
D

|f(P )|dS,

ðàâíîñèëüíûå íåðàâåíñòâó (1.3).

Òåîðåìà 1.7. Åñëè ôóíêöèÿ f(P ) èíòåãðèðóåìà è îãðàíè÷åíà â îá-
ëàñòè D, òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

mS(D) ≤
∫∫
D

f(P )dS ≤ MS(D), (1.5)

ãäå m = inf
P∈D

f(P ), M = sup
P∈D

f(P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë m è
M ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f(P ). ßñíî, ÷òî ïðè âñåõ P ∈ D
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà m ≤ f(P ) ≤ M . Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, èíòåãðè-
ðóåìîñòè ôóíêöèè f(P ) è ðàâåíñòâà (1.1) ñëåäóþò (ñ ó÷åòîì òåîðåìû 1.4)
íåðàâåíñòâà (1.5).

Òåîðåìà 1.8. (Òåîðåìà î ñðåäíåì). Åñëè f(P ) íåïðåðûâíà â çà-
ìêíóòîé îáëàñòè D, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà P ∗ ∈ D, ÷òî∫∫

D

f(P )dS = f(P ∗)S(D). (1.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì íåðà-
âåíñòâî S(D) > 0. Èíòåãðàë

∫∫
D

f(P )dS ñóùåñòâóåò, òàê êàê f(P ) íåïðå-

ðûâíà. Äëÿ ÷èñëà µ =
[
S(D)

]−1 ∫∫
D

f(P )dS èç ñîîòíîøåíèé (1.5) ñëåäóþò

íåðàâåíñòâà m ≤ µ ≤ M . Ïîýòîìó äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(P ) ïî
òåîðåìå Âåéåðøòðàññà íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà P ∗, ÷òî f(P ∗) = µ. Ýòî ðà-
âåíñòâî ðàâíîñèëüíî (1.6).

Òåîðåìà 1.9. (Àääèòèâíîñòü äâîéíîãî èíòåãðàëà). Åñëè D =
= D(1) ∪ D(2), ãäå D(1) è D(2) � îáëàñòè ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè,
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ïåðåñåêàþùèåñÿ ðàçâå ëèøü ïî ñâîèì ãðàíèöàì, è ôóíêöèÿ f(P ) èíòå-
ãðèðóåìà ïî D, òî f(P ) èíòåãðèðóåìà ïî D(1) è ïî D(2) è∫∫

D

f(P )dS =

∫∫
D(1)

f(P )dS +

∫∫
D(2)

f(P )dS. (1.7)

Íàîáîðîò, åñëè ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ íà îáëàñòè D, D(1) è D(2) ôóíêöèÿ
f(P ) èíòåãðèðóåìà ïî îáëàñòÿì D(1) è D(2), òî f(P ) èíòåãðèðóåìà ïî
D è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1.7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàèáîëåå òðóäíîé ÷àñòüþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî èíòåãðèðóåìîñòè f(P ) ïî îáëàñòÿì D(1) è D(2) (â
ïåðâîì ñëó÷àå) èëè ïî îáëàñòè D (âî âòîðîì ñëó÷àå). Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü
òîëüêî ñëó÷àåì êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà D ôóíêöèè f(P ). Â îáùåì ñëó-
÷àå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [1]. Êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ íà D ôóíêöèÿ
f(P ) áóäåò òàêæå êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé è íà D(1), è íà D(2). Ïîýòîìó âñå
èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â ðàâåíñòâî (1.7), ñóùåñòâóþò, è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû íåîáõîäèìî òîëüêî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü (1.7).

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèÿ {D(1)
i }, i = 1, 2, . . . , n, îáëàñòè D(1) è {D(2)

j },
j = 1, 2, . . . ,m, îáëàñòè D(2). Ïóñòü ε > 0 è ðàíãè λ1 ðàçáèåíèÿ {D(1)

i } è λ2

ðàçáèåíèÿ {D(2)
j } òàêîâû, ÷òî∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(P
(1)
i )∆S

(1)
i − I1

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
,

∣∣∣∣∣
m∑

j=1

f(P
(2)
j )∆S

(2)
j − I2

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
(1.8)

äëÿ ëþáîãî âûáîðà òî÷åê P
(1)
i , i = 1, 2, . . . , n, è P

(2)
j , j = 1, 2, . . . ,m; çäåñü

I1 =

∫∫
D(1)

f(P )dS, I2 =

∫∫
D(2)

f(P )dS.

Îáúåäèíåíèå ðàçáèåíèé {D(1)
i } è {D(2)

j } ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå îáëàñòè D.
Îáîçíà÷èì åãî {Dk}, k = 1, 2, . . . , n+m; ÷àñòè÷íûå îáëàñòè Dk ñîâïàäàþò
ëèáî ñ D

(1)
i , ëèáî ñ D

(2)
j . Ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷èì Pk, k = 1, 2, . . . , n + m,

òî÷êè P
(1)
i (â D(1)) è òî÷êè P

(2)
j (â D(2)). Òîãäà äëÿ ðàçáèåíèÿ {Dk} îáëàñòè

D è òî÷åê Pk ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

n+m∑
k=1

f(Pk)∆Sk =
n∑

i=1

f(P
(1)
i )∆S

(1)
i +

m∑
j=1

f(P
(2)
j )∆S

(2)
j .
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Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâ (1.8) ñëåäóåò:∣∣∣∣∣
n+m∑
k=1

f(Pk)∆Sk − I1 − I2

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(P
(1)
i )∆S

(1)
i − I1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

m∑
j=1

f(P
(2)
j )∆S

(2)
j − I2

∣∣∣∣∣ ≤ ε. (1.9)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå {Dk} îáëàñòè
D è òàêèå òî÷êè Pk, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (1.9). Ïîýòîìó

∫∫
D

f(P )dS

äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ÷èñëîì I1 + I2, ÷òî è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà
(1.7).

Çàìå÷àíèå 1.1. Òåîðåìû 1.4 è 1.9 ñïðàâåäëèâû òàêæå è äëÿ äâîéíûõ
èíòåãðàëîâ îò êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Äîêàçàòåëüñòâà äëÿ äàííîãî
ñëó÷àÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç òåîðåì â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå è èç
îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà îò êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Òåîðåìà 1.6 òàêæå
âåðíà äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, íî åå äîêàçàòåëüñòâî â ýòîì ñëó÷àå
íåñêîëüêî óñëîæíÿåòñÿ. •

1.3. Ïîâòîðíûé èíòåãðàë â äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàòàõ

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxy.
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xb

D

a

y = g1(x)

y = g2(x)

O

y

Ðèñ. 1.1

Ðàññìîòðèì îáëàñòü D, äåêàðòî-
âû êîîðäèíàòû (x, y) òî÷åê êîòî-
ðîé óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:
a ≤ x ≤ b; g1(x) ≤ y ≤ g2(x),
ãäå g1(x) è g2(x) � íåïðåðûâíûå íà
[a, b] ôóíêöèè. Íàçîâåì òàêóþ îá-
ëàñòü ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè
Ox (ðèñ. 1.1).

Ïóñòü íà D çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x, y). Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ1

F (x) =

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y)dy. (1.10)

Òåîðåìà 1.10. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà íà îáëàñòè

D =
{
(x, y) : a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)

}
,

1 Îáû÷íî ãîâîðÿò, ÷òî F (x) � èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà x.
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à ôóíêöèè g1(x) è g2(x) íåïðåðûâíû íà [a, b], òî ôóíêöèÿ F (x), îïðåäåëÿ-
åìàÿ ðàâåíñòâîì (1.10), íåïðåðûâíà íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé g1(x) < g2(x) ïðè âñåõ
x ∈ [a, b]. Âîçüìåì x0 ∈ [a, b]. Òàê êàê g1(x0) < g2(x0), òî íàéäåòñÿ òàêàÿ
îêðåñòíîñòü Kδ(x0) =

{
x ∈ [a, b] : x0 − δ < x < x0 + δ

}
, ÷òî äëÿ âñåõ

x ∈ Kδ(x0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî g1(x) ≤ A ≤ g2(x) ïðè íåêîòîðîì
A ∈ R; â êà÷åñòâå ÷èñëà A ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,

[
g1(x0) + g2(x0)

]
/2.

Òîãäà ïðè x ∈ Kδ(x0)

F (x) =

A∫
g1(x)

f(x, y)dy +

g2(x)∫
A

f(x, y)dy = F2(x)− F1(x),

ãäå F1(x) =
g1(x)∫
A

f(x, y)dy, F2(x) =
g2(x)∫
A

f(x, y)dy. Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü

â òî÷êå x0 ôóíêöèè F2(x), äëÿ F1(x) äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Ïî îïðå-
äåëåíèþ ôóíêöèè F2(x)

F2(x) =

g2(x)∫
A

f(x, y)dy; F2(x0) =

g2(x0)∫
A

f(x0, y)dy.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g2(x) ≥ g2(x0); ñëó÷àé, êîãäà g2(x) < g2(x0), ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òîãäà

F2(x) =

g2(x0)∫
A

f(x, y)dy +

g2(x)∫
g2(x0)

f(x, y)dy

è, çíà÷èò,

F2(x)− F2(x0) =

g2(x)∫
g2(x0)

f(x, y)dy +

g2(x0)∫
A

[
f(x, y)− f(x0, y)

]
dy. (1.11)

Òàê êàê f(x, y) îãðàíè÷åíà íà D, ò. å. |f(x, y)| ≤ Mf , òî äëÿ ïåðâîãî èíòå-
ãðàëà, âõîäÿùåãî â (1.11), ïîëó÷èì:∣∣∣∣∣∣∣

g2(x)∫
g2(x0)

f(x, y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Mf

(
g2(x)− g2(x0)

)
−→
x→x0

0

â ñèëó íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x0 ôóíêöèè g2(x).
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Ðàññìîòðèì âòîðîé èíòåãðàë, âõîäÿùèé â (1.11). Îòìåòèì, ÷òî ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè (x0, y) è (x, y) íå ïðåâîñõîäèò δ. Âîçüìåì ε > 0 è
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî δ > 0 âûáðàíî ñòîëü ìàëûì, ÷òî∣∣f(x, y)− f(x0, y)

∣∣ ≤ ε.
Ýòî âîçìîæíî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x, y) íà îáëàñòè D, ïðè÷åì
δ ìîæíî âçÿòü íå çàâèñÿùèì îò y, òàê êàê íåïðåðûâíàÿ íà çàìêíóòîé
îáëàñòè D ôóíêöèÿ f(x, y) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà D. Ñ÷èòàÿ, ÷òî δ
âûáðàíî óêàçàííûì îáðàçîì, ïîëó÷èì ïðè x ∈ Kδ(x0)∣∣∣∣∣∣∣

g2(x0)∫
A

[
f(x, y)− f(x0, y)

]
dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε
∣∣g2(x0)− A

∣∣ ≤ ε(Mg + |A|
)
, (1.12)

ãäå Mg = sup
x∈[a,b]

g2(x). Èç íåðàâåíñòâà (1.12) ñëåäóåò:

lim
x→x0

g2(x0)∫
A

[
f(x, y)− f(x0, y)

]
dy = 0,

ò. å. íåïðåðûâíîñòü â x0 âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷àñòè (1.11). Òàêèì
îáðàçîì, F2(x) íåïðåðûâíà â x0 êàê ñóììà äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Òîãäà è F (x) íåïðåðûâíà â x0. Èòàê, òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
g1(x) < g2(x) ïðè âñåõ x ∈ [a, b]. Åñëè æå g1(x0) = g2(x0) ïðè íåêîòîðîì
x0 ∈ [a, b], òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ; èõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1].

Òåîðåìà 1.10 îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

b∫
a

F (x)dx

â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f , g1 è g2.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Åñëè ôóíêöèÿ F (x) èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî

b∫
a

F (x)dx =

b∫
a

dx

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y)dy

íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè D =
=
{
(x, y) : a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)

}
⊂ R2; ïðè ýòîì ñíà÷àëà f(x, y)

èíòåãðèðóåòñÿ ïî ïåðåìåííîé y, à çàòåì ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðè-
ðóåòñÿ ïî x. Â ýòîì îïðåäåëåíèè (x, y) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â R2.
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Åñëè îáëàñòü D ïðàâèëüíà îòíîñèòåëüíî îñè Oy, ò. å. äåêàðòîâû êî-
îðäèíàòû (x, y) åå òî÷åê óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì c ≤ y ≤ d, h1(y) ≤
≤ x ≤ h2(y), òî àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ïîâòîðíûé èíòåãðàë

d∫
c

dy

h2(y)∫
h1(y)

f(x, y)dx,

â êîòîðîì f(x, y) ñíà÷àëà èíòåãðèðóåòñÿ ïî x, à çàòåì � ïî y.
Äëÿ ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà ñïðàâåäëèâà òåîðåìà î ñðåäíåì.

Òåîðåìà 1.11. Åñëè f(x, y) íåïðåðûâíà íà D, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
òî÷êà P ∗(x∗, y∗) ∈ D, ÷òî

d∫
c

dx

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y)dy = f(x∗, y∗)S(D),

ãäå S(D) � ïëîùàäü îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíàÿ íà D ôóíêöèÿ f(x, y) îãðàíè÷åíà;
îáîçíà÷èìm = inf

(x,y)∈D
f(x, y); M = sup

(x,y)∈D

f(x, y). Òîãäà m≤ f(x, y) ≤M äëÿ

âñåõ (x, y) ∈ D. Ïîýòîìó

g2(x)∫
g1(x)

m dy ≤
g2(x)∫

g1(x)

f(x, y) dy ≤
g2(x)∫

g1(x)

M dy

è, çíà÷èò,

m
[
g2(x)− g1(x)

]
≤

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y) dy ≤ M
[
g2(x)− g1(x)

]
.

Òàê êàê äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ïîâòîðíûé èíòåãðàë, òî
ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî îòðåçêó [a, b]. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì:

m

b∫
a

[
g2(x)− g1(x)

]
dx ≤

b∫
a

dx

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y) dy ≤ M

b∫
a

[
g2(x)− g1(x)

]
dx
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èëè, òàê êàê S(D) =
b∫
a

[
g2(x)− g1(x)

]
dx, íåðàâåíñòâî

m ≤ 1

S(D)

b∫
a

dx

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y) dy ≤ M.

Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x, y) ñóùåñòâóþò
òàêèå x∗, y∗, ÷òî

f(x∗, y∗) =
1

S(D)

b∫
a

dx

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y) dy.

Ýòî ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.

1.4. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà
â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

Ïóñòü ïîëîæåíèå òî÷êè P íà ïëîñêîñòè îïèñûâàåòñÿ äåêàðòîâûìè êî-
îðäèíàòàìè (x, y), à îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè Ox.
Ïóñòü íà D çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(P ), P ∈ D. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, íà D îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f

(
P (x, y)

)
,

êîòîðóþ äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè áóäåì îáîçíà÷àòü f(x, y). Â ýòîì ñëó÷àå
äâîéíîé èíòåãðàë ôóíêöèè f ïî D ñóùåñòâóåò è ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ
ïîìîùüþ ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 1.12. Åñëè (x, y) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, D =
{
(x, y) :

a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)
}
� ïðàâèëüíàÿ îòíîñèòåëüíî îñè Ox îá-

ëàñòü, ôóíêöèÿ f(P ) íåïðåðûâíà íà D, à ôóíêöèè g1(x) è g2(x) íåïðå-
ðûâíû íà [a, b], òî ∫∫

D

f(P )dS =

b∫
a

dx

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y)dy. (1.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ñíà÷àëà íåêîòîðîå ðàçáèåíèå îáëàñòè D
îòðåçêàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì Ox è Oy, ðàíã êîòîðîãî ìîæåò áûòü ñäå-
ëàí ïðîèçâîëüíî ìàëûì. Âîçüìåì ε > 0. Òàê êàê ôóíêöèè g1(x) è g2(x)
íåïðåðûâíû íà [a, b], òî îíè è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà ýòîì îòðåç-
êå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ1 > 0, ÷òî
|g1(x

′)−g1(x
′′)| < ε äëÿ ëþáûõ òàêèõ x′ è x′′ èç îòðåçêà [a, b], ÷òî |x′−x′′| <

< δ1, è ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íîå ÷èñëî δ2 > 0 äëÿ ôóíêöèè g2(x). Âîçüìåì
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δ = min{δ1, δ2} è ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] òî÷êàìè xi, i = 0, 1, . . . , n, x0 = a,
xn = b, íà n ðàâíûõ ÷àñòåé òàê, ÷òîáû äëèíà êàæäîé èç íèõ áûëà ìåíüøå
δ (ðèñ. 1.2). Îòìåòèì, ÷òî åñëè g2(x) 6≡ const, òî δ→ 0 ïðè ε→ 0 è, ñëåäî-
âàòåëüíî, b → ∞. Åñëè æå g2(x) ≡ const, òî δ ìîæåò áûòü ëþáûì; â ýòîì
ñëó÷àå áóäåì âûáèðàòü n òàêèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå: n →∞ ïðè
ε→ 0. ßñíî, ÷òî

b∫
a

dx

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y)dy =
n∑

i=1

xi∫
xi−1

dx

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y)dy. (1.14)

Ðàññìîòðèì êàæäûé èç ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â ñóììó.
Ïóñòü íîìåð i ôèêñèðîâàí. Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ïîâòîðíûé èíòåãðàë
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ïî ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè Ox îáëàñòè Di =
=
{
(x, y) : xi−1 ≤ x ≤ xi, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)

}
(íà ðèñ. 1.2 îáëàñòü Di

çàøòðèõîâàíà).
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xxnxi xn−1xi−1x1x0

y = g1(x)

y = g2(x)

O

y

Mi

Mi − ε

mi + ε

mi

Ðèñ. 1.2

Ïóñòü mi = inf
x∈[xi−1,xi]

g1(x); Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

g2(x). Ðàññìîòðèì ãîðèçîí-

òàëüíûå ïðÿìûå y = Mi − ε è y = mi + ε. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî mi + ε < Mi − ε. Òîãäà îáå ðàññìàòðèâàåìûå ïðÿ-
ìûå ïåðåñåêàþò îáëàñòü Di. Îáîçíà÷èì D◦

i ïðÿìîóãîëüíèê
{
(x, y) : xi−1 ≤

≤ x ≤ xi, mi + ε ≤ y ≤ Mi − ε
}
. Ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê íå ïåðåñåêàåòñÿ

ñ êðèâûìè y = g2(x) è y = g1(x) â ñèëó âûáîðà ÷èñëà δ. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè áû D◦

i ïåðåñåêàëñÿ, íàïðèìåð, ñ êðèâîé y = g2(x), òî íà îòðåçêå
[xi−1, xi], äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå δ, íàøëèñü áû äâå òàêèå òî÷êè x′, x′′,
÷òî

∣∣g2(x
′′) − g2(x

′)
∣∣ > ε, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó δ. Òàêèì îáðàçîì, â

ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå i = D−
i ∪D◦

i ∪D+
i , ãäå

D−
i =

{
(x, y) : xi−1 ≤ x ≤ xi, g1(x) ≤ y ≤ mi − ε

}
;
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D+
i =

{
(x, y) : xi−1 ≤ x ≤ xi, Mi − ε ≤ y ≤ g2(x)

}
.

Ðàçîáüåì òåïåðü ïðÿìîóãîëüíèê D◦
i ãîðèçîíòàëüíûìè îòðåçêàìè ïðÿ-

ìûõ y = yj, j = 0, 1, . . . , n, y0 = mi + ε, yn = Mi − ε íà n ðàâíûõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ, êîòîðûå îáîçíà÷èì D◦

ij, j = 1, 2, . . . , n. Òîãäà

Di = D−
i ∪D◦

i1 ∪D◦
i2 ∪ . . . ∪D◦

in ∪D+
i . (1.15)

Îòìåòèì, ÷òî âñå îáëàñòè, âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå (1.15), ïðàâèëüíû
îòíîñèòåëüíî îñè Ox, è äèàìåòð êàæäîé èç íèõ áóäåò ñêîëü óãîäíî ìàëûì
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ε.

Åñëè æå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî mi + ε ≥ Mi − ε, ò. å. Mi ≤ mi + 2ε,
òî ñàìà îáëàñòü Di ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè xi− xi−1 è
2ε è ïðè ε→ 0 åå äèàìåòð èìååò íóëåâîé ïðåäåë. Â ýòîì ñëó÷àå íèêàêîãî
ðàçáèåíèÿ Di äåëàòü íå áóäåì.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì (1.15) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y)dy =

mi+ε∫
g1(x)

f(x, y)dy +
n∑

j=1

yj∫
yj−1

f(x, y)dy +

g2(x)∫
Mi−ε

f(x, y)dy.

Ïîýòîìó
xi∫

xi−1

dx

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y)dy =

xi∫
xi−1

dx

mi+ε∫
g1(x)

f(x, y)dy +

+
n∑

j=1

xi∫
xi−1

dx

yj∫
yj−1

f(x, y)dy +

xi∫
xi−1

dx

g2(x)∫
Mi−ε

f(x, y)dy.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü òåîðåìó î ñðåäíåì ê êàæäîìó èç ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ,
âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:

xi∫
xi−1

dx

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y)dy = f(P−
i )∆S−

i +
n∑

j=1

f(Pij)∆S◦
ij + f(P+

i )∆S+
i , (1.16)

ãäå P−
i ∈ D−

i , P+
i ∈ D+

i , Pij ∈ D◦
ij, ∆S−

i = S(D−
i ), ∆S+

i = S(D+
i ), ∆S◦

ij =
= S(D◦

ij).
Â ñëó÷àå mi + ε ≥ Mi − ε òåîðåìó î ñðåäíåì ïðèìåíèì ïðîñòî ê

ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó ïî Di.
Îïèñàííîå ïîñòðîåíèå ïðîâåäåì äëÿ êàæäîé èç îáëàñòåé Di. Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷èì ðàçáèåíèå îáëàñòè D íà ïðàâèëüíûå îòíîñèòåëüíî îñè
Ox îáëàñòè, äèàìåòðû êîòîðûõ ñêîëü óãîäíî ìàëû ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì
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ε > 0. Îáîçíà÷èì N ÷èñëî ïîëó÷åííûõ ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé, à ñàìè ýòè
îáëàñòè äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü1 ωk, k = 1, 2, . . . , N . Ðàâåíñòâà (1.14) è
(1.16) òåïåðü ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ

b∫
a

dx

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y)dy =
N∑

k=1

f(Pk)∆ωk, (1.17)

ãäå ∆ωk = S(ωk), à Pk � òà òî÷êà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè ωk

ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (1.16).
Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.17) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ

ôóíêöèè f(P ), îáëàñòè D, ðàçáèåíèÿ {ωk} è òî÷åê Pk. ßñíî, ÷òî ðàíã
λε ðàçáèåíèÿ {ωk} çàâèñèò îò ε è λε → 0 ïðè ε → 0. Òàê êàê ôóíêöèÿ
f(P ) èíòåãðèðóåìà ïî D, òî

lim
ε→0

N∑
k=1

f(Pk)∆ωk =

∫∫
D

f(P )dS ,

è òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.17) íå çàâèñèò îò ε, òî, ïåðåõîäÿ â (1.17)
ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (1.13).

Ðàâåíñòâî (1.13) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü äâîéíîé èíòåãðàë äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà èñïîëüçóþòñÿ äåêàðòîâû êîîðäèíàòû è îáëàñòü D ïðàâèëüíà îòíî-
ñèòåëüíî îñè Ox.

Äëÿ ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè Oy îáëàñòè D è íåïðåðûâíîé íà D
ôóíêöèè f(P ) àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî∫∫

D

f(P )dS =

d∫
c

dy

h2(y)∫
h1(y)

f(x, y)dx. (1.18)

Åñëè D ïðàâèëüíà îäíîâðåìåííî îòíîñèòåëüíî îñåé Ox è Oy, òî èç (1.13)
è (1.18) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

b∫
a

dx

g2(x)∫
g1(x)

f(x, y)dy =

d∫
c

dy

h2(y)∫
h1(y)

f(x, y)dx (1.19)

äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x, y). Ðàâåíñòâî (1.19) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ñôîð-
ìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå ìîæíî ìåíÿòü ïîðÿäîê èí-
òåãðèðîâàíèÿ.

1 Ðàçóìååòñÿ, êàæäàÿ îáëàñòü ωk ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ïîñòðîåííûõ ÷àñòè÷íûõ îá-

ëàñòåé D−
i , D◦

ij, D+
i èëè, ìîæåò áûòü, ñ îáëàñòüþ Di, åñëè äëÿ íåå íå ïîòðåáîâàëîñü

ñòðîèòü ðàçáèåíèå (1.15).
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Åñëè æå îáëàñòü D íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé íè îòíîñèòåëüíî îñè Ox,
íè îòíîñèòåëüíî îñè Oy, òî âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà íåïîñðåäñòâåí-
íî ïî òåîðåìå 1.12 íåâîçìîæíî. Îáû÷íî, îäíàêî, óäàåòñÿ ðàçáèòü îáëàñòü
D íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðàâèëüíûõ îáëàñòåé, ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé
ðàçâå ëèøü ïî ñâîèì ãðàíèöàì. Ïîñëå òàêîãî ðàçáèåíèÿ äâîéíîé èíòåãðàë
âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè ñ ïðèìåíåíèåì ðàâåíñòâà
(1.13) èëè (1.18) ê êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ ïðàâèëüíûõ îáëàñòåé.

Çàìå÷àíèå 1.2. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ îáû÷íî
∫∫
D

f(P )dS îáî-

çíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
∫∫
D

f(x, y)dxdy. •

1.5. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äâîéíîãî
èíòåãðàëà. Âû÷èñëåíèå îáúåìà

Ïóñòü â R3 ââåäåíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz è çàäàíû îãðà-
íè÷åííàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü D â ïëîñêîñòè Oxy è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
f(P ), îïðåäåëåííàÿ íà D. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(P ) ≥ 0 ïðè P ∈ D. Ìíî-
æåñòâî òî÷åê, äåêàðòîâû êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ1

z = f(x, y), (x, y) ∈ D, ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ â R3 � ãðàôèêîì ôóíêöèè
f .

Ðàññìîòðèì òðåõìåðíóþ öèëèíäðè÷åñêóþ îáëàñòü (ðèñ. 1.3)

Ω =
{
(x, y, z) : (x, y) ∈ D, 0 ≤ z ≤ f(x, y)

}
,
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Ω

D

x

z = f(x, y)

O

z

Ðèñ. 1.3

êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ½ñíèçó“ ïëîñêîñòüþ Oxy, ½ñâåðõó“ � ïîâåðõíîñòüþ z=
= f(x, y) è ½ñáîêó“ � öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ îáðàçóþùåé, ïàðàë-
ëåëüíîé Oz, è íàïðàâëÿþùåé, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé îáëàñòè D.

1 Êàê è ðàíüøå, f(x, y) ≡ f
(
P (x, y)

)
.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ îáëàñòåé óêàçàííîãî âèäà îïðåäåëåíî ïîíÿòèå
îáúåìà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå {Di}, i = 1, 2, . . . , n, îáëàñòè D ñ
ðàíãîì λ. Âûáåðåì òî÷êè P−

i è P+
i òàê, ÷òî

f(P−
i ) = inf

P∈Di

f(P ); f(P+
i ) = sup

P∈Di

f(P ).

Ýòî âîçìîæíî, òàê êàê ôóíêöèÿ f(P ) íåïðåðûâíà è, ïî òåîðåìå Âåéåð-
øòðàññà, äîñòèãàåò â êàæäîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Di ñâîèõ íàèìåíüøåãî è
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé.

Ðàçáèåíèå {Di} ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå {Ωi} îáëàñòè Ω íà ñîîòâåòñòâó-
þùèå öèëèíäðè÷åñêèå îáëàñòè:

Ωi =
{
(x, y, z) : (x, y) ∈ Di, 0 ≤ z ≤ f(x, y)

}
.

Ðàññìîòðèì öèëèíäð Ω−
i =

{
(x, y, z) : (x, y) ∈ Di, 0 ≤ z ≤ f(P−

i )
}
âûñîòîé

f(P−
i ). Åãî îáúåì V (Ω−

i ) = f(P−
i )∆Si, ãäå ∆Si � ïëîùàäü îáëàñòè Di, ÿâ-

ëÿþùåéñÿ îñíîâàíèåì ýòîãî öèëèíäðà. ßñíî, ÷òî öèëèíäð Ω−
i ñîäåðæèòñÿ

â îáëàñòè Ωi, ïîýòîìó V (Ω−
i ) ≤ V (Ωi). Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè

îáúåìà, ïîëó÷èì:

V (Ω) =
n∑

i=1

V (Ωi) ≥
n∑

i=1

V (Ω−
i ) =

n∑
i=1

f(P−
i )∆Si. (1.20)

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì öèëèíäð Ω+
i =

{
(x, y, z) : (x, y) ∈ Di,

0 ≤ z ≤ f(P+
i )
}
, ñîäåðæàùèé Ωi è èìåþùèé îáúåì V (Ω+

i ) = f(P+
i )∆Si.

Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

V (Ω) =
n∑

i=1

V (Ωi) ≤
n∑

i=1

V (Ω+
i ) =

n∑
i=1

f(P+
i )∆Si. (1.21)

Èç íåðàâåíñòâ (1.20) è (1.21) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ V (Ω) ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-
øåíèÿ:

n∑
i=1

f(P−
i )∆Si ≤ V (Ω) ≤

n∑
i=1

f(P+
i )∆Si. (1.22)

Îáå ñóììû, âõîäÿùèå â ýòî ñîîòíîøåíèå, ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè ñóììà-
ìè, îòâå÷àþùèìè ðàçáèåíèþ {Di} è óêàçàííîìó âûáîðó òî÷åê P−

i è P+
i .

Òàê êàê f(P ) èíòåãðèðóåìà ïî D, òî ïðè λ→ 0 ýòè ñóììû èìåþò â êà÷åñòâå
ïðåäåëà èíòåãðàë

∫∫
D

f(P )dS. Ïîýòîìó èç (1.22) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

V (Ω) =

∫∫
D

f(P )dS, (1.23)
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ïîçâîëÿþùåå âû÷èñëÿòü îáúåì óêàçàííîé îáëàñòè Ω.

Çàìå÷àíèå 1.3. ×àñòî ðàâåíñòâî (1.23) ïðèíèìàþò â êà÷åñòâå îïðå-
äåëåíèÿ îáúåìà V (Ω) îáëàñòè Ω. Ïðè ýòîì ðàññóæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê
(1.23), ÿâëÿþòñÿ ìîòèâèðîâêîé òàêîãî îïðåäåëåíèÿ. •

1.6. Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû â R2

Äëÿ îïèñàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ òî÷êè íà ïëîñêîñòè ÷àùå
âñåãî èñïîëüçóþòñÿ îáû÷íûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Îäíàêî ïðèìåíåíèå
ëèøü äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì; áîëåå òîãî, âî ìíî-
ãèõ çàäà÷àõ ýòî äàæå íåöåëåñîîáðàçíî. Ïîýòîìó âàæíî èçó÷èòü è äðóãèå
âîçìîæíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â R2 íàðÿäó ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Oxy
ââåäåíà òàêæå è íåêîòîðàÿ äðóãàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ñèñòåìà êðèâîëèíåé-
íûõ êîîðäèíàò), â êîòîðîé ïîëîæåíèå òî÷êè P çàäàåòñÿ ïàðîé âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë (ξ,η), ÿâëÿþùèõñÿ êîîðäèíàòàìè P â ýòîé ñèñòåìå. Íàïðèìåð,
â êà÷åñòâå ïàðû (ξ,η) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïàðó (ρ,ϕ) ïîëÿðíûõ êîîðäè-
íàò òî÷êè P . Òàê êàê êàæäîé òî÷êå P âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò
ïàðà åå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x, y), à òàêæå ïàðà êîîðäèíàò (ξ,η), òî ïî
êàæäîìó íàáîðó êîîðäèíàò (ξ,η) îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ ÷èñëà x è y. Íàîáî-
ðîò, ïî êàæäîìó íàáîðó êîîðäèíàò (x, y) îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ÷èñëà ξ
è η. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî{

x = x(ξ,η);

y = y(ξ,η)
(1.24)

è ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ξ, η ïðè ëþ-
áûõ çíà÷åíèÿõ x è y. Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè, äîñòàòî÷íûìè
óñëîâèÿìè îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (1.24) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâ-
íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé x(ξ,η), y(ξ,η) è óñëîâèå J 6= 0, ãäå J
� ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.24), ò. å.

J = det


∂x

∂ξ

∂x

∂η

∂y

∂ξ

∂y

∂η

 .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåííûìè. Çàïèøåì ðåøåíèå
ñèñòåìû (1.24) â âèäå: {

ξ = ξ(x, y);

η = η(x, y).
(1.25)
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Ñèñòåìà (1.25), åñòåñòâåííî, òàêæå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà1 îòíîñè-
òåëüíî x, y, òàê êàê äëÿ íåå

J ′ = det


∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
∂η

∂x

∂η

∂y

 = J−1 6= 0.

Ïóñòü ξ0 � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû ξ. Òîãäà
óðàâíåíèå ξ(x, y) = ξ0 îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, èìåþùèõ â
êà÷åñòâå êîîðäèíàòû ξ âåëè÷èíó ξ0. Ýòî ìíîæåñòâî â ñëó÷àå âñåõ îáû÷íî
èñïîëüçóåìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ëèíèåé íà ïëîñêîñòè.
Ýòó ëèíèþ áóäåì íàçûâàòü êîîðäèíàòíîé ëèíèåé η, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà-
÷åíèþ ξ0. Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå η(x, y) = η0 îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòíóþ
ëèíèþ ξ, ñîîòâåòñòâóþùóþ η0. Â êàæäîé òî÷êå P (ξ0,η0) îïðåäåëåí êà-
ñàòåëüíûé âåêòîð ~τξ ê êîîðäèíàòíîé ëèíèè ξ. Òàê êàê ïàðàìåòðè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ ýòîé ëèíèè èìåþò âèä

~r =
[
x(ξ,η0), y(ξ,η0)

]T
,

ãäå ðîëü ïàðàìåòðà èãðàåò ξ, òî ~τξ =

[
∂x(ξ0,η0)

∂ξ
,
∂y(ξ0,η0)

∂ξ

]T

. Ïîñêîëüêó

J 6= 0, òî ‖~τξ‖ 6= 0 è îïðåäåëåí âåêòîð ~eξ =
1

‖~τξ‖
~τξ, íàçûâàåìûé êî-

îðäèíàòíûì îðòîì êîîðäèíàòû ξ. Ïðè ýòîì ‖~eξ‖ = 1. Àíàëîãè÷íî îïðå-

äåëåíû âåêòîðû ~τη =

[
∂x(ξ0,η0)

∂η
,
∂y(ξ0,η0)

∂η

]T

6= ~0 è ~eη =
1

‖~τη‖
~τη. Èç

óñëîâèÿ J 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû
~eξ è ~eη ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òàêèì
îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå P îïðåäå-
ëåí áàçèñ {~eξ, ~eη}, ñîîòâåòñòâóþùèé
êîîðäèíàòàì (ξ,η). Îòìåòèì, ÷òî
ýòîò áàçèñ çàâèñèò îò òî÷êè P .

Åñòåñòâåííàÿ ãåîìåòðè÷åñ-
êàÿ êàðòèíà êîîðäèíàòíûõ ëèíèé
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.4, ãäå
x0 = x(ξ0,η0), y0 = y(ξ0,η0).
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xx0

P (ξ0,η0)

O

y0

y

η(x, y) = η0

ξ(x, y) = ξ0

~eξ
~eη

Ðèñ. 1.4

Ðàññìîòðèì 4 òî÷êè P1, P2, P3, P4, èìåþùèå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíà-
òû (ξ0,η0), (ξ0 +∆ξ,η0), (ξ0,η0 +∆η) è (ξ0 +∆ξ,η0 +∆η) ñîîòâåòñòâåííî
(ðèñ. 1.5).

1 È åå ðåøåíèå, êîíå÷íî, çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè (1.24).
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x

P1(ξ0,η0)
P2(ξ0 + ∆ξ,η0)

P3(ξ0,η0 + ∆η) P4(ξ0 + ∆ξ,η0 + ∆η)

O

y

Ðèñ. 1.5

Òî÷êè P1 è P2 îãðàíè÷èâàþò ÷àñòü êîîðäèíàòíîé ëèíèè η = η0, òî÷êè
P1 è P3 � ëèíèè ξ = ξ0, òî÷êè P2 è P4 � ëèíèè ξ = ξ0 +∆ξ è òî÷êè P3 è P4
� ÷àñòü ëèíèè η = η0 + ∆η. Ýòè ÷àñòè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé îáðàçóþò íà
ïëîñêîñòè ôèãóðó, êîòîðóþ åñòåñòâåííî íàçâàòü êðèâîëèíåéíûì ïàðàëëå-
ëîãðàììîì. Íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ äëèí ½ñòîðîí“ ýòîãî êðèâîëèíåéíîãî
ïàðàëëåëîãðàììà è åãî ïëîùàäè.

Ðàññìîòðèì ½ñòîðîíó“ P1P2. Åå ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ÿâëÿ-
þòñÿ: {

x = x(ξ,η0),

y = y(ξ,η0),
ξ ∈ [ξ0, ξ0 + ∆ξ].

Ïî ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû äóãè ïîëó÷èì äëèíó |P1P2| ½ñòîðîíû“
P1P2:

|P1P2| =
ξ0+∆ξ∫
ξ0

√(
∂x

∂ξ

)2

+

(
∂y

∂ξ

)2

dξ.

Ïðèìåíÿÿ ê ïîëó÷åííîìó îïðåäåëåííîìó èíòåãðàëó òåîðåìó î ñðåäíåì è

ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé
∂x

∂ξ
è

∂y

∂η
, íàéäåì:

|P1P2| =

√(
∂x

∂ξ

)2

+

(
∂y

∂ξ

)2
∣∣∣∣∣

ξ=ξ∗
η=η0

∆ξ =

=

[(
∂x(ξ0,η0)

∂ξ

)2

+

(
∂y(ξ0,η0)

∂ξ

)2
]1/2

∆ξ+ o(∆ξ).

Çäåñü ξ∗ ∈ [ξ0, ξ0 + ∆ξ] � íåêîòîðàÿ ñðåäíÿÿ òî÷êà. Âûðàæåíèå

Hξ =

[(
∂x

∂ξ

)2

+

(
∂y

∂ξ

)2
]1/2
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íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì Ëàìå êîîðäèíàòû ξ. Òàêèì îáðàçîì,

|P1P2| = Hξ(ξ0,η0)∆ξ+ o(∆ξ).

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ äëèíà ½ñòîðîíû“ P1P3:

|P1P3| = Hη(ξ0,η0)∆η+ o(∆η),

ãäå Hη =

[(
∂x

∂η

)2

+

(
∂y

∂η

)2
]1/2

� êîýôôèöèåíò Ëàìå êîîðäèíàòû η. Òàê

æå ïîëó÷àþòñÿ è ðàâåíñòâà:

|P2P4| = Hη(ξ0 + ∆ξ,η0)∆η+ o(∆η);

|P3P4| = Hξ(ξ0,η0 + ∆η)∆ξ+ o(∆ξ).

Íàõîæäåíèå ïëîùàäè S êðèâîëèíåéíîãî ïàðàëëåëîãðàììàP1P2P4P3
òðåáóåò ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïëîùàäü ýòîé ôè-
ãóðû ïðè ìàëûõ ∆ξ è ∆η áóäåò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò ïëîùàäè S îáû÷íîãî
ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ

−−→
P1P2 è

−−→
P1P3. Äåéñòâèòåëüíî,

ìîæíî äîêàçàòü1, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ∆ξ è ∆η ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå

Sêðèâ =
[
1 + o(1)

]
S, (1.26)

ïðè÷åì âåëè÷èíà o íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè P1 âíóòðè çàäàííîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Ñîîòíîøåíèå (1.26) ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàêæå â
âèäå

Sêðèâ = S + o(∆ξ∆η). (1.27)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ Sêðèâ äîñòàòî÷íî íàéòè çíà÷åíèå S.
Ýòî ñäåëàòü îòíîñèòåëüíî ïðîñòî. Îáîçíà÷èì (x0, y0) äåêàðòîâû êîîðäè-
íàòû òî÷êè P1, òîãäà x0 = x(ξ0,η0), y0 = y(ξ0,η0). Ïóñòü äåêàðòîâûìè
êîîðäèíàòàìè òî÷êè P2 ÿâëÿþòñÿ x2 è y2, çíà÷èò, x2 = x(ξ0 + ∆ξ,η0),
y2 = y(ξ0 + ∆ξ,η0). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Òåéëîðà, ïîëó÷èì:

x2 = x(ξ0,η0)+
∂x(ξ0,η0)

∂ξ
∆ξ+o(∆ξ); y2 = y(ξ0,η0)+

∂y(ξ0,η0)

∂ξ
∆ξ+o(∆ξ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

−−→
P1P2 =

[
x2 − x0
y2 − y0

]
=

[
∂x(ξ0,η0)

∂ξ
,

∂y(ξ0,η0)

∂ξ

]T

∆ξ+ ~o(∆ξ).

Àíàëîãè÷íî,

−−→
P1P3 =

[
∂x(ξ0,η0)

∂η
,

∂y(ξ0,η0)

∂η

]T

∆η+ ~o(∆η).

1 Äîêàçàòåëüñòâî íå ïðèâîäèòñÿ, òàê êàê îíî äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî.
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Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ôîðìóëó S = ‖[~a,~b]‖ äëÿ ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàì-
ìà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a è ~b, ïîëó÷èì:

S = ‖[
−−→
P1P2,

−−→
P1P3]‖ =

=

∥∥∥∥[(∂x

∂ξ
∆ξ+ o(∆ξ)

)
~i +

(
∂y

∂ξ
∆ξ+ o(∆ξ)

)
~j,

(
∂x

∂η
∆η+ o(∆η)

)
~i +

+

(
∂y

∂η
∆η+ o(∆η)

)
~j

]∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥(∂x

∂ξ

∂y

∂η
∆ξ∆η− ∂x

∂η

∂y

∂ξ
∆ξ∆η+ o(∆ξ∆η)

)
~k

∥∥∥∥ =

=

∣∣∣∣∂x(ξ0,η0)

∂ξ

∂y(ξ0,η0)

∂η
− ∂x(ξ0,η0)

∂η

∂y(ξ0,η0)

∂ξ

∣∣∣∣ |∆ξ| |∆η|+ o(∆ξ∆η).

(1.28)
Èç ñîîòíîøåíèé (1.27) è (1.28) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Sêðèâ = |J(ξ0,η0)| |∆ξ| |∆η|+ o(∆ξ∆η), (1.29)

ãäå J � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.24).
Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû ÷àñòî óäîáíî ðàññìàòðèâàòü è ñ èíîé òî÷-

êè çðåíèÿ. Ðàññìîòðèì äâå ïëîñêîñòè Π è Π′, íà êîòîðûõ ââåäåíû äåêàð-
òîâû ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxy è O′ξη. Òîãäà ðàâåíñòâà (1.24) îïðåäåëÿþò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ïëîñêîñòè Π è íåêîòî-
ðûì ìíîæåñòâîì òî÷åê ïëîñêîñòè Π′. Ïðè òàêîì ñîîòâåòñòâèè îáëàñòè D â
ïëîñêîñòè Π îòâå÷àåò íåêîòîðàÿ îáëàñòü D′ â Π′. Êðèâîëèíåéíîìó ïàðàë-
ëåëîãðàììó P1P2P4P3 ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèê

P ′
1P

′
2P

′
4P

′
3 =

{
(ξ,η) : ξ0 ≤ ξ ≤ ξ0 + ∆ξ, η0 ≤ η ≤ η0 + ∆η

}
,

ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà |∆ξ∆η|. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (1.29) ìîæåò áûòü
òàêæå çàïèñàíî â âèäå

S(P1P2P4P3) = |J(ξ0,η0)|S(P ′
1P

′
2P

′
4P

′
3) + o(∆ξ∆η).

Òàêèì îáðàçîì, |J(ξ0,η0)| ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîýôôèöèåíò èçìå-
íåíèÿ ïëîùàäè ïðè îòîáðàæåíèè (1.24).

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ êðè-
âîëèíåéíûå îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû. Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû íà-
çûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè â êàæäîé òî÷êå P êîîðäèíàòíûé áàçèñ
{~eξ, ~eη} ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, ò. å. åñëè ïðè âñåõ ξ è η âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

∂x

∂ξ

∂x

∂η
+

∂y

∂ξ

∂y

∂η
= 0. (1.30)
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Â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò

J2 =

(
∂x

∂ξ

)2(
∂y

∂η

)2

− 2
∂x

∂ξ

∂x

∂η

∂y

∂ξ

∂y

∂η
+

(
∂x

∂η

)2(
∂y

∂ξ

)2

=

=

[(
∂x

∂ξ

)2

+

(
∂y

∂ξ

)2
][(

∂x

∂η

)2

+

(
∂y

∂η

)2
]
−
(

∂x

∂ξ

)2(
∂x

∂η

)2

−

−2
∂x

∂ξ

∂x

∂η

∂y

∂ξ

∂y

∂η
−
(

∂y

∂ξ

)2(
∂y

∂η

)2

=

= H2
ξH

2
η −

(
∂x

∂ξ

∂x

∂η
+

∂y

∂ξ

∂y

∂η

)2

= H2
ξH

2
η,

òàê êàê ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1.30). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îðòîãîíàëüíûõ
êîîðäèíàò |J | = HξHη è

Sêðèâ = HξHη|∆ξ| |∆η|+ o(∆ξ∆η). (1.31)

Ðàâåíñòâî (1.31), âïðî÷åì, ñëåäóåò è èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ îðòîãîíàëüíûõ
êîîðäèíàò âåêòîðû

−−→
P1P2 è

−−→
P1P3 ½ïî÷òè îðòîãîíàëüíû“.

Ïðèìåðîì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû
(ρ,ϕ) òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Åñëè äåêàðòîâà è ïîëÿðíàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò
ñîãëàñîâàíû äðóã ñ äðóãîì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, òî äåêàðòîâû è ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè:{

x = ρ cosϕ;

y = ρ sinϕ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∂x

∂ρ
= cosϕ,

∂x

∂ϕ
= −ρ sinϕ,

∂y

∂ρ
= sinϕ,

∂y

∂ϕ
= ρ cosϕ.

Òàêèì îáðàçîì,
∂x

∂ρ

∂x

∂ϕ
+

∂y

∂ρ

∂y

∂ϕ
= 0

è ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè. Äëÿ íèõ

Hρ = 1, Hϕ = ρ, J = HρHϕ = ρ.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ïîëþñ ÿâëÿåòñÿ îñîáîé
òî÷êîé. Â ýòîé òî÷êå J = 0. Ýòî êà÷åñòâåííî îòëè÷àåò ïîëÿðíûå êîîðäè-
íàòû îò äåêàðòîâûõ.
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1.7. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà
â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

Â 1.4 ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà â òîì
ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü è åå òî÷êè îïèñûâàþòñÿ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòà-
ìè. Ïóñòü òåïåðü íà ïëîñêîñòè âìåñòå ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò
Oxy çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (ξ,η), ñâÿçàííûå ñ äåêàðòîâûìè
êîîðäèíàòàìè ñîîòíîøåíèÿìè:{

x = x(ξ,η);

y = y(ξ,η);

{
ξ = ξ(x, y);

η = η(x, y).

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î âû÷èñëåíèè äâîéíîãî èíòåãðàëà â êîîðäèíàòàõ
(ξ,η). Ïóñòü îáëàñòü Π îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè α ≤ ξ(x, y) ≤ β, γ ≤
≤ η(x, y) ≤ δ, ãäå α, β, γ, δ � çàäàííûå ïîñòîÿííûå. Âûáåðåì òî÷êè ξi ∈
∈ [α,β], i = 0, 1, . . . , n, òàê, ÷òî α = ξ0 < ξ1 < . . . < ξn = β è òî÷êè
ηj ∈ [γ, δ], j = 0, 1, . . . ,m, òàê, ÷òî γ = η0 < η1 < . . . < ηm = δ, çàäàþùèå
ðàçáèåíèÿ îòðåçêîâ [α,β] è [γ, δ] ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ∆ξi = ξi−ξi−1
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x

ξ(x, y) = ξ0

η(x, y) = η0

ξ(x, y) = ξn

η(x, y) = ηn

O

y

Ðèñ. 1.6

è ∆ηj = ηj − ηj−1. Òî÷êàì ξi ñîîò-
âåòñòâóþò êîîðäèíàòíûå ëèíèè ξ =
= ξi, à òî÷êàì ηj � êîîðäèíàòíûå ëè-
íèè η = ηj. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ êîîð-
äèíàòíûõ ëèíèé îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå
îáëàñòè Π íà ÷àñòè÷íûå îáëàñòè Πij,
êîîðäèíàòû òî÷åê êîòîðûõ óäîâëåòâî-
ðÿþò íåðàâåíñòâàì ξi−1 ≤ ξ(x, y) ≤
≤ ξi, ηj−1 ≤ η(x, y) ≤ ηj (ðèñ. 1.6).

Ïóñòü òåïåðü íà îáëàñòèΠ çàäàíà êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(P ),
P ∈ Π. Áóäåì ïî-ïðåæíåìó èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå f(x, y) = f

(
P (x, y)

)
.

Âûáåðåì â êàæäîé èç ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåéΠij òî÷êó P ∗
ij è îáîçíà÷èì (ξ∗i ,η

∗
j)

åå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû. ßñíî, ÷òî ξ∗i ∈ [ξi−1, ξi], η∗j ∈ [ηj−1,ηj]. Äëÿ
ôóíêöèè f(P ), ðàçáèåíèÿ {Πij} è òî÷åê P ∗

ij äëÿ èíòåãðàëà
∫∫
D

f(P )dS =

=
∫∫
D

f(x, y)dx dy çàïèøåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

σ =
n∑

i=1

m∑
j=1

f(P ∗
ij)∆Sij,

ãäå ∆Sij = S(Πij).
Äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè P ∗

ij ÿâëÿþòñÿ (x∗i , y
∗
j ), ãäå x∗i =

= x(ξ∗i ,η
∗
j), y∗j = y(ξ∗i ,η

∗
j). Ñëåäîâàòåëüíî,

f(P ∗
ij) = f(x∗i , y

∗
j ) = f

(
x(ξ∗i ,η

∗
j), y(ξ∗i ,η

∗
j)
)
. (1.32)
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Êàæäàÿ èç îáëàñòåé Πij � êðèâîëèíåéíûé ïàðàëëåëîãðàìì, ðàññìîò-
ðåííûé â 1.6. Äëÿ ïëîùàäè ∆Sij = S(Πij) ïðè ∆ξi → 0, ∆ηj → 0 ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

∆Sij =
∣∣J(ξi,ηj)

∣∣∆ξi∆ηj

(
1 + o(1)

)
,

â êîòîðîì âåëè÷èíó o(1) ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùåé îò i è j. Áóäåì ñ÷è-
òàòü J(ξ,η) íåïðåðûâíîé, à çíà÷èò, è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà Π ôóíê-
öèåé. Ïîýòîìó J(ξi,ηj) = J(ξ∗i ,η

∗
J)
(
1 + o(1)

)
, ãäå o(1) íå çàâèñèò îò i è j.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∆Sij =
∣∣J(ξ∗i ,η

∗
j)
∣∣∆ξi∆ηj

(
1 + o(1)

)
. (1.33)

Èç ðàâåíñòâ (1.32) è (1.33) äëÿ èíòåãðàëüíîé ñóììû σ ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

σ = σ′
(
1 + o(1)

)
, (1.34)

ãäå σ′ =
n∑

i=1

m∑
j=1

f
(
x(ξ∗i ,η

∗
j), y(ξ∗i ,η

∗
j)
)∣∣J(ξ∗i ,η

∗
j)
∣∣∆ξi∆ηj. Åñëè ðàññìîòðåòü

ïëîñêîñòü ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè O′ξη, òî ñóììà σ′ ÿâëÿåòñÿ èíòå-
ãðàëüíîé ñóììîé äëÿ îáëàñòè Π′ =

{
(ξ,η) : α ≤ ξ ≤ β, γ ≤ η ≤ δ

}
íà ýòîé

ïëîñêîñòè è ôóíêöèè f
(
x(ξ,η), y(ξ,η)

)∣∣J(ξ,η)
∣∣, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèå-

íèþ ýòîé îáëàñòè ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì O′ξ è O′η.
Ïðè ∆ξi → 0 è ∆ηj → 0 ýòà èíòåãðàëüíàÿ ñóììà èìååò ïðåäåëîì∫∫

Π′

f
(
x(ξ,η), y(ξ,η)

)∣∣J(ξ,η)
∣∣dξ dη.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýòîãî èíòåãðàëà èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå, ïîä÷åðêèâà-
þùåå, ÷òî ξ è η òåïåðü èãðàþò ðîëü äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (ñì. çàìå÷àíèå
1.2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ∆ξi → 0, ∆ηj → 0 ðàíã ðàçáèåíèÿ {Πij} îá-
ëàñòè Π (â ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè Oxy) èìååò íóëåâîé ïðåäåë, òàê êàê
äëèíû ñòîðîí êðèâîëèíåéíîãî ïàðàëëåëîãðàììà Πij ïðîïîðöèîíàëüíû ∆ξi

è ∆ηj (ñì. 1.6). Ïîýòîìó ïðè ∆ξi → 0, ∆ηj → 0 èíòåãðàëüíàÿ ñóììà σ èìå-
åò ïðåäåëîì ∫∫

Π

f(x, y)dx dy,

è èç (1.34) ñëåäóåò, ÷òî∫∫
Π

f(x, y)dx dy =

∫∫
Π′

f
(
x(ξ,η), y(ξ,η)

)∣∣J(ξ,η)
∣∣dξ dη (1.35)

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòèΠ (ò. å. êîãäàΠ′ � ïðÿìîóãîëüíèê â ïëîñêîñòè
ñ êîîðäèíàòàìè O′ξη).
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Ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî (1.35) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé
îáëàñòè D ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé.

Èòàê, ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïëîñêîñòè Oxy ñ êóñî÷íî-
ãëàäêîé ãðàíèöåé, à D′ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â
ïëîñêîñòè O′ξη. Òàê êàê D′ � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, òî îíà ñîäåðæèòñÿ
â íåêîòîðîì ïðÿìîóãîëüíèêå1 Π′. Îáîçíà÷èì Π îáëàñòü ïëîñêîñòè Oxy, ñî-
îòâåòñòâóþùóþ Π′. ßñíî, ÷òî D ⊂ Π. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f(P ) íóëåì íà
îáëàñòü Π, ò. å. ïðèìåì

f̃(P ) =

{
f(P ), P ∈ D;

0, P ∈ Π \D.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó (1.35) ê ôóíêöèè f̃(P ) è îáëàñòè Π:∫∫
Π

f̃(x, y)dx dy =

∫∫
Π′

f̃
(
x(ξ,η), y(ξ,η)

)∣∣J(ξ,η)
∣∣dξ dη.

Â ñèëó àääèòèâíîñòè äâîéíîãî èíòåãðàëà∫∫
Π

f̃(x, y)dx dy =

∫∫
D

f(x, y)dx dy +

∫∫
Π\D

f̃(x, y)dx dy =

∫∫
D

f(x, y)dx dy.

Àíàëîãè÷íî, äâîéíîé èíòåãðàë ïî Π′ ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
èíòåãðàëîì ïî D′, ïîýòîìó∫∫

D

f(x, y)dx dy =

∫∫
D′

f
(
x(ξ,η)y(ξ,η)

)∣∣J(ξ,η)
∣∣dξ dη (1.36)

äëÿ ëþáîé îáëàñòè D ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé.
Òàê êàê â (1.36) â èíòåãðàëå ïî îáëàñòè D′ êîîðäèíàòû ξ è η èãðà-

þò ðîëü äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò, òî ýòîò èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí
(ñì. 1.4) êàê ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ïîâòîðíûé èíòåãðàë. Òàêèì îáðàçîì,
ðàâåíñòâî (1.36) äàåò íîâûå âîçìîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà.
Ôîðìóëó (1.36) íàçûâàþò ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà
ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò |J | = ρ è ðàâåíñòâî (1.36) èìååò
âèä ∫∫

D

f(x, y)dx dy =

∫∫
D′

f
(
ρ cosϕ, ρ sinϕ

)
ρ dρ dϕ. (1.37)

1 Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò ðàñøèðåíèå D′ äëÿ ïðÿ-

ìîóãîëüíèêà Π′ âñåãäà âîçìîæíî.
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Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∞∫
0

e−x2

dx.

Îáîçíà÷èì IR =
R∫
0

e−x2

dx, òîãäà

I2
R =

 R∫
0

e−x2

dx

 R∫
0

e−y2

dy

=

R∫
0

e−x2

 R∫
0

e−y2

dy

 dx=

R∫
0

dx

R∫
0

e−x2−y2

dy.

Òàêèì îáðàçîì, I2
R ÿâëÿåòñÿ ïîâòîðíûì èíòåãðàëîì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðà-

âåíñòâîì (1.13)

I2
R =

∫∫
Π

e−x2−y2

dx dy,

ãäå Π =
{
(x, y) : 0 ≤ x ≤ R, 0 ≤ y ≤ R

}
� êâàäðàò â ïëîñêîñòè Oxy.

Îáîçíà÷èì KR =
{
(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ R2

}
÷åòâåðòü êðóãà

ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òàê êàê KR ⊂ Π, òî

I2
R ≥

∫∫
KR

e−x2−y2

dx dy.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáëàñòü K√
2R ñîäåðæèò Π, è ïîòîìó

I2
R ≤

∫∫
K√

2R

e−x2−y2

dx dy.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî KR ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíà-
òàì (ρ,ϕ). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ KR îáëàñòü K ′

R â ïëîñêîñòè O′ρϕ ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìîóãîëüíèêîì: K ′
R =

{
(ρ,ϕ) : 0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ ϕ ≤ π

2

}
, ïîýòîìó, â

ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1.37)∫∫
KR

e−x2−y2

dx dy =

∫∫
K ′

R

e−ρ
2 cos2ϕ−ρ2 sin2ϕρ dρ dϕ =

∫∫
K ′

R

e−ρ
2

ρ dρ dϕ =

=

π/2∫
0

dϕ

R∫
0

ρe−ρ
2

dρ =

π/2∫
0

1

2

(
1− e−R2)

dϕ =
π

4

(
1− e−R2)

.

Òàêèì îáðàçîì,
π

4

(
1− e−R2) ≤ I2

R ≤
π

4

(
1− e−2R2)

. (1.38)
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Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâàõ (1.38) ê ïðåäåëó ïðè R → +∞, íàéäåì, ÷òî

lim
R→∞

I2
R =

π

4
, ïîýòîìó

∞∫
0

e−x2

dx =

√
π

2
.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèì ïëîùàäü ýëëèïñà.

Óðàâíåíèå ýëëèïñà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:
x2

a2 +
y2

b2 = 1,

ïîýòîìó åãî ïëîùàäü ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì
∫∫
D

dx dy, ãäå

D =

{
(x, y) :

x2

a2 +
y2

b2 ≤ 1

}
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà ïåðåéäåì ê òàê íàçûâàåìûì îáîá-
ùåííûì ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì (ρ,ϕ), ñâÿçàííûì ñ äåêàðòîâûìè êîîðäè-
íàòàìè ñîîòíîøåíèÿìè x = aρ cosϕ, y = bρ sinϕ, a > 0, b > 0. Ëåãêî
âû÷èñëèòü, ÷òî äëÿ ýòèõ êîîðäèíàò J = abρ. Îáëàñòü D′ â êîîðäèíàòàõ
O′ρϕ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì: D′ =

{
(ρ,ϕ) : 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
,

ïîýòîìó∫∫
D

dx dy =

∫∫
D′

abρ dρ dϕ = ab

2π∫
0

dϕ

1∫
0

ρ dρ = ab

2π∫
0

dϕ

2
= πab.

1.8. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

Ïëîùàäè ïðîñòåéøèõ ïîâåðõíîñòåé â R3 âû÷èñëÿþòñÿ â øêîëüíîì
êóðñå ìàòåìàòèêè. Ïðîùå âñåãî îïðåäåëèòü è âû÷èñëèòü ïëîùàäè öèëèí-
äðè÷åñêîé è êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòåé, òàê êàê äëÿ íèõ âîçìîæíà ðàçâåðòêà
íà ïëîñêîñòü. Äëÿ áîëåå ñëîæíîé ïîâåðõíîñòè ïëîùàäü îïðåäåëèòü ñëîæ-
íåå.

Ïóñòü â R3 çàäàíû äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz è ïîâåðõíîñòü
Σ =

{
(x, y, z) : (x, y) ∈ Dxy, z = f(x, y)

}
, ãäå Dxy � îãðàíè÷åííàÿ îá-

ëàñòü íà ïëîñêîñòè Oxy ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé, à ôóíêöèÿ f(x, y) �
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà Dxy. Òàêèì îáðàçîì, Σ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ
ãðàôèêà ôóíêöèè f , ëåæàùåé íàä Dxy.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå {Di} îáëàñòè Dxy c ðàíãîì λ è âîçüìåì òî÷êè
Pi ∈ Di. Òàê êàê ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà, òî ïîâåðõíîñòü Σ èìååò â
òî÷êå Pi êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü Πi. Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ îáðà-
çóþùåé, ïàðàëëåëüíîé Oz, è íàïðàâëÿþùåé, ñîâïàäàþùåé ñ ãðàíèöåé Di,
âûðåçàåò íà ïëîñêîñòè Πi íåêîòîðóþ îáëàñòü σi, ïëîùàäü êîòîðîé îáîçíà-
÷èì ∆σi.
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Ðàññìîòðèì ñóììó
n∑

i=1
∆σi. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîùàäü êóñî÷íî-

ëèíåéíîé ïîâåðõíîñòè Σ′, ÿâëÿþùåéñÿ îáúåäèíåíèåì ðàññìîòðåííûõ ÷à-
ñòåé ïëîñêîñòåé, êàñàòåëüíûõ ê Σ. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ðàññìàòðèâàåìóþ
ñóììó ïðèáëèæåíèåì ê ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Σ, ïîýòîìó ðàçóìíî ïðèíÿòü
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

S = lim
λ→0

n∑
i=1

∆σi,

òî îí íàçûâàåòñÿ ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè Σ.

Çàìå÷àíèå 1.4. Îòìåòèì, ÷òî êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ïîâåðõíîñòü Σ′, ïëî-

ùàäüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
n∑

i=1
∆σi, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàôèê ðàçðûâíîé

ôóíêöèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, Σ′ � íå ½ñïëîøíàÿ ïîâåðõíîñòü“. •
Ïîêàæåì, ÷òî âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ñâîäèòñÿ ê âçÿòèþ

íåêîòîðîãî äâîéíîãî èíòåãðàëà. Îáëàñòü σi ëåæèò â ïëîñêîñòè Πi è ïðè
îðòîãîíàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè íà Oxy ïåðåõîäèò â îáëàñòü Di. Îáîçíà÷èì
αi óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè Πi è Oxy. Óãîë αi ñîâïàäàåò ñ óãëîì ìåæäó
íîðìàëüþ ~Ni ê ïëîñêîñòè Πi è îñüþ Oz, à íîðìàëü ~Ni ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ
ê ïîâåðõíîñòè Σ â òî÷êå Pi, ïîýòîìó αi � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê Σ â òî÷êå
Pi è Oz.

Ïëîùàäè îáëàñòåé σi è Di ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

∆σi| cosαi| = S(Di). (1.39)

Ýòî ñîîòíîøåíèå î÷åâèäíî, åñëè Di è σi ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè.
Â îáùåì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (1.39) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàñ-
ñìîòðèì äâå ïëîñêîñòè Π(1) è Π(2) ñ óãëîì α ìåæäó íèìè è ââåäåííûìè íà
íèõ äåêàðòîâûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò Ox1y1 è Ox2y2 òàê, êàê óêàçàíî íà
ðèñ. 1.7.
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Π(2)

D(2)

D(1)

x1

x2

O
α

Ðèñ. 1.7
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Òîãäà
x2 = x1; y2 =

y1

| cosα|
. (1.40)

Äàëåå,

S(D(2)) =

∫∫
D(2)

dx2dy2 =

∫∫
D(1)

|J |dx1dy1 =
1

| cosα|

∫∫
D(1)

dx1dy1 =
S(D(1))

| cosα|
,

òàê êàê ÿêîáèàí J ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (1.40) ðàâåí 1/ cosα.
Òàêèì îáðàçîì,

S = lim
λ→0

n∑
i=1

1

| cosαi|
∆Si,

ãäå ∆Si = S(Di) è, ïî îïðåäåëåíèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà,

S =

∫∫
Dxy

dx dy

| cosα|
. (1.41)

Çäåñü α � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ~N ê Σ è îñüþ Oz.
Âû÷èñëèì cosα. Â êà÷åñòâå íîðìàëè ~N ìîæíî âçÿòü âåêòîð

~N =
[
− ∂f

∂x
,−∂f

∂y
, 1
]T
. Òîãäà

cosα =
( ~N,~k)

‖ ~N‖
=

1√(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+ 1

è, ñëåäîâàòåëüíî,

S =

∫∫
Dxy

√(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+ 1 dx dy. (1.42)

Ðàâåíñòâî (1.42) äàåò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Σ, ò. å. ïî-
âåðõíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè z = f(x, y). Òàêóþ ïîâåðõíîñòü
ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè Oz, ïåðåñåêàåò íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Åñëè
æå ïîâåðõíîñòü Σ òàêîâà, ÷òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè Oy, ïå-
ðåñåêàåò åå íå áîëåå îäíîãî ðàçà, òî Σ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ãðàôèêà ôóíêöèè
y = g(x, z). Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ (1.42) ôîðìóëà

S =

∫∫
Dxz

√(
∂g

∂x

)2

+

(
∂g

∂z

)2

+ 1 dx dz, (1.43)
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ãäå Dxz � îáëàñòü â ïëîñêîñòè Oxz, ÿâëÿþùàÿñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé
Σ íà ýòó ïëîñêîñòü.

Íàêîíåö, åñëè Σ =
{
(x, y, z) : (x, z) ∈ Dyz, x = h(y, z)

}
, òî

S =

∫∫
Dyz

√(
∂h

∂y

)2

+

(
∂h

∂z

)2

+ 1 dy dz. (1.44)

Â îáùåì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü Σ îáû÷íî âîçìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå
÷èñëî òàêèõ ÷àñòåé, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èõ ïëîùàäåé ïðèìåíèìà îäíà èç
ôîðìóë (1.42)�(1.44).

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î âû÷èñëåíèè ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Σ, çà-
äàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè. Ïóñòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Σ èìåþò âèä:

~r = ~r(ξ,η) = [x(ξ,η), y(ξ,η), z(ξ,η)]T , (ξ,η) ∈ Dξη. (1.45)

Äëÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè âûïîëíåíî óñëîâèå [~r ′ξ, ~r
′
η] 6= ~0. Â ýòîì ñëó÷àå â

îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè ïîâåðõíîñòü Σ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ëèáî
ôóíêöèè z = f(x, y), ëèáî ôóíêöèè y = g(x, z), ëèáî ôóíêöèè x = h(y, z)
è âñÿ ïîâåðõíîñòü Σ ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ îêðåñò-
íîñòåé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òàêóþ ÷àñòü Σ(1), â êîòîðîé Σ ÿâëÿåòñÿ
ãðàôèêîì ôóíêöèè z = f(x, y). Ïóñòü åé ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòü D

(1)
ξη îáëà-

ñòè Dξη. Îáîçíà÷èì D
(1)
xy îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ Σ(1) íà ïëîñêîñòü Oxy.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.41) ïëîùàäü S(1) ïîâåðõíîñòè Σ(1) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

S(1) =

∫∫
D

(1)
xy

dx dy

| cosα(x, y)|
.

Â ýòîì äâîéíîì èíòåãðàëå ïåðåéäåì îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê êîîðäèíà-
òàì (ξ,η), ò. å. ïðèìåì {

x = x(ξ,η);

y = y(ξ,η).
(1.46)

Òîãäà

S(1) =

∫∫
D

(1)
ξη

|J(ξ,η)|dξ dη

| cosα
(
x(ξ,η), y(ξ,η)

)
|
,

ãäå J � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.46).
Íîðìàëüþ ê Σ(1) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

[~r ′ξ, ~r
′
η]=

(
∂y

∂ξ

∂z

∂η
− ∂y

∂η

∂z

∂ξ

)
~i +

(
∂z

∂ξ

∂x

∂η
− ∂z

∂η

∂x

∂ξ

)
~j +

(
∂x

∂ξ

∂y

∂η
− ∂x

∂η

∂y

∂ξ

)
~k,
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ãäå ~i, ~j, ~k � îðòû äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òîãäà

| cosα| =
∣∣( ~N,~k)

∣∣
‖ ~N‖

=
1

‖ ~N‖

∣∣∣∣∂x

∂ξ

∂y

∂η
− ∂x

∂η

∂y

∂ξ

∣∣∣∣ =
|J |
‖ ~N‖

,

òàê êàê J =
∂x

∂ξ

∂y

∂η
− ∂x

∂η

∂y

∂ξ
. Òàêèì îáðàçîì,

S(1) =

∫∫
D

(1)
ξη

‖ ~N‖dξ dη =

∫∫
D

(1)
ξη

∥∥[~r ′ξ, ~r ′η]∥∥dξ dη.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ïëîùàäè è îñòàëüíûõ ÷àñòåé ïîâåðõíîñòè Σ.
Ñóììèðóÿ ïëîùàäè âñåõ ÷àñòåé, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëî-
ùàäè ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé ñîîòíîøåíèÿìè (1.45):

S =

∫∫
Dξη

∥∥[~r ′ξ, ~r ′η]∥∥dξ dη. (1.47)

2. ÒÐÎÉÍÎÉ ÈÍÒÅÃÐÀË

2.1. Îïðåäåëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà
è åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà è åãî ñâîéñòâà àíàëîãè÷íû îïðåäå-
ëåíèþ è ñâîéñòâàì äâîéíîãî èíòåãðàëà.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ çàìêíóòóþ îáëàñòü Ω ⊂ R3 ñ êóñî÷íî-
ãëàäêîé ãðàíèöåé. Äëÿ òàêîé îáëàñòè îïðåäåëåíî ïîíÿòèå îáúåìà. Êàê è
â ñëó÷àå ïëîñêîñòè, íàçîâåì d = sup

P ′, P ′′∈X
ρ(P ′, P ′′) äèàìåòðîì ìíîæåñòâà

X ⊂ R3; ρ(P ′, P ′′) � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè P ′ è P ′′.
Ïóñòü íà îáëàñòè Ω çàäàíà âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f(P ), P ∈ Ω.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå {ωi} îáëàñòè Ω íà ÷àñòè÷íûå îá-

ëàñòè ωi, i = 1, 2, . . . , n, ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè, êîòîðûå ìîãóò
ïåðåñåêàòüñÿ ìåæäó ñîáîé ðàçâå ëèøü ïî ñâîèì ãðàíèöàì. Íàçîâåì ðàíãîì
ðàçáèåíèÿ ÷èñëî λ = max

i
d(ωi). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè Pi ∈ Ωi è

ðàññìîòðèì ñóììó
n∑

i=1

f(Pi)∆Vi, (2.1)

ãäå ∆Vi = V (ωi) � îáúåì îáëàñòèωi. Ñóììà (2.1) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé
ñóììîé äëÿ ôóíêöèè f(P ), îáëàñòè Ω, ðàçáèåíèÿ {ωi} è òî÷åê Pi.
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Îïðåäåëåíèå 2.1. ×èñëî I íàçûâàåòñÿ òðîéíûì èíòåãðàëîì
ôóíêöèè f(P ) ïî îáëàñòè Ω, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òà-
êîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {ωi}, ðàíã êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ λ < σ, è ëþáûõ òî÷åê Pj ∈ Ωi ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(Pi)∆Vi − I

∣∣∣∣∣ < ε.

Ôóíêöèÿ f(P ) íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîé ïî îáëàñòè
ω, à äëÿ åå èíòåãðàëà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

I =

∫∫∫
Ω

f(P )dV.

Êàê è äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìî-
ñòè ôóíêöèè f(P ) ÿâëÿåòñÿ åå îãðàíè÷åííîñòü íà îáëàñòè Ω, à äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì � åå êóñî÷íàÿ íåïðåðûâíîñòü íà Ω.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà òðîéíîãî èíòåãðàëà, äîêàçàòåëüñòâà
êîòîðûõ àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì, ïðèâåäåííûì â 1.2 äëÿ äâîéíîãî
èíòåãðàëà:

1)
∫∫∫
Ω

dV = V (Ω);

2) åñëè α1 ∈ R, α2 ∈ R è f1(P ), f2(P ) èíòåãðèðóåìû ïî Ω, òî ôóíêöèÿ
α1f1(P ) + α2f2(P ) òîæå èíòåãðèðóåìà ïî Ω è∫∫∫

Ω

[
α1f1(P ) + α2f2(P )

]
dV = α1

∫∫∫
Ω

f1(P )dV + α2

∫∫∫
Ω

f2(P )dV ;

3) åñëè Ω = Ω1 ∪ Ω2 è îáëàñòè Ω1 è Ω2 ïåðåñåêàþòñÿ ðàçâå ëèøü ïî
ñâîèì ãðàíèöàì, òî∫∫∫

Ω

f(P )dV =

∫∫∫
Ω1

f(P )dV +

∫∫∫
Ω2

f(P )dV,

ïðè ýòîì, åñëè ôóíêöèÿ f(P ) èíòåãðèðóåìà ïî Ω, òî îíà èíòåãðèðóåìà
è ïî îáëàñòÿì Ω1, Ω2, è íàîáîðîò, åñëè f(P ) èíòåãðèðóåìà ïî êàæäîé èç
îáëàñòåé Ω1 è Ω2, òî îíà èíòåãðèðóåìà è ïî îáëàñòè Ω;

4) åñëè f1(P ) ≤ f2(P ) äëÿ âñåõ òî÷åê P ∈ Ω è ôóíêöèè f1(P ), f2(P )
èíòåãðèðóåìû ïî Ω, òî∫∫∫

Ω

f1(P )dV ≤
∫∫∫

Ω

f2(P )dV ;

37



5) åñëè f(P ) èíòåãðèðóåìà ïî Ω, òî ôóíêöèÿ |f(P )| òàêæå èíòåãðèðó-
åìà ïî Ω è ∣∣∣∣∣∣

∫∫∫
Ω

f(P )dV

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫∫

Ω

|f(P )|dV ;

6) äëÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ω ôóíêöèè f(P ) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

mV (Ω) ≤
∫∫∫

Ω

f(P )dV ≤ MV (Ω),

ãäå m = inf
P∈Ω

f(P ), M = sup
P∈Ω

f(P );

7) åñëè ôóíêöèÿ f(P ) íåïðåðûâíà â îáëàñòè Ω (çàìêíóòîé), òî ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ òî÷êà P ∗ ∈ Ω, ÷òî∫∫∫

Ω

f(P )dV = f(P ∗)V (Ω).

2.2. Âû÷èñëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà
â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

Ïóñòü â R3 ââåäåíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz è íà îáëàñòè Ω
çàäàíà ôóíêöèÿ f(P ). Êàê è â ñëó÷àå äâîéíîãî èíòåãðàëà, áóäåì èñïîëü-
çîâàòü îáîçíà÷åíèå f(x, y, z) ≡ f

(
P (x, y, z)

)
.

Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíóþ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü Ω, ò. å.
îáëàñòü, äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (x, y, z) òî÷åê êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñî-
îòíîøåíèÿì: (x, y) ∈ Dxy, g1(x, y) ≤ z ≤ g2(x, y), ãäå Dxy � çàìêíóòàÿ îãðà-
íè÷åííàÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé â ïëîñêîñòè Oxy, à g1(x, y)
è g2(x, y) � íåïðåðûâíûå íà Dxy ôóíêöèè.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y, z) íåïðåðûâíà íà Ω, òî ôóíêöèÿ

F (x, y) =

g2(x,y)∫
g1(x,y)

f(x, y, z)dz

áóäåò íåïðåðûâíîé â îáëàñòè Dxy (ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â ñëó÷àå
äâîéíîãî èíòåãðàëà) è ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

∫∫
Dxy

dx dy

g2(x,y)∫
g1(x,y)

f(x, y, z)dz,
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íàçûâàåìûé ïîâòîðíûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x, y, z). Ïðè ýòîì ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

∫∫∫
Ω

f(P )dV ≡
∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dx dy dz =

∫∫
Dxy

dx dy

g2(x,y)∫
g1(x,y)

f(x, y, z)dz,

(2.2)
êîòîðîå òîæå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ äâîéíîãî èíòåãðàëà. Åñ-
ëè îáëàñòü Dxy (ïëîñêàÿ) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè Ox, ò. å.
Dxy =

{
(x, y) : x1 ≤ x ≤ x2, h1(x) ≤ y ≤ h2(x)

}
, òî äâîéíîé èíòåãðàë ïî

Dxy â ñâîþ î÷åðåäü ñâîäèòñÿ ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó è, ñëåäîâàòåëüíî,

∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dx dy dz =

x2∫
x1

dx

h2(x)∫
h1(x)

dy

g2(x,y)∫
g1(x,y)

f(x, y, z)dz. (2.3)

Äëÿ äðóãèõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå
ðàâåíñòâàì (2.2) è (2.3). Â ÷àñòíîñòè:

1) åñëè Ω ïðàâèëüíà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Oxy, à Dxy � îòíîñèòåëü-
íî îñè Oy, ò. å. Dxy =

{
y1 ≤ y ≤ y2, p1(y) ≤ x ≤ p2(y)

}
, òî

∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dx dy dz =

y2∫
y1

dy

p2(y)∫
p1(y)

dx

g2(x,y)∫
g1(x,y)

f(x, y, z)dz;

2) åñëè Ω ïðàâèëüíà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Oyz, (ðèñ. 2.1), ò. å. Ω =
=
{
(x, y, z) : (y, z) ∈ Dyz, g1(y, z) ≤ x ≤ g2(y, z)

}
,
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Ω

Dz∗

x

O

z

z2

z∗

z1

−

−

−

Ðèñ. 2.1

à Dyz =
{
z1 ≤ z ≤ z2, h1(z) ≤ y ≤ h2(z)

}
� ïðàâèëüíà îòíîñèòåëüíî Oz,
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òî ∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dx dy dz =

∫∫
Dyz

dy dz

g2(x,y)∫
g1(x,y)

f(x, y, z)dx =

=

z2∫
z1

dz

h2(z)∫
h1(z)

dy

g2(y,z)∫
g1(y,z)

f(x, y, z)dx. (2.4)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïîñëåäíèé ñëó÷àé ïðè f(x, y, z) ≡ 1. Åñëè z∗ ∈
∈ [z1, z2], òî ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëîñêîñòü z = z∗ ïåðåñåêàåò îáëàñòü Ω ïî
íåêîòîðîé îáëàñòè Dz∗, ëåæàùåé â ýòîé ïëîñêîñòè. Êîîðäèíàòû òî÷åê Dz∗

îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè: z = z∗, h1(z∗) ≤ y ≤ h2(z∗), g1(y, z∗) ≤ x ≤
≤ g2(y, z∗). Çíà÷èò, Dz∗ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé îáëàñòüþ, ïðàâèëüíîé îòíîñè-
òåëüíî îñè Oy, ïîýòîìó åå ïëîùàäü S(z∗) = S(Dz∗) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

S(z∗) =

h2(z∗)∫
h1(z∗)

dy

g2(y,z∗)∫
g1(y,z∗)

dx.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ

S(z) =

h2(z)∫
h1(z)

dy

g2(y,z)∫
g1(y,z)

dx

îïèñûâàåò ïëîùàäè ñå÷åíèé îáëàñòè Ω ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè Oxy.
Èç ðàâåíñòâà (2.4) ñëåäóåò, ÷òî

V (Ω) =

∫∫∫
Ω

dx dy dz =

z2∫
z1

S(z)dz. (2.5)

Ôîðìóëà (2.5) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü îáúåì Ω, åñëè èçâåñòíû ïëîùà-
äè S(z) ñå÷åíèé Ω ïëîñêîñòÿìè, îðòîãîíàëüíûìè îñè Oz. Çàìåòèì, ÷òî â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îòðåçîê [z1, z2] ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé
Ω íà Oz. Ðàâåíñòâî (2.5) íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì Êàâàëüåðè. Ñïðàâåäëèâû
è ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå (2.5). Íàïðèìåð, åñëè ïðîåêöèÿ Ω íà îñü Ox �
îòðåçîê [x1, x2], à S(x) � ïëîùàäè ñå÷åíèé, îðòîãîíàëüíûõ Ox, òî

V (Ω) =

x2∫
x1

S(x)dx.
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2.3. Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû â R3

Ïîñòðîåíèå êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò â R3, ïî ñóùåñòâó, àíàëîãè÷íî
èõ ïîñòðîåíèþ íà ïëîñêîñòè, ðàññìîòðåííîìó â 1.6. Ïóñòü â R3 âìåñòå ñ
äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Oxyz çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòî-
ðîé òî÷êà P îïèñûâàåòñÿ òðîéêîé ÷èñåë (ξ,η, ζ). Òîãäà, êàê è â ñëó÷àå
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè,

x = x(ξ,η, ζ);

y = y(ξ,η, ζ);

z = z(ξ,η, ζ).

(2.6)

Ôóíêöèè x(ξ,η, ζ), y(ξ,η, ζ) è z(ξ,η, ζ) ïðåäïîëîæèì íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûìè è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

J = det


∂x

∂ξ

∂x

∂η

∂x

∂ζ
∂y

∂ξ

∂y

∂η

∂y

∂ζ
∂z

∂ξ

∂z

∂η

∂z

∂ζ

 6= 0. (2.7)

Âåëè÷èíà J ïî-ïðåæíåìó íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäè-
íàò (ξ,η, ζ) â äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà (2.6) îä-
íîçíà÷íî ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ξ, η, ζ; åå ðåøåíèå áóäåì çàïèñûâàòü â
âèäå: 

ξ = ξ(x, y, z);

η = η(x, y, z);

ζ = ζ(x, y, z).

Óðàâíåíèå ξ(x, y, z) = ξ0 çàäàåò ìíîæåñòâî òî÷åê â R3, ÿâëÿþùååñÿ äëÿ
èñïîëüçóåìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòüþ â R3, êîòîðàÿ íà-
çûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòüþ ηζ, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ ξ0.
Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå η(x, y, z) = η0 îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòíóþ ïîâåðõ-
íîñòü ξζ, à óðàâíåíèå ζ(x, y, z) = ζ0 � ïîâåðõíîñòü ξη.

Ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé ξζ è ξη
îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé{

η(x, y, z) = η0;

ζ(x, y, z) = ζ0
(2.8)

è ÿâëÿåòñÿ îáû÷íî íåêîòîðîé êðèâîé â R3. Ðàçëè÷íûå òî÷êè ýòîé êðèâîé
îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì êîîðäèíàòû ξ; â ñâÿçè ñ ýòèì ëèíèÿ, îïðå-
äåëÿåìàÿ ñèñòåìîé (2.8), íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé ëèíèåé ξ, ïðîõîäÿùåé
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÷åðåç òî÷êó P (ξ0,η0, ζ0). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûå ëèíèè
η è ζ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç P è îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìàìè{

ξ(x, y, z) = ξ0;

ζ(x, y, z) = ζ0;

{
ξ(x, y, z) = ξ0;

η(x, y, z) = η0

ñîîòâåòñòâåííî. Â êàæäîé òî÷êå P îïðåäåëåíû íåíóëåâûå êàñàòåëüíûå ê
êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì âåêòîðû, êîòîðûå â áàçèñå {~i,~j,~k} âûðàæàþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

~τξ =

[
∂x(ξ0,η0, ζ0)

∂ξ
,
∂y(ξ0,η0, ζ0)

∂ξ
,
∂z(ξ0,η0, ζ0)

∂ξ

]T

;

~τη =

[
∂x(ξ0,η0, ζ0)

∂η
,
∂y(ξ0,η0, ζ0)

∂η
,
∂z(ξ0,η0, ζ0)

∂η

]T

;

~τζ =

[
∂x(ξ0,η0, ζ0)

∂ζ
,
∂y(ξ0,η0, ζ0)

∂ζ
,
∂z(ξ0,η0, ζ0)

∂ζ

]T

.

Èç óñëîâèÿ J 6= 0 ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ {~τξ, ~τη, ~τζ} è,
çíà÷èò, ñóùåñòâîâàíèå â êàæäîé òî÷êå P áàçèñà {~eξ, ~eη, ~eζ}, ãäå

~eξ =
1

‖~τξ‖
~τξ, ~eη =

1

‖~τη‖
~τη, ~eζ =

1

‖~τζ‖
~τζ.

Êàê è â ñëó÷àå êîîðäèíàò â R2, âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ÷èñ-
ëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ½êðèâîëèíåéíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà“, îáðàçîâàííîãî
òî÷êàìè
P1(ξ0,η0), ζ0), P2(ξ0+∆ξ,η0, ζ0), P3(ξ0,η0+∆η, ζ0), P4(ξ0+∆ξ,η0+∆η, ζ0),
P5(ξ0,η0, ζ0 +∆ζ), P6(ξ0 +∆ξ,η0, ζ0 +∆ζ), P7(ξ0,η0 +∆η, ζ0 +∆ζ), P8(ξ0+
+∆ξ,η0 + ∆η, ζ0 + ∆ζ).

Ýòè òî÷êè è êðèâîëèíåéíûé ïàðàëëåëåïèïåä èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.2.
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Âû÷èñëåíèå äëèí ½ðåáåð“ ýòîãî êðèâîëèíåéíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ïîë-
íîñòüþ àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ äëèí ½ñòîðîí“ êðèâîëèíåéíîãî ïàðàëëåëî-
ãðàììà â ïëîñêîì ñëó÷àå. Òåïåðü ôîðìóëû èìåþò âèä:

|P1P2| = Hξ(ξ0,η0, ζ0)|∆ξ|+ o(∆ξ);

|P1P3| = Hη(ξ0,η0, ζ0)|∆η|+ o(∆η);

|P1P5| = Hζ(ξ0,η0, ζ0)|∆ζ|+ o(∆ζ),

ãäå

Hξ(ξ,η, ζ) =

[(
∂x

∂ξ

)2

+

(
∂y

∂ξ

)2

+

(
∂z

∂ξ

)2
]1/2

; (2.9)

Hη(ξ,η, ζ) =

[(
∂x

∂η

)2

+

(
∂y

∂η

)2

+

(
∂z

∂η

)2
]1/2

; (2.10)

Hζ(ξ,η, ζ) =

[(
∂x

∂ζ

)2

+

(
∂y

∂ζ

)2

+

(
∂z

∂ζ

)2
]1/2

(2.11)

� ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû Ëàìå. Äëÿ äëèíû ½ðåáðà“ P2P6 ïîëó÷èì
ñîîòíîøåíèå

|P2P6| = Hζ(ξ0 + ∆ξ,η0, ζ0)∆ζ+ o(∆ζ);

àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ äðóãèõ ½ðåáåð“.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î âû÷èñëåíèè îáúåìà Vêðèâ êðèâîëèíåéíîãî ïàðàë-

ëåëåïèïåäà P1 . . . P8. Êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîñòè, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè
ìàëûõ ∆ξ, ∆η è ∆ζ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Vêðèâ = V + o(∆ξ∆η∆ζ), (2.12)

ãäå V � îáúåì îáû÷íîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ
−−→
P1P2,−−→

P1P3 è
−−→
P1P5. Êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ âû÷èñëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â ïëîñ-

êîì ñëó÷àå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

−−→
P1P2 =

[
∂x(ξ0,η0, ζ0)

∂ξ
,
∂y(ξ0,η0, ζ0)

∂ξ
,
∂z(ξ0,η0, ζ0)

∂ξ

]T

∆ξ+ ~o(∆ξ);

−−→
P1P3 =

[
∂x(ξ0,η0, ζ0)

∂η
,
∂y(ξ0,η0, ζ0)

∂η
,
∂z(ξ0,η0, ζ0)

∂η

]T

∆η+ ~o(∆η);

−−→
P1P5 =

[
∂x(ξ0,η0, ζ0)

∂ζ
,
∂y(ξ0,η0, ζ0)

∂ζ
,
∂z(ξ0,η0, ζ0)

∂ζ

]T

∆ζ+ ~o(∆ζ).

(2.13)
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Îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a, ~b, ~c, ðàâåí∣∣(~a, [~b,~c]
)∣∣, à äëÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ âåêòîðîâ ñïðàâåäëèâà ôîð-

ìóëà (
~a, [~b,~c]

)
= det

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

 .

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (2.13), íàõîäèì îáúåì V :

V = |J | |∆ξ∆η∆ζ|+ o(∆ξ∆η∆ζ),

ãäå J � ÿêîáèàí, îïðåäåëåííûé â (2.7). Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2.12) ñëåäóåò,
÷òî

Vêðèâ = |J | |∆ξ∆η∆ζ|+ o(∆ξ∆η∆ζ).

Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû â R3, êàê è â R2, òàêæå óäîáíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå òî÷åê äâóõ ïðîñòðàíñòâ ñ
äåêàðòîâûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò Oxyz è O′ξηζ. Åñëè ïðè òàêîì ñîîò-
âåòñòâèè îáëàñòè Ω îòâå÷àåò îáëàñòü Ω′, òî

V (Ω) = |J |V (Ω′)
(
1 + o(1)

)
.

Ôóíêöèÿ |J | òåïåðü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîýôôèöèåíò èçìåíåíèÿ
îáúåìà ïðè îòîáðàæåíèè (2.6).

Êîîðäèíàòû (ξ,η, ζ) íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè â êàæäîé òî÷-
êå P áàçèñ {~eξ, ~eη, ~eζ} ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì. Óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè
ýòèõ âåêòîðîâ ñâîäÿòñÿ ê ðàâåíñòâàì:

(~τξ, ~τη) =
∂x

∂ξ

∂x

∂η
+

∂y

∂ξ

∂y

∂η
+

∂z

∂ξ

∂z

∂η
= 0;

(~τξ, ~τζ) =
∂x

∂ξ

∂x

∂ζ
+

∂y

∂ξ

∂y

∂ζ
+

∂z

∂ξ

∂z

∂ζ
= 0;

(~τη, ~τζ) =
∂x

∂η

∂x

∂ζ
+

∂y

∂η

∂y

∂ζ
+

∂z

∂η

∂z

∂ζ
= 0,

(2.14)

êîòîðûå äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ïðè âñåõ ξ, η, ζ.
Ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîãî, íî äîâîëüíî ãðîìîçäêîãî âû÷èñëåíèÿ

ìîæíî óáåäèòüñÿ1 (êàê è â ñëó÷àå R2), ÷òî äëÿ îðòîãîíàëüûõ êîîðäèíàò

|J | = HξHηHζ.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå

Vêðèâ = HξHηHζ|∆ξ∆η∆ζ|+ o(∆ξ∆η∆ζ).

1 Îñòàâèì ïðîâåðêó ýòîãî ôàêòà â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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Íàêîíåö, äëÿ ñëó÷àÿ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò âû÷èñëèì ïëîùàäè
½ãðàíåé“ êðèâîëèíåéíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà P1 . . . P8. Ðàññìîòðèì, íàïðè-
ìåð, ½ãðàíü“ P1P2P4P3. Åå ïëîùàäü îáîçíà÷èì S1243. Ýòà ãðàíü � ïðîñòðàí-
ñòâåííûé ½êðèâîëèíåéíûé ïàðàëëåëîãðàìì“, êîòîðûé, â îáùåì ñëó÷àå, íå
ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé ôèãóðîé. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòîé ½ãðàíè“ ìî-
ãóò áûòü âûáðàíû â âèäå

~r = ~r(ξ,η) = [x(ξ,η, ζ0), y(ξ,η, ζ0), z(ξ,η, ζ0)]
T , (ξ,η) ∈ Dξη,

ãäåDξη � ìíîæåñòâî òî÷åê (ξ,η), êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâàì ξ0 ≤ ξ ≤ ξ0 + ∆ξ, η0 ≤ η ≤ η0 + ∆η. Ïî ôîðìóëå (1.47) äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ïîëó÷èì

S1243 =

∫∫
Dξη

‖[~r ′ξ, ~r ′η]‖ dξ dη.

Òàê êàê

~r ′xi =

[
∂x

∂ξ
,

∂y

∂ξ
,

∂z

∂ξ

]T

; ~r ′η =

[
∂x

∂η
,

∂y

∂η
,

∂z

∂η

]T

,

òî ∥∥[~r′ξ, ~r′η]∥∥2
=

(
∂y

∂ξ

∂z

∂η
− ∂y

∂η

∂z

∂ξ

)2

+

(
∂x

∂ξ

∂z

∂η
− ∂x

∂η

∂z

∂ξ

)2

+

+

(
∂x

∂ξ

∂y

∂η
− ∂x

∂η

∂y

∂ξ

)2

=

=

[(
∂x

∂ξ

)2

+

(
∂y

∂ξ

)2

+

(
∂z

∂ξ

)2
] [(

∂x

∂η

)2

+

(
∂y

∂η

)2

+

(
∂z

∂η

)2
]
−

−
(

∂x

∂ξ

∂x

∂η
+

∂y

∂ξ

∂y

∂η
+

∂z

∂ξ

∂z

∂η

)2

= H2
ξ(ξ,η, ζ0)H

2
η(ξ,η, ζ0), (2.15)

ïîñêîëüêó äëÿ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (2.14).
Çäåñü Hξ è Hη � êîýôôèöèåíòû Ëàìå. Èñïîëüçóÿ òåïåðü òåîðåìó î ñðåäíåì
äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà, íàéäåì:

S1243 = Hξ(ξ
∗,η∗, ζ0)Hη(ξ

∗,η∗, ζ0)|∆ξ∆η)|,

ãäå ξ∗ ∈ [ξ0, ξ0 + ∆ξ], η∗ ∈ [η0,η0 + ∆η]. Òàê êàê ôóíêöèè Hξ è Hη íåïðå-
ðûâíû, òî

S1243 = Hξ(ξ0,η0, ζ0)Hη(ξ0,η0, ζ0)|∆ξ∆η|+ o(∆ξ∆η). (2.16)

Òàêèì æå îáðàçîì äîêàçûâàþòñÿ ðàâåíñòâà

S1265 = Hξ(ξ0,η0, ζ0)Hζ(ξ0,η0, ζ0)|∆ξ∆ζ|+ o(∆ξ∆ζ),
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S1375 = Hη(ξ0,η0, ζ0)Hζ(ξ0,η0, ζ0)|∆η∆ζ|+ o(∆η∆ζ)

äëÿ ïëîùàäåé ½ãðàíåé“ P1P2P6P5 è P1P3P7P5. Âåðõíÿÿ ½ãðàíü“ P5P6P8P7
îòëè÷àåòñÿ îò ½ãðàíè“ P1P2P4P3 òîëüêî çíà÷åíèåì êîîðäèíàòû ζ, ïîýòîìó
â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (2.16) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

S5687 = Hξ(ξ0,η0, ζ0 + ∆ζ)Hη(ξ0,η0, ζ0 + ∆ζ)|∆ξ∆η|+ o(∆ξ∆η)

è àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ ½ãðàíåé“.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò â R3 ðàññìîòðèì ñôå-

ðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (ρ, ϑ,ϕ). Åñëè âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ñôåðè÷åñêîé
è äåêàðòîâîé ñèñòåì êîîðäèíàò ñîãëàñîâàíî îáû÷íûì îáðàçîì, òî ýòè êî-
îðäèíàòû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè:

x = ρ cosϕ sin ϑ;

y = ρ sinϕ sin ϑ;

z = ρ cos ϑ.

Â ýòîì ñëó÷àå

∂x

∂ρ
= cosϕ sin ϑ;

∂x

∂ϕ
= −ρ sinϕ sin ϑ;

∂x

∂ϑ
= ρ cosϕ cos ϑ;

∂y

∂ρ
= sinϕ sin ϑ;

∂y

∂ϕ
= ρ cosϕ sin ϑ;

∂y

∂ϑ
= ρ sinϕ cos ϑ;

∂z

∂ρ
= cos ϑ;

∂z

∂ϕ
= 0;

∂z

∂ϑ
= −ρ sin ϑ.

Òîãäà
∂x

∂ρ

∂x

∂ϕ
+

∂y

∂ρ

∂y

∂ϕ
+

∂z

∂ρ

∂z

∂ϕ
= 0, ò. å. âûïîëíåíî ïåðâîå èç ðàâåíñòâ

(2.14), è êîîðäèíàòíûå ëèíèè ρ è ϕ îðòîãîíàëüíû. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåò-
ñÿ è âûïîëíåíèå äâóõ äðóãèõ ðàâåíñòâ (2.14). Òàêèì îáðàçîì, ñôåðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè. Äëÿ íèõ ëåãêî âû÷èñëèòü êîýô-
ôèöèåíòû Ëàìå:

Hρ = 1, Hϕ = ρ sin ϑ, Hϑ = ρ.

Òàê êàê ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû îðòîãîíàëüíû, òî J = ρ2 sin ϑ. Êàê è äëÿ
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè, äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò èìåþòñÿ
îñîáûå òî÷êè, â êîòîðûõ J = 0.

2.4. Âû÷èñëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà
â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

Âû÷èñëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ïî ñó-
ùåñòâó íå îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà.
Ïðèâåäåì ëèøü ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû.
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Ïóñòü â R3 çàäàíû äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz è êðèâîëèíåé-
íûå êîîðäèíàòû (ξ,η, ζ), ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèÿìè:

x = x(ξ,η, ζ);

y = y(ξ,η, ζ);

z = z(ξ,η, ζ),

(2.17)

à òàêæå îáëàñòü Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé. Ïóñòü Ω′ � îáðàç îáëà-
ñòè Ω ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò (2.17), ò. å. îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå ñ
äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò O′ξηζ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò Ω ïðè ïðå-
îáðàçîâàíèè (2.17). Òîãäà∫∫∫

Ω

f(x, y, z) dx dy dz =

=

∫∫∫
Ω′

f
(
x(ξ,η, ζ), y(ξ,η, ζ), z(ξ,η, ζ)

)∣∣J(ξ,η, ζ)
∣∣ dξ dη dζ,

ãäå J(ξ,η, ζ) � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (2.17).
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ρ,ϕ, z), ãäå x =

= ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî∫∫∫
Ω

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
Ω′

f(ρ cosϕ, ρ sinϕ, z) ρ dρ dϕ dz,

à äëÿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ρ, ϑ,ϕ) � ðàâåíñòâî∫∫∫
Ω

f(x, y, z) dx dy dz =

=

∫∫∫
Ω′

f(ρ cosϕ sin ϑ, ρ sinϕ sin ϑρ cos ϑ) ρ2 sin ϑ dρ dϕ dϑ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëèì îáúåì Vý ýëëèïñîèäà

Ω =
{
(x, y, z) :

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 ≤ 1
}
.

Ââåäåì ïðè a > 0, b > 0 è c > 0 îáîáùåííûå ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
(ρ,ϕ, ϑ) ñîîòíîøåíèÿìè:

x = aρ cosϕ sin ϑ; y = bρ sinϕ sin ϑ; z = cρ cos ϑ, (2.18)
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ãäå1 ρ ≥ 0, ϕ ∈ [0, 2π[, ϑ ∈ [0,π]. Â êîîðäèíàòàõ (ρ,ϕ, ϑ) ýëëèïñîèä çàäàåò-
ñÿ óñëîâèåì ρ ≤ 1. Òàê êàê ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.18) ðàâåí abcρ2 sin ϑ,
òî

Vý =

∫∫∫
Ω

dx dy dz =

∫∫∫
Ω′

abcρ2 sin ϑ dρ dϕ dϑ =

= abc

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dϑ

1∫
0

ρ2 sin ϑ dρ = abc

2π∫
0

dϕ

π∫
0

1

3
sin ϑ dϑ =

abc

3

2π∫
0

2 dϕ =
4π

3
abc.

3. ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÛ

Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû, êàê è êðàòíûå èíòåãðàëû, ÿâëÿþòñÿ ðàñ-
øèðåíèåì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Äëÿ ñëó÷àÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðà-
ëîâ âîçìîæíû 2 ñïîñîáà òàêîãî ðàñøèðåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿì
êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Èíòåãðàëû è ïåðâî-
ãî, è âòîðîãî ðîäà íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ãåîìåòðèè è ôèçèêå. Ýòè èíòå-
ãðàëû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû äëÿ ôóíêöèé äâóõ, òðåõ è áîëüøåãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ. Ó÷èòûâàÿ îñíîâíûå ïðèìåíåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ,
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àÿìè ôóíêöèé äâóõ è òðåõ ïåðåìåííûõ.

3.1. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè R2

çàäàíà êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ ` è ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f(P ), îïðåäåëåí-
íàÿ âî âñåõ òî÷êàõ êðèâîé `. Îáîçíà÷èì A è B òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ êîíöàìè
êðèâîé `. Ïóñòü Pi ∈ `, i = 0, 1, . . . , n � òî÷êè íà êðèâîé `; P0 = A, Pn = B.
Òî÷êè Pi çàäàþò ðàçáèåíèå êðèâîé ` íà ÷àñòè `i, i = 1, 2, . . . , n, ñ êîíöà-
ìè Pi−1 è Pi. Êàæäàÿ êðèâàÿ `i èìååò äëèíó, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ∆`i. Íà
êðèâûõ `i âûáåðåì (ïðîèçâîëüíî) òî÷êè P ∗

i ∈ `i è âû÷èñëèì ñóììó

n∑
i=1

f(P ∗
i )∆`i,

íàçûâàåìóþ èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ ôóíêöèè f(P ), êðèâîé `, çàäàííîãî
ðàçáèåíèÿ {Pi} è çàäàííîãî âûáîðà òî÷åê P ∗

i . Íàçîâåì ðàíãîì ðàçáèåíèÿ
÷èñëî λ = max

1≤i≤n
∆`i.

1 Áîëåå òî÷íî, êàê è äëÿ îáû÷íûõ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ

êîîðäèíàò (ρ,ϕ, ϑ) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî:
{
(ρ,ϕ, ϑ) : ρ > 0, 0 ≤ ϕ < 2π, 0 < ϑ < π

}
∪

∪
{
(ρ, 0, 0) : ρ > 0

}
∪
{
(ρ, 0,π) : ρ > 0

}
∪
{
(0, 0, 0)

}
.
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Îïðåäåëåíèå 3.1. ×èñëî I íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì
ïåðâîãî ðîäà ôóíêöèè f(P ) ïî êðèâîé `, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {Pi}, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ
λ < δ, è ëþáîãî âûáîðà òî÷åê P ∗

i ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(P ∗
i )∆`i − I

∣∣∣∣∣ < ε.

Ôóíêöèÿ f(P ) íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîé ïî `. Äëÿ êðè-
âîëèíåéíîãî èíòåãðàëà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

I =

∫
`

f(P )d`.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ìíîæåñòâî {f(P ) : P ∈ `}, ò. å. ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ôóíêöèè f(P ) íà êðèâîé `, íå îãðàíè÷åíî, òî ôóíêöèÿ f(P ) íå
èíòåãðèðóåìà ïî êðèâîé `.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâîäèòü íå áóäåì � îíî, â îñíîâíîì,
ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîé òåîðåìû äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòå-
ãðàëà [5].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèÿ f(P ) äîëæíà áûòü ïî
êðàéíåé ìåðå îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé.

Îäíàêî, êàê è äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, íå âñÿêàÿ îãðàíè÷åí-
íàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî `. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè
ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ åå íåïðåðûâíîñòü, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(P ) íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îáëà-
ñòè D, ñîäåðæàùåé êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ `. Òîãäà f(P ) èíòåãðèðóåìà
ïî `.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2 ìîæíî çíà÷èòåëüíî îñëàáèòü; â
÷àñòíîñòè, ýòà òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà ` ôóíê-
öèè f(P ), íî òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåò êàê
óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ êðèâîé, òàê è òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ òåðìèíà ½êóñî÷íî-
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ“.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå îäíó òåîðåìó, âûðàæàþùóþ
ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ ` ðàçáèòà íà äâå ÷àñòè
`1 è `2, ` = `1 ∪ `2, èìåþùèå ëèøü îäíó îáùóþ òî÷êó, è ôóíêöèÿ f(P )
èíòåãðèðóåìà ïî `. Òîãäà f(P ) èíòåãðèðóåìà ïî `1 è `2 è∫

`

f(P )d` =

∫
`1

f(P )d` +

∫
`2

f(P )d`. (3.1)
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Íàîáîðîò, åñëè â ýòîì ñëó÷àå f(P ) èíòåãðèðóåìà ïî `1 è `2, òî f(P )
èíòåãðèðóåìà ïî `, è òàêæå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.1).

Äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà ñïðàâåäëèâû òàêæå è
äðóãèå òåîðåìû, àíàëîãè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðåìàì äëÿ îïðåäåëåí-
íîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 3.4. Åñëè f(P ) ≡ 1 íà ` è L � äëèíà êðèâîé `, òî∫
`

d` = L. (3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè f(P ) ≡ 1 è ëþáîì âûáîðå òî-
÷åê P ∗

i ïîëó÷èì:
n∑

i=1

f(P ∗
i )∆`i =

n∑
i=1

∆`i = L

äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ, ïîýòîìó âñå èíòåãðàëüíûå ñóììû èìåþò îäíî è òî
æå çíà÷åíèå L è ÿñíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.2).

Ïðèâåäåì åùå 4 óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ àíàëîãè÷íû
äîêàçàòåëüñòâàì ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà
(ñì. [5]).

Òåîðåìà 3.5. Åñëè f1(P ) è f2(P ) èíòåãðèðóåìû ïî ` è

f(P ) = α1f1(P ) + α2f2(P ), α1 ∈ R, α2 ∈ R,

òî ôóíêöèÿ f(P ) òàêæå èíòåãðèðóåìà ïî ` è∫
`

f(P )d` = α1

∫
`

f1(P )d` + α2

∫
`

f2(P )d`.

Òåîðåìà 3.6. Åñëè f1(P ) ≤ f2(P ) íà ` è ôóíêöèè f1(P ) è f2(P ) èí-
òåãðèðóåìû ïî `, òî ∫

`

f1(P )d` ≤
∫
`

f2(P )d`.

Òåîðåìà 3.7. Åñëè f(P ) èíòåãðèðóåìà è îãðàíè÷åíà íà `,
m = inf{f(P ) : P ∈ `}, M = sup{f(P ) : P ∈ `}, òî

mL ≤
∫
`

f(P )d` ≤ ML,

ãäå L � äëèíà êðèâîé `.
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Òåîðåìà 3.8. (Òåîðåìà î ñðåäíåì) Åñëè f(P ) íåïðåðûâíà â íåêî-
òîðîé çàìêíóòîé îáëàñòè D, ñîäåðæàùåé êðèâóþ `, òî íà ` ñóùåñòâóåò
òàêàÿ òî÷êà P ∗, ÷òî ∫

`

f(P )d` = f(P ∗)L.

3.2. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
ïåðâîãî ðîäà

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î âû÷èñëåíèè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî
ðîäà â òîì ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ ` ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé, à ôóíêöèÿ
f(P ) íåïðåðûâíà. Íàïîìíèì, ÷òî êðèâàÿ ` íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ìíî-
æåñòâî òî÷åê ` îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

~r = ~r(t), t ∈ [t(1), t(2)],

ãäå ~r(t) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà [t(1), t(2)] ôóíêöèÿ è
‖~r ′(t)‖ 6= 0. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê ïðîìåæóòîê [t(1), t(2)] çàìêíóò, à ‖~r ′(t)‖
� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî

inf
t∈[t(1),t(2)]

‖~r ′(t)‖ = r0 > 0.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò. å. ïðè inf
t∈[t(1),t(2)]

‖~r ′(t)‖ = 0, íà

ïðîìåæóòêå [t(1), t(2)] ñóùåñòâîâàëà áû òî÷êà t∗, â êîòîðîé ‖~r ′(t∗)‖ =
= 0, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ ãëàäêîé êðèâîé.

Äî ñèõ ïîð òî÷êà P è âåêòîð ~r(t) ÿâëÿëèñü, ïî ñóùåñòâó, ãåîìåòðè÷å-
ñêèìè îáúåêòàìè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê àíà-
ëèòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ýòèõ îáúåêòîâ, ò. å. ââåñòè íåêîòîðóþ ñèñòåìó êî-
îðäèíàò. Ïðîùå âñåãî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ â òîì ñëó÷àå,
êîãäà äëÿ çàäàíèÿ P è ` èñïîëüçóþòñÿ äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Èòàê, ïóñòü
íà ïëîñêîñòè, ãäå çàäàíû ` è f(P ), ââåäåíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò
Oxy. Òîãäà óðàâíåíèÿ êðèâîé ` èìåþò âèä:

~r = ~r(t) = [x(t), y(t)]T , t ∈ [t(1), t(2)], (3.3)

ãäå x(t) è y(t) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå íà [t(1), t(2)] ôóíêöèè è(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2 ≥ r2
0 > 0.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè êðèâàÿ ` çàäàíà ãåîìåòðè÷åñêè, òî óðàâíåíèÿ (3.3)
íå çàäàíû è èõ íàõîæäåíèå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé, ïðåäøåñòâóþùåé çàäà÷å âû-
÷èñëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà. Äëÿ çàäàííîé êðèâîé ` ïàðàìåòðè÷å-
ñêîå îïèñàíèå (3.3) âñåãäà íå åäèíñòâåííî. Íàïðèìåð, âåðõíÿÿ ïîëóîêðóæ-
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íîñòü åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ìîæåò áûòü îïèñàíà äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïî-
ñîáàìè:

~r =
[
t,
√

1− t2
]T

, t ∈ [−1, 1]; ~r = [cos t, sin t]T , t ∈ [0,π];

ëåãêî ïðåäëîæèòü è äðóãèå ñïîñîáû ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òîé æå
êðèâîé. Äëÿ äàëüíåéøåãî âûáåðåì êàêîé-íèáóäü îäèí ñïîñîá îïèñàíèÿ êðè-
âîé `.

Îáîçíà÷èì (x, y) äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè P, è ïóñòü, êàê è â ãë. 1,
f(x, y) = f

(
P (x, y)

)
.

Ðàññìîòðèì êàêîå-ëèáî ðàçáèåíèå ` òî÷êàìè Pi. Êàæäîé òî÷êå Pi ñî-
îòâåòñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå ti, ÷òî åñëè xPi

è yPi
� äåêàðòîâû êîîðäèíà-

òû Pi, òî x(ti) = xPi
è y(ti) = yPi

. Çíà÷åíèÿ t(1) è t(2) ñîîòâåòñòâóþò
ïðè ýòîì êîíöàì A è B êðèâîé `. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ti ðàçëè÷íû è
t(1) = t0 < t1 < . . . < tn = t(2). Òîãäà ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
äëèíû äóãè ïîëó÷èì:

∆`i =

ti∫
ti−1

√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
dt =

ti∫
ti−1

‖~r ′(t)‖dt. (3.4)

Çíà÷èò,

∆`i ≥
ti∫

ti−1

r0 dt = r0∆ti,

ãäå ∆ti = ti − ti−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçáèåíèå {Pi} êðèâîé ` ïîðîæäàåò
òàêîå ðàçáèåíèå {ti} îòðåçêà [t(1), t(2)], ÷òî µ = sup

1≤i≤n
|∆ti| ≤ sup

1≤i≤n
|∆`i|/r0 =

= λ/r0, ãäå µ � ðàíã ðàçáèåíèÿ {ti}, à λ � ðàíã ðàçáèåíèÿ {Pi}.
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì, èç (3.4) ïîëó÷èì:

∆`i = ‖~r ′(t̃i)‖∆ti,

ãäå t̃i ∈ [ti−1, ti]. Òîãäà
n∑

i=1

f(P ∗
i )∆`i =

n∑
i=1

f
(
x(t∗i ), y(t∗i )

)
‖~r ′(t̃i)‖∆ti,

ãäå çíà÷åíèÿ t∗i ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì P ∗
i .

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòå-
ãðàëà ïåðâîãî ðîäà ñîâïàäàåò ñ ñóììîé

S =
n∑

i=1

f
(
x(t∗i ), y(t∗i )

)
‖~r ′(t̃i)‖∆ti. (3.5)
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Åñëè áû â ñóììå (3.5) çíà÷åíèÿ t̃i ñîâïàäàëè ñ t∗i , òî îíà ÿâëÿëàñü áû èí-
òåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ èíòåãðàëà

J =

t(2)∫
t(1)

f
(
x(t), y(t)

)
‖~r ′(t)‖dt.

Òàê êàê ðàâåíñòâà t̃i = t∗i , â îáùåì ñëó÷àå, íå âûïîëíÿþòñÿ, òî ñóììà
(3.5) íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé. Îäíàêî (3.5) ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîé
îáîáùåííîé èíòåãðàëüíîé ñóììîé, è ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèè
f
(
x(t), y(t)

)
è ‖~r ′(t)‖ íåïðåðûâíû ïðè t ∈ [t(1), t(2)], òî |S − J | < ε, åñëè

òîëüêî ðàíã µ ðàçáèåíèÿ {ti} äîñòàòî÷íî ìàë. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè λ/r0
äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(P ∗
i )∆`i − J

∣∣∣∣∣ < ε

äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {Pi} è ëþáîãî âûáîðà òî÷åê P ∗
i , ïîýòîìó äëÿ íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè f(P ) è ãëàäêîé êðèâîé ` ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
`

f(P )d` =

∫
`

f(x, y)d` =

t(2)∫
t(1)

f
(
x(t), y(t)

)√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
dt. (3.6)

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (3.6) ïðèâåäåíî,
íàïðèìåð, â [1]. Çäåñü âûíóæäåííî îïóùåíî îáîñíîâàíèå íåêîòîðûõ óòâåð-
æäåíèé îòíîñèòåëüíî îáîáùåííûõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì. Ìîæíî ïðèíÿòü
ðàâåíñòâî (3.6) â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî
ðîäà äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(P ) è ãëàäêîé êðèâîé ` â òîì ñëó÷àå,
êîãäà äëÿ îïèñàíèÿ P è ` ïðèìåíÿþòñÿ äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. •

Êàê áûëî îòìå÷åíî, ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå (3.3) êðèâîé ` íå åäèí-
ñòâåííî. Îäíàêî äëÿ ëþáîãî ñïîñîáà (ïðè ‖~r ′‖ 6= 0) îïèñàíèÿ ` ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà (3.6), ÷òî ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé. Åñëè æå ðàâåí-
ñòâî (3.6) ïðèíÿòî â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà, íî
êðèâàÿ çàäàíà ãåîìåòðè÷åñêè, òî âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ëþáóþ ïàðà-
ìåòðèçàöèþ ` íåîáõîäèìî äîêàçàòü. Ñäåëàåì ýòî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü

~r = ~r1(t) = [x(t), y(t)]T , t ∈ [t(1), t(2)], t(1) < t(2),

è

~r = ~r2(τ) = [x̄(τ), ȳ(τ)]T , τ ∈ [τ(1), τ(2)]
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� äâà ïàðàìåòðè÷åñêèõ çàäàíèÿ êðèâîé `, ïðè÷åì t = h(τ), ãäå h(τ) �
òàêàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè τ ∈ [τ(1), τ(2)] ôóíêöèÿ, ÷òî ëè-
áî h′(τ) > 0, g(τ(1)) = t(1), g(τ(2)) = t(2), ëèáî h′(τ) < 0, g(τ(1)) = t(2),
g(τ(2)) = t(1). Òîãäà

τ(2)∫
τ(1)

f
(
x̄(τ), ȳ(τ)

)√(
x̄′(τ)

)2
+
(
ȳ′(τ)

)2
dτ =

=

t(2)∫
t(1)

f
(
x(t), y(t)

)√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
dt.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü P0 � êàêàÿ-ëèáî òî÷êà íà `. Åé ñîîòâåòñòâóþò
òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ t0 è τ0, ÷òî

xP0
= x(t0) = x̄(τ0); yP0

= y(t0) = ȳ(τ0).

Òàê êàê t0 = h(τ0), òî x
(
h(τ0)

)
= x̄(τ0) è y

(
h(τ0)

)
= ȳ(τ0) ïðè âñåõ τ0 ∈

∈ [τ(1), τ(2)]. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë

I =

t(2)∫
t(1)

f
(
x(t), y(t)

)√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
dt

ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ t = h(τ). Ïóñòü h′(τ) > 0. Òîãäà

I =

τ(2)∫
τ(1)

f
(
x(h(τ)), y(h(τ))

)√[(
x(h(τ))

)′
t

]2
+
[(

y(h(τ))
)′
t

]2
h′(τ)dτ =

=

τ(2)∫
τ(1)

f
(
x̄(τ), ȳ(τ)

)√[[(
x(h(τ))

)′
τ
τ′t
]2

+
[(

y(h(τ))
)′
τ
τ′t
]2] (

h′(τ)
)2

dτ =

=

τ(2)∫
τ(1)

f
(
x̄(τ), ȳ(τ)

)√[(
x̄′(τ)

)2
+
(
ȳ′(τ)

)2](
τ′th

′(τ)
)2

dτ =

=

τ(2)∫
τ(1)

f
(
x̄(τ), ȳ(τ)

)√(
x̄(τ)

)2
+
(
ȳ′(τ)

)2
dτ, (3.7)
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òàê êàê τ′t = 1/h′(τ). Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåò òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ
h′(τ) > 0. Åñëè æå h′(τ) < 0, òî

I = −
τ(2)∫
τ(1)

f
(
x(t), y(t)

)√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
dt.

Òåïåðü òà æå ñàìàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ïðèâîäèò òàêæå ê ðàâåíñòâó (3.7),

ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå
√(

h′(τ)
)2

= −h′(τ).

Çàìå÷àíèå 3.2. Â òåîðåìå 3.9 ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðèçà-
öèè êðèâîé `, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì t = h(τ) ñ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé
h(τ). Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî äëÿ çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê êðèâîëèíåéíîìó èí-
òåãðàëó ïåðâîãî ðîäà, òàêèå ïàðàìåòðèçàöèè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåí-
íûìè. •

Ïóñòü òåïåðü â R2 ââåäåíû íå äåêàðòîâû, à êàêèå-íèáóäü äðóãèå êîîð-
äèíàòû (ξ,η). Ââåäåì äîïîëíèòåëüíî äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò. Òîãäà
ìåæäó ïàðàìè ÷èñåë (x, y) è (ξ,η) ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå: {

x = x(ξ,η);

y = y(ξ,η).

Åñëè â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ ` çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè â êîîðäèíàòàõ (ξ,η),
ò. å. åå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:{

ξ = ξ(τ);

η = η(τ);
τ ∈ [τ(1), τ(2)],

òî åå ïàðàìåòðè÷åñêèì çàäàíèåì â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ áóäåò

~r = ~r(τ) = [x̄(τ), ȳ(τ)]T , τ ∈ [τ(1), τ(2)],

ãäå x̄(τ) = x
(
ξ(τ),η(τ)

)
, ȳ(τ) = y

(
ξ(τ),η(τ)

)
. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

ìîæåò áûòü ïî-ïðåæíåìó âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå (3.6). Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü
(ξ,η) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (ρ,ϕ) è óðàâíåíèÿ ` èìåþò âèä:{

ρ = ρ(τ);

ϕ = ϕ(τ);
τ ∈ [τ(1), τ(2)].

Òîãäà x̄(τ) = ρ cosϕ = ρ(τ) cos
(
ϕ(τ)

)
, ȳ(τ) = ρ(τ) sin

(
ϕ(τ)

)
,

x̄ ′(τ) = ρ′ cosϕ− ρϕ′ sinϕ, ȳ ′(τ) = ρ′ sinϕ+ ρϕ′ cosϕ è∫
`

f(P )d` =
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=

τ(2)∫
τ(1)

f
(
ρ(τ) cos

(
ϕ(τ)

)
, ρ(τ) sin

(
ϕ(τ)

))√(
ρ′(τ)

)2
+
(
ρ(τ)ϕ′(τ)

)2
dτ.

Çàìå÷àíèå 3.3. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ýòîò èíòåãðàë äàåò ðåøåíèå çàäà÷è î âû÷èñëåíèè ìàññû (èëè
çàðÿäà), ðàñïðåäåëåííîé âäîëü êðèâîé ` ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ f(P ). •

3.3. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

Ïóñòü çàäàíà êðèâàÿ ` è âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ~f(P ). Íà êðèâîé ` âûáå-
ðåì îäíî èç äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé, èíûìè ñëîâàìè � îäíó èç äâóõ
òî÷åê A è B, ÿâëÿþùèõñÿ êîíöàìè `, à èìåííî òî÷êó A, â êà÷åñòâå íà÷àëà
`, à äðóãóþ (òî÷êó B) â êà÷åñòâå êîíöà `. Êðèâóþ ` ñ âûáðàííûì íà íåé
íàïðàâëåíèåì áóäåì íàçûâàòü îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé è îáîçíà÷èì `+,
à òó æå êðèâóþ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèåì îáîçíà÷èì `−. Ââåäåì
òàêîå ðàçáèåíèå {Pi} îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé `+, ÷òî P0 = A, Pn = B è
Pi ∈ `i−1 äëÿ i = 1, 2, . . . , n− 1, ãäå `i−1 � ÷àñòü êðèâîé ` ñ íà÷àëîì â òî÷êå
Pi−1 è êîíöîì â òî÷êå B. Òàêîå ðàçáèåíèå áóäåì íàçûâàòü ñîãëàñîâàííûì ñ
íàïðàâëåíèåì íà `+. Ðàíã ðàçáèåíèÿ {Pi} îáîçíà÷èì λ. Ðàññìîòðèì ñóììó

n∑
i=1

(
~f(P ∗

i ),
−→
∆`i

)
, (3.8)

ãäå
−→
∆`i � âåêòîð

−−−−→
Pi−1Pi. Ñóììó (3.8) áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëüíîé ñóììîé

äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà.

Îïðåäåëåíèå 3.2. ×èñëî I íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì
ôóíêöèè ~f(P ) ïî êðèâîé `+, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ >
> 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîãëàñîâàííîãî ñ íàïðàâëåíèåì íà `+ ðàçáèåíèÿ {Pi},
äëÿ êîòîðîãî λ < δ, è ëþáîãî âûáîðà òî÷åê P ∗

i âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(
~f(P ∗

i ),
−→
∆`i

)
− I

∣∣∣∣∣ < ε.

Åñëè êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ñóùåñòâóåò, òî
ôóíêöèÿ ~f(P ) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî `+, à äëÿ èíòåãðàëà èñïîëü-

çóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

∫
`+

(
~f(P ),

−→
d`
)
.

ßñíî, ÷òî äëÿ êðèâîé `− ñîãëàñîâàííûì ñ åå íàïðàâëåíèåì ðàçáèåíèåì
áóäåò ðàçáèåíèå {P ′

i}, ãäå P ′
i = Pn−i, i = 0, 1, . . . , n. Äëÿ ðàçáèåíèé {Pi}
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êðèâîé `+ è {P ′
i} êðèâîé `− ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû

−→
∆`i ðàçëè÷àþòñÿ

òîëüêî çíàêîì, ïîýòîìó∫
`−

(
~f(P ),

−→
d`
)

= −
∫
`+

(
~f(P ),

−→
d`
)
, (3.9)

åñëè, êîíå÷íî, ~f(P ) èíòåãðèðóåìà ïî `+.
Îòìåòèì, ÷òî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàêîå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà

ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ðàáîòû ñèëû ~f(P ) ïðè ïåðåìåùåíèè ïî
êðèâîé `.

Äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà ñïðàâåäëèâû òåîðåìû,
àíàëîãè÷íûå íåêîòîðûì òåîðåìàì äëÿ èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà. Â ÷àñòíî-
ñòè, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè àääèòèâ-
íîñòè è ëèíåéíîñòè.

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå
áîëåå ñëîæíîé, ÷åì çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà. Äëÿ åå
ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî, âî-ïåðâûõ, ââåñòè â R2 êàêóþ-ëèáî ñèñòåìó êîîðäè-
íàò è, âî-âòîðûõ, çàäàòü â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðûé áàçèñ. Öåëåñîîáðàçíî
â êà÷åñòâå áàçèñà âçÿòü áàçèñ èç êîîðäèíàòíûõ îðòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ââåäåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò
òàêîé áàçèñ íå çàâèñèò îò òî÷êè � ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñóùåñòâåííî óïðî-
ùàåò âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà.

Èòàê, ïóñòü â R2 ââåäåíû ñèñòåìà äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò Oxy è ñî-
îòâåòñòâóþùèé åé áàçèñ {~i,~j}. Ïóñòü óðàâíåíèå ãëàäêîé êðèâîé ` èìååò
âèä

~r = ~r(t) = x(t)~i + y(t)~j, t ∈ [t(1), t(2)]. (3.10)

Áóäåì ñ÷èòàòü ïàðàìåòðèçàöèþ ` (3.10) ñîãëàñîâàííîé ñ íàïðàâëåíè-
åì íà `+, ò. å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî ~r(t(1)) = ~rA, ~r(t(2)) = ~rB, ãäå ~rA è ~rB

� ðàäèóñû-âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì A è B. Â äàëüíåéøåì áóäåì
òàêæå ñ÷èòàòü (äëÿ íåêîòîðîãî ñîêðàùåíèÿ èçëîæåíèÿ), ÷òî t(1) < t(2). Ýòî
ïðåäïîëîæåíèå íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè.

Òîãäà −→
∆`i =

[
x(ti)− x(ti−1)

]
~i +

[
y(ti)− y(ti−1)

]
~j =

=
[
x′(t̃i)~i + y′( ˜̃

it)~j
]
∆ti,

ãäå t̃i è
˜̃
it � íåêîòîðûå òî÷êè èç [ti−1, ti].

Îáîçíà÷èì t∗i çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì P ∗
i , ò. å.

~rP ∗
i

= ~r(t∗i ).
Ðàçëîæèì òåïåðü ~f(P ) ïî âûáðàííîìó áàçèñó {~i,~j}:

~f(P ) = fx(x, y)~i + fy(x, y)~j.
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Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà (3.8) ñâîäèòñÿ ê ñóì-
ìå

n∑
i=1

[
fx

(
x(t∗i ), y(t∗i )

)
x′(t̃i) + fy

(
x(t∗i ), y(t∗i )

)
y′( ˜̃

it)
]
∆ti,

ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåííîé èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ ôóíêöèè

fx

(
x(t), y(t)

)
x′(t) + fy

(
x(t), y(t)

)
y′(t),

ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ {ti} îòðåçêà [t(1), t(2)]. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.10. Åñëè (x, y) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû è ` � ãëàäêàÿ
êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óðàâíåíèþ (3.10), òî äëÿ èíòåãðèðóåìîé ïî

` ôóíêöèè ~f(P ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
`+

(~f(P ),
−→
d`) =

t(2)∫
t(1)

[
fx

(
x(t), y(t)

)
x′(t) + fy

(
x(t), y(t)

)
y′(t)

]
dt, (3.11)

ãäå fx è fy � ïðîåêöèè âåêòîðà ~f íà îñè Ox è Oy ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â [1].
Êàê è â ñëó÷àå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà, ðàâåíñòâî

(3.11) ìîæåò áûòü ïðèíÿòî â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà âòîðîãî ðî-
äà. Â ýòîì ñëó÷àå, îäíàêî, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì
çàäàíèè êðèâîé `+ èíòåãðàë

t(2)∫
t(1)

[
fx

(
x(t), y(t)

)
x′(t) + fy

(
x(t), y(t)

)
y′(t)

]
dt (3.12)

íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïàðàìåòðèçàöèè (ñîãëàñîâàííîãî ñ `+) êðèâîé `+.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü çàäàíû äâå ïàðàìåòðèçàöèè `+:

~r = ~r1(t) = [x(t), y(t)]T , t ∈ [t(1), t(2)], t(1) < t(2); (3.13)

~r = ~r2(t) = [x̄(τ), ȳ(τ)]T , τ ∈ [τ(1), τ(2)], τ(1) < τ(2), (3.14)

ñîãëàñîâàííûå ñ íàïðàâëåíèåì êðèâîé, è t = h(τ), t(1) = h(τ(1)), t(2) =
= h(τ(2)).

Ïóñòü òàêæå h(τ) � ìîíîòîííàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
Òàê êàê t(1) < t(2) è τ(1) < τ(2), òî h′(τ) ≥ 0. Êàê è â 3.2, çàìåíà

ïåðåìåííûõ t = h(τ) â èíòåãðàëå (3.11) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

t(2)∫
t(1)

[fx(x(t), y(t))x′(t) + fy(x(t), y(t))y′(t)]dt =
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=

τ(2)∫
τ(1)

[fx

(
x(h(τ)), y(h(τ))

)
x′t(h(τ)) + fy

(
x(h(τ)), y(h(τ))

)
y′t(h(τ))]h′(τ)dτ =

=

τ(2)∫
τ(1)

[
fx

(
x̄(τ), ȳ(τ)

)
x̄′(τ) + fy

(
x̄(τ), ȳ(τ)

)
ȳ′(τ)

]
dτ,

êîòîðîå è îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü èíòåãðàëà (3.12) îò ñïîñîáà ïàðàìåòðè-
çàöèè.

Åñëè æå ïàðàìåòðèçàöèÿ (3.13) ñîãëàñîâàíà ñ `+, à ïàðàìåòðèçàöèÿ
(3.14) � c `−, òî òî÷êå A ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ t(1) è τ(2), à
òî÷êå B � çíà÷åíèÿ t(2) è τ(1). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ôóíêöèè h(τ) ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà: t(1) = h(τ(2)), t(2) = h(τ(1)) è

t(2)∫
t(1)

[
fx(x(t), y(t))x′(t) + fy(x(t), y(t))y′(t)

]
dt =

=

τ(1)∫
τ(2)

[
fx(x̄(τ), ȳ(τ))x̄′(τ) + fy(x̄(τ), ȳ(τ))ȳ′(τ)

]
dτ =

= −
τ(2)∫
τ(1)

[
fx(x̄(τ), ȳ(τ))x̄′(τ) + fy(x̄(τ), ȳ(τ))ȳ′(τ)

]
dτ = −

∫
`−

(~f(P ),
−→
d`),

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèþ (3.9).

3.4. Òåîðåìà Ãðèíà

Êðèâàÿ ` â îïðåäåëåíèè êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ìîæåò áûòü çà-
ìêíóòîé. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè A è B (êîíöû `) ñîâïàäàþò è â êà÷åñòâå
òî÷êè A ìîæíî âîîáùå âçÿòü ëþáóþ òî÷êó `. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë
âòîðîãî ðîäà ïî çàìêíóòîé êðèâîé `+ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì∮

`+

(~f(P ),
−→
d`).

Çàìêíóòàÿ êðèâàÿ ` ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü R2 íà äâå ÷àñòè: îãðàíè÷åííóþ
÷àñòü D è íåîãðàíè÷åííóþ � R2\D. Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî íàïðàâëåíèå
íà `+ ñîãëàñîâàíî ñD òàê, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïî ` â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè
÷àñòü D ïëîñêîñòè îñòàåòñÿ ñëåâà.
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Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà (â R2) ïî çàìêíóòîé êðèâîé `
òåñíî ñâÿçàí ñ äâîéíûì èíòåãðàëîì. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.11. (Òåîðåìà Ãðèíà) Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ çàìêíó-
òàÿ îáëàñòü â R2 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ` è íà ` âûáðàíî íàïðàâ-
ëåíèå, ñîãëàñîâàííîå ñ D. Ïóñòü ôóíêöèÿ ~f(P ) : R2 → R2 íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà íà îáëàñòè D. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫∫

D

(
∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
dS =

∮
∂D

(
~f(P ),

−→
d`
)
, (3.15)

ãäå ~f = fx(x, y)~i + fy(x, y)~j; (x, y) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â R2, {~i,~j} �
ñîîòâåòñòâóþùèé ýòèì êîîðäèíàòàì áàçèñ, à ñèìâîëîì ∂D îáîçíà÷åíà
îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà `+ îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ
îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà êîíå÷íîå ÷èñëî
òàê íàçûâàåìûõ ïðàâèëüíûõ îáëàñòåé.

Ïðàâèëüíîé áóäåì íàçûâàòü îáëàñòü, ÿâëÿþùóþñÿ îäíîâðåìåííî ïðà-
âèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñåé Ox è Oy (ñì. 1.4). Ïðàâèëüíîé áóäåò, íàïðèìåð,
ëþáàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé.

Äîêàæåì ñíà÷àëà òåîðåìó Ãðèíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà D � ïðàâèëüíàÿ
îòíîñèòåëüíî îñè Ox îáëàñòü è ~f = ~f (1)(P ) = f

(1)
x (x, y) + f

(1)
y (x, y)~i, ãäå

f
(1)
x = fx, f

(1)
y = 0. Èòàê, ïóñòü

D =
{
(x, y) : a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)

}
.

Íà ðèñ. 3.1 èçîáðàæåíà îáëàñòü D è ÷àñòè `
(1)
+ , `

(2)
+ , `

(3)
+ , `
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D

a

y = g1(x)

y = g2(x)

O

y

`
(1)
+

`
(2)
+

`
(3)
+

`
(4)
+

Ðèñ. 3.1

òîðûå â ýòîì ñëó÷àå ðàçáèâàåòñÿ ãðà-
íèöà ` îáëàñòè D. Íàïðàâëåíèÿ íà `

(1)
+ ,

`
(2)
+ , `(3)

+ , `(4)
+ , ñîãëàñîâàííûå ñ D, óêàçàíû

ñòðåëêàìè. Ïî òåîðåìå 1.12 ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

I1 ≡
∫∫
D

(
∂f

(1)
y

∂x
− ∂f

(1)
x

∂y

)
dS =

= −
∫∫
D

∂f
(1)
x

∂y
dS = −

b∫
a

 g2(x)∫
g1(x)

∂fx

∂y
dy

 dx.
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Âû÷èñëÿÿ âíóòðåííèé èíòåãðàë, ïîëó÷èì:

I1 = −
b∫

a

[
fx(x, y)

∣∣∣∣y=g2(x)

y=g1(x)

]
dx = −

b∫
a

[
fx

(
x, g2(x)

)
− fx

(
x, g1(x)

)]
dx.

Âû÷èñëèì òåïåðü èíòåãðàë
∮̀
+

(~f (1),
−→
d`), êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ñóììîé òàêèõ

æå èíòåãðàëîâ ïî êðèâûì `
(1)
+ , `(2)

+ , `(3)
+ , `(4)

+ . Äëÿ êðèâîé `
(1)
+ âîçìîæíà òàêàÿ

ïàðàìåòðèçàöèÿ:

`
(1)
+ : ~r = ~r1(t) = [t, g1(t)]

T , t ∈ [a, b].

Òîãäà ïî ôîðìóëå (3.11)

∫
`
(1)
+

(~f (1),
−→
d`) = −

b∫
a

[
f (1)

x (t, g1(t))t
′ + f (1)

y (t, g1(t))g
′
1(t)
]
dt =

b∫
a

fx(t, g1(t))dt.

(3.16)
Äëÿ êðèâîé `

(3)
− â êà÷åñòâå ïàðàìåòðèçàöèè âîçüìåì:

`
(3)
− : ~r = ~r3(t) = [t, g2(t)]

T , t ∈ [a, b].

Òîãäà àíàëîãè÷íî (3.16) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

∫
`
(3)
+

(~f (1),
−→
d`) = −

∫
`
(3)
−

(~f (1),
−→
d`) = −

b∫
a

fx(t, g2(t))dt. (3.17)

Äëÿ êðèâîé `
(2)
+ âûáèðàåì ïàðàìåòðèçàöèþ:

`
(2)
+ : ~r = ~r2(t) = [b, t]T , t ∈ [g1(b), g2(b)].

Òîãäà ∫
`
(2)
+

(~f (1),
−→
d`) =

g2(b)∫
g1(b)

[
f (1)

x (b, t)b′ + f (1)
y (b, t)t′

]
dt = 0. (3.18)

Òî÷íî òàê æå ∫
`
(4)
+

(~f (1),
−→
d`) = 0. (3.19)
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Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (3.16)�(3.19) ïîëó÷èì∫
`+

(~f (1),
−→
d`) =

b∫
a

[fx(t, g1(t))− fx(t, g2(t))] dt = I1, (3.20)

÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.
Ïóñòü òåïåðü D � îáëàñòü, ïðàâèëüíàÿ îòíîñèòåëüíî îñè Oy, è
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x

d

D

c

x = h1(y)

x = h2(y)

O

y

`
(1)
+

`
(2)
+

`
(3)
+

`
(4)
+

Ðèñ. 3.2

~f = ~f (2)(P ) = fy(x, y)~j. Ïðèìåð ïîäîáíîé
îáëàñòè èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.2. Â ýòîì ñëó-
÷àå

I2 ≡
∫∫
D

(
∂f

(2)
y

∂x
− ∂f

(2)
x

∂y

)
dS =

=

∫∫
D

∂fy

∂x
dS =

d∫
c

( h2(y)∫
h1(y)

∂fy

∂x
dx

)
dy =

=

d∫
c

[
fy(h2(y), y)− fy(h1(y), y)

]
dy.

Äëÿ êðèâûõ `
(2)
+ è `

(2)
+ , êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà:∫

`
(2)
+

(~f (2),
−→
d`) =

∫
`
(4)
+

(~f (2),
−→
d`) = 0.

Äëÿ `
(1)
− è `

(4)
+ ïàðàìåòðèçàöèÿìè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áóäóò:

`
(1)
− : ~r = ~r1(t) = [h1(t), t]

T , t ∈ [c, d];

`
(3)
+ : ~r = ~r3(t) = [h2(t), t]

T , t ∈ [c, d].

Òîãäà∫
`
(1)
+

(~f (2),
−→
d`) = −

∫
`
(1)
−

(~f (2),
−→
d`) = −

d∫
c

[
f (2)

x (h1(t), t)h
′
1 + f (2)

y (h1(t), t)t
′]dt =

= −
d∫

c

fy

(
h1(t), t

)
dt;

∫
`
(3)
+

(~f (2),
−→
d`) =

d∫
c

fy

(
h2(t), t

)
dt.
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Ñêëàäûâàÿ íàéäåííûå ðàâåíñòâà ïîëó÷èì è â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå∫
`+

(~f (2),
−→
d`) =

∫∫
D

(
∂f

(2)
y

∂x
− ∂f

(2)
x

∂y

)
dS. (3.21)

Åñëè D � ïðàâèëüíàÿ îáëàñòü, òî äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû îäíîâðåìåííî
ôîðìóëû (3.20) è (3.21). Òàê êàê ~f(P ) = ~f (1)(P ) + ~f (2)(P ), òî ñêëàäûâàÿ
ðàâåíñòâà (3.20) è (3.21) ïîëó÷èì:∫

`+

(~f,
−→
d`) =

∫∫
D

(
∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
dS. (3.22)

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ãðèíà äëÿ ïðàâèëüíîé îáëàñòè äîêàçàíà.
Íàêîíåö, ïóñòü îáëàñòü D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êîíå÷-

íîãî ÷èñëà ïðàâèëüíûõ îáëàñòåé. Ïî-
êàæåì, ÷òî òåîðåìà Ãðèíà ñïðàâåäëèâà
è äëÿ òàêîé îáëàñòè D. Ðàññìîòðèì
ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà D ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì äâóõ ïðàâèëüíûõ îáëà-
ñòåé D1 è D2 (ðèñ. 3.3). Îáîçíà÷èì `(1)

òó ÷àñòü ãðàíèöû D, êîòîðàÿ âõîäèò
è â ãðàíèöó D1, à `(2) � îñòàâøóþñÿ
÷àñòü ãðàíèöû D (ÿâëÿþùóþñÿ ÷àñòüþ
ãðàíèöû D2). Îáùóþ ãðàíèöó D1 è
D2 îáîçíà÷èì `. Ââåäåì íà ãðàíèöå D
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x

D1

D2

O

y
`
(1)
+

`
(2)
+

`+

Ðèñ. 3.3

íàïðàâëåíèå, ñîãëàñîâàííîå ñ D, à íà êðèâîé ` � ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëå-
íèå. Òîãäà èç (3.22) äëÿ ïðàâèëüíûõ îáëàñòåé D1 è D2 ïîëó÷èì:∫∫

D

(
∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
dS =

∫∫
D1

(
∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
dS +

∫∫
D2

(
∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
dS =

=

∮
∂D1

(~f,
−→
d`) +

∮
∂D2

(~f,
−→
d`). (3.23)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∮
∂D1

(~f,
−→
d`) =

∫
`+

(~f,
−→
d`) +

∫
`
(1)
+

(~f,
−→
d`); (3.24)

∫
∂D2

(~f,
−→
d`) =

∫
`
(2)
+

(~f,
−→
d`) +

∫
`
(1)
−

(~f,
−→
d`) =

∫
`
(2)
+

(~f,
−→
d`)−

∫
`
(1)
+

(~f,
−→
d`). (3.25)
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Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (3.24) è (3.25) ïîëó÷èì:∮
∂D1

(~f,
−→
d`) +

∮
∂D2

(~f,
−→
d`) =

∫
`
(1)
+

(~f,
−→
d`) +

∫
`
(2)
+

(~f,
−→
d`) =

∮
∂D

(~f,
−→
d`),

è òåïåðü èç ðàâåíñòâà (3.23) ñëåäóåò òåîðåìà Ãðèíà äëÿ îáëàñòè D. Àíàëî-
ãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà D ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåõ èëè
áîëüøåãî ÷èñëà ïðàâèëüíûõ îáëàñòåé.

Çàìå÷àíèå 3.4. Òåîðåìà Ãðèíà è ôîðìóëà Ãðèíà (3.15) ñïðàâåäëèâû
è äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà îáëàñòåé, ÷åì òå, êîòîðûå óêàçàíû â òåîðåìå
3.11, íî òî÷íîå îïèñàíèå äîïóñòèìûõ îáëàñòåé âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî
èçäàíèÿ. •

4. ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÛ

È îïðåäåëåíèÿ, è òåîðèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî
ðîäà â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïîäîáíû ñëó÷àþ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ.
Êàê è êðèâîëèíåéíûå, ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â
ãåîìåòðèè è ôèçèêå.

4.1. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 çàäàíà íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü Σ.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ Σ ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî òåõ
(è òîëüêî òåõ) òî÷åê P â R3, ðàäèóñû-âåêòîðû ~r êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèþ

~r = ~r(u, v) = [gx(u, v), gy(u, v), gz(u, v)]T , (u, v) ∈ D, (4.1)

ãäå D � îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü â R2; (u, v) � êîîðäèíàòû òî÷åê èç
D, à gx, gy, gz � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Äîïîëíèòåëüíî
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê D

[~r ′u, ~r
′
v] 6= ~0, (4.2)

ãäå

~r ′u =

[
∂gx

∂u
,
∂gy

∂u
,
∂gz

∂u

]T

, ~r ′v =

[
∂gx

∂v
,
∂gy

∂v
,
∂gz

∂v

]T

� ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ~r(u, v) ïî u è v ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Σ îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ïëîùàäè, êîòîðóþ

ñåé÷àñ áóäåì îáîçíà÷àòü |Σ|. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.47)

|Σ| =
∫∫
D

‖[~r ′u, ~r ′v]‖ dS. (4.3)
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Ïóñòü äàíà òàêæå íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f(P ), îïðåäåëåííàÿ, ïî êðàé-
íåé ìåðå, äëÿ âñåõ òî÷åê Σ. Ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòü Σ íà ÷àñòè ∆σi, i =
= 1, 2, . . . , n, òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ÷àñòåé îïðåäåëåíà
ïëîùàäü |∆σi|. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîé ÷àñòè ∆σi ñîîòâåòñòâóåò òàêàÿ
÷àñòü ∆Di îáëàñòè D, ÷òî

∆σi =
{
(x, y, z) ∈ S : (u, v) ∈ ∆Di

}
.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî òî÷êè P ∗
i ∈ ∆σi è âû÷èñëèì ñóììó

n∑
i=1

f(P ∗
i )|∆σi|, (4.4)

íàçûâàåìóþ èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ ôóíêöèè f(P ), ïîâåðõíîñòè Σ, âû-
áðàííîãî ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè Σ è âûáðàííûõ òî÷åê P ∗

i .
Ðàíãîì çàäàííîãî ðàçáèåíèÿ íàçîâåì ÷èñëî λ = max

1≤i≤n
diam(∆σi).

Îïðåäåëåíèå 4.1. ×èñëî I íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì
ïåðâîãî ðîäà ôóíêöèè f(P ) ïî ïîâåðõíîñòè Σ, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ñ ðàíãîì λ, óäîâëå-
òâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó λ < δ, è ëþáîãî âûáîðà òî÷åê P ∗

i ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(P ∗
i )|∆σi| − I

∣∣∣∣∣ < ε.

Ôóíêöèÿ f(P ) íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîé ïî Σ. Äëÿ ïî-
âåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

I =

∫∫
Σ

f(P )dσ.

Çàìå÷àíèå 4.1. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà îáîçíà÷àåòñÿ
òàê æå, êàê è äâîéíîé èíòåãðàë. Îáû÷íî èç êîíòåêñòà áûâàåò ÿñíî, î êàêîì
èç íèõ èäåò ðå÷ü. Èñïîëüçîâàíèå æå äëÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ îäíîãî îáîçíà÷å-
íèÿ îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà è ñâîäèòñÿ ê íåìó â òîì ÷àñòíîì
ñëó÷àå, êîãäà gx(u, v) = u, gy(u, v) = v, gz(u, v) ≡ 0; â ýòîì ñëó÷àå x = u,
y = v è Σ � ÷àñòü ïëîñêîñòè z = 0, ñîâïàäàþùàÿ ñ D. •

Ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà àíàëîãè÷íû ñâîé-
ñòâàì êàê êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà, òàê è äâîéíîãî èíòåãðà-
ëà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ñïðàâåäëèâû
òåîðåìû, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 1.1�1.9.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (4.3)

|∆σi| =
∫∫
∆Di

∥∥[~r ′u, ~r ′v]∥∥dS.

Òàê êàê ôóíêöèè ~r ′u è ~r ′v íåïðåðûâíû, òî ïî òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ
äâîéíîãî èíòåãðàëà

|∆σi| =
∥∥[~r ′u(ũi, ṽi), ~r

′
v(ũi, ṽi)

]∥∥ |∆Di|,
ãäå (ũi, ṽi) � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç ∆Di. Îáîçíà÷èì u∗i , v∗i çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ u è v, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå P ∗

i , ò. å. ïóñòü f(P ∗
i ) = f(x∗i , y

∗
i , z

∗
i ),

x∗i = gx(u
∗
i , v

∗
i ), y∗i = gy(u

∗
i , v

∗
i ), z∗i = gz(u

∗
i , v

∗
i ).

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíàÿ ñóììà (4.4) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
n∑

i=1

f(x∗i , y
∗
i , z

∗
i )
∥∥[~r ′u(ũi, ṽi), ~r

′
v(ũi, ṽi)

]∥∥ |∆Di|,

ò. å. ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ ôóíêöèè
f
(
gx(u, v), gy(u, v), gz(u, v)

)∥∥[~r ′u(u, v), ~r ′v(u, v)
]∥∥ è îáëàñòè D. Ìîæíî òàê-

æå äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðàíã λ ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè Σ äîñòàòî÷íî ìàë, òî
è ðàíã µ = max

1≤i≤n
diam(∆Di) ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçáèåíèÿ îáëàñòè D áóäåò

òàêæå ìàëûì. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1. Åñëè Σ � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøå-
íèåì (4.1), à ôóíêöèÿ f(P ) íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îáëàñòè Ω, ñîäåð-
æàùåé Σ, òî∫∫

Σ

f(P )dσ =

∫∫
D

f
(
gx(u, v), gy(u, v), gz(u, v)

)∥∥[~r ′u(u, v), ~r ′v(u, v)
]∥∥dS.

(4.5)

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü
Σ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ãðàôèêà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè g(x, y) äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàò x, y. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ Σ
ìîæíî ïðèíÿòü

~r = ~r(x, y) = [x, y, g(x, y)]T , (x, y) ∈ D.

Òîãäà

~r ′u = ~r ′x =

[
1, 0,

∂g

∂x

]T

; ~r ′v = ~r ′y =

[
0, 1,

∂g

∂y

]T

;

[
~r ′u, ~r

′
v

]
=

[
−∂g

∂x
,−∂g

∂y
, 1

]T

;
∥∥[~r ′u, ~r ′v]∥∥ =

√
1 +

(
∂g

∂x

)2

+

(
∂g

∂y

)2

.
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Ñëåäîâàòåëüíî,∫∫
Σ

f(P )dσ =

∫∫
D

f
(
x, y, g(x, y)

)√
1 +

(
∂g

∂x

)2

+

(
∂g

∂y

)2

dx dy. (4.6)

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñôåðû SR ðàäèóñà R, ïðè-
ìåíÿÿ ôîðìóëó (4.5). Âîçüìåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñôåðû â âèäå:

~r = ~r(ϕ, ϑ) = [R cosϕ sin ϑ, R sinϕ sin ϑ, R cos ϑ]T ,

(ϕ, ϑ) ∈ D = {(ϕ, ϑ) : 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ϑ ≤ π} .

Òîãäà
~r ′ϕ = [−R sinϕ sin ϑ, R cosϕ sin ϑ, 0]T ;

~r ′ϑ = [R cosϕ cos ϑ, R sinϕ cos ϑ,−R sin ϑ]T ;[
~r ′ϕ, ~r ′ϑ

]
=
[
−R2 cosϕ sin2 ϑ,−R2 sinϕ sin2 ϑ,−R2 sin ϑ cos ϑ

]T
;∥∥[~r ′ϕ, ~r ′ϑ

]∥∥ = R2 sin ϑ;

|SR| =
∫∫
SR

dσ =

∫∫
D

R2 sin ϑ dϕ dϑ = R2

2π∫
0

dϕ

π∫
0

sin ϑ dϑ = 4πR2.

4.2. Äâóõñòîðîííèå è îäíîñòîðîííèå
ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó â R3 çàäàíà ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü Σ, îïèñûâàåìàÿ
ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè:

~r = ~r(u, v) = [gx(u, v), gy(u, v), gz(u, v)]T , (u, v) ∈ D.

Âåêòîð ~N =
[
~r ′u, ~r

′
v

]
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, îðòîãîíàëüíûì ê ïîâåðõíîñòè Σ

(ñì. 1.8). Â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.2), ~N 6= ~0. Ïóñòü ~n+ = ~n(u, v) =
1

‖ ~N‖
~N �

âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σ â òî÷êå ñ äåêàðòîâûìè êîîðäè-
íàòàìè

(
gx(u, v), gy(u, v), gz(u, v)

)
. Îòìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ ~n+ , åäèíè÷íûì

âåêòîðîì, îðòîãîíàëüíûì ê Σ, ÿâëÿåòñÿ òàêæå è âåêòîð ~n− = −~n+ . Òàêèì
îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå Σ îïðåäåëåíû 2 âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûõ åäè-
íè÷íûõ íîðìàëüíûõ ê Σ âåêòîðà. Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ôóíêöèé ~n+(u, v) è
~n−(u, v) íåïðåðûâíà â îáëàñòè D.
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Ïóñòü `D � ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â îáëàñòè D, ïàðà-
ìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ:

`D :

{
u = h1(t);

v = h2(t);
t ∈ [t(1), t(2)].

Òàê êàê `D çàìêíóòà, òî h1(t
(1)) = h1(t

(2)) è h2(t
(1)) = h2(t

(2)). Êðèâîé `D

ñîîòâåòñòâóåò êðèâàÿ `S ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè:

`S : ~r = ~r(t)=[gx(h1(t), h2(t)), gy(h1(t), h2(t)), gz(h1(t), h2(t))]
T, t ∈ [t(1), t(2)],

ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè Σ. Òàê êàê ~r(t(1)) = ~r(t(2)), òî êðèâàÿ `S òàêæå
çàìêíóòà.

Äëÿ òî÷åê êðèâîé `S ôóíêöèè ~n+(u, v) è ~n−(u, v) ÿâëÿþòñÿ íåïðå-
ðûâíûìè ôóíêöèÿìè ~n+(h1(t), h2(t)) è ~n−(h1(t), h2(t)) ïàðàìåòðà t ïðè
t ∈ [t(1), t(2)]. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îïðåäåëåíû âåêòîðû

~n
(1)
+ = ~n+

(
h1(t

(1)), h2(t
(1))
)

= lim
t→t(1)+0

~n+
(
h1(t), h2(t)

)
,

~n
(2)
+ = ~n+

(
h1(t

(2)), h2(t
(2))
)

= lim
t→t(2)−0

~n+
(
h1(t), h2(t)

)
è àíàëîãè÷íûå âåêòîðû ~n

(1)
− è ~n

(2)
− äëÿ ôóíêöèè ~n−(h1(t), h2(t)).

Îêàçûâàåòñÿ, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî äëÿ çàìêíóòîé êðèâîé `D âûïîëíÿ-
þòñÿ ðàâåíñòâà

hi(t
(1)) = lim

t→t(1)+0
hi(t) = hi(t

(2)) = lim
t→t(2)−0

hi(t), i = 1, 2,

ðàâåíñòâî ~n
(1)
+ = ~n

(2)
+ ìîæåò áûòü íå âûïîëíåíî.

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðèìåðà òàêîé ñèòóàöèè ïðè-
âåäåì ïîâåðõíîñòü ΣM , íàçûâàåìóþ ëèñòîì Ìå̈áèóñà, ïîëó÷àþùóþñÿ ½çà-
êðó÷èâàíèåì“ íà óãîë π è ïîñëåäóþùèì ñêëåèâàíèåì âûòÿíóòîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ΣM ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

~r = ~r(t, s) =

[
R cos t + hs cos t sin

t

2
, R sin t + hs sin t sin

t

2
, sh cos

t

2

]T

,

(t, s) ∈ D = {(t, s) : 0 ≤ t ≤ 2π, −1 ≤ s ≤ 1}.
Èç ãåîìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ëèñòà Ì¼áèóñà ÿñíî, ÷òî ΣM ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êîé ïîâåðõíîñòüþ (ýòî ìîæåò áûòü äîêàçàíî è àíàëèòè÷åñêè ñ èñïîëüçîâà-
íèåì óêàçàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ΣM).

Êðèâàÿ ` ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

` : ~r = ~r(t) = [R cos t, R sin t, 0]T , t ∈ [0, 2π],

68



ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà R â ïëîñêîñòè Oxy. Ýòà îêðóæíîñòü, î÷å-
âèäíî, åñòü çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè ΣM (åé ñî-
îòâåòñòâóþò òå òî÷êè ΣM , äëÿ êîòîðûõ s = 0).

Äëÿ ïîâåðõíîñòè ΣM

~r ′t =


−R sin t + hs

(
− sin t sin

t

2
+

1

2
cos t cos

t

2

)
R cos t + hs

(
cos t sin

t

2
+

1

2
sin t cos

t

2

)
−1

2
sh sin

t

2

 ; ~r ′s =


h cos t sin

t

2

h sin t sin
t

2

h cos
t

2

 ;

~N = [~r ′t, ~r
′
s] =

Rh cos t cos(t/2) + h2s sin t(1 + cos t)/2
Rh sin t cos(t/2) + h2s(sin2 t− cos t)/2

−Rh sin(t/2)− h2s sin2(t/2)

 ;

‖ ~N‖2 = h2(R + hs sin(t/2)
)2

+ h4s2/4.

Äëÿ òî÷åê êðèâîé ` âûïîëíåíû ðàâåíñòâà: s = 0, ‖ ~N‖ = Rh è, çíà÷èò, íà `

~n+ = ~n+(t) =

[
cos t cos

t

2
, sin t cos

t

2
, − sin

t

2

]T

,

ïîýòîìó

~n
(1)
+ = lim

t→+0
~n+(t) = [1, 0, 0]T ; ~n

(2)
+ = lim

t→2π−0
~n+(t) = [−1, 0, 0]T .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîâåðõíîñòè SM è êðèâîé ` ~n
(1)
+ 6= ~n

(2)
+ .

Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ~n
(2)
+ =

= ~n
(1)
− = −~n

(1)
+ , ÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî îáùåãî óòâåð-

æäåíèÿ: äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Σ è ëþáîé ãëàäêîé çàìêíóòîé
êðèâîé `, ëåæàùàé íà Σ, âîçìîæíû òîëüêî 2 ñëó÷àÿ � ëèáî ~n

(2)
+ = ~n

(1)
+ ,

ëèáî ~n
(2)
+ = −~n

(1)
+ . Ýòè äâå âîçìîæíîñòè ðàçäåëÿþò ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè â

R3 íà äâóõñòîðîííèå è îäíîñòîðîííèå. Ïîâåðõíîñòü Σ íàçûâàåòñÿ äâóõñòî-
ðîííåé, åñëè ~n

(2)
+ = ~n

(1)
+ äëÿ ëþáîé ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé `, ëåæàùåé

íà Σ. Åñëè æå íà Σ ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ `, äëÿ êîòîðîé
~n

(2)
+ = −~n

(1)
+ , òî ïîâåðõíîñòü Σ íàçûâàåòñÿ îäíîñòîðîííåé; â ÷àñòíîñòè,

ëèñò Ì¼áèóñà ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé ïîâåðõíîñòüþ â R3.
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îäíîñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè Σ äëÿ íåêîòîðûõ

êðèâûõ ` íà Σ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ è ðàâåíñòâî ~n
(2)
+ = ~n

(1)
+ (â êà÷åñòâå

óïðàæíåíèÿ ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé êðèâîé íà ëèñòå Ì¼áèóñà).
Äëÿ ãëàäêîé äâóõñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè Σ â R3 â êàæäîé òî÷êå P ∈

∈ Σ îïðåäåëåíû 2 âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûõ âåêòîðà åäèíè÷íûõ íîðìàëåé
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~n+(P ) è ~n−(P ) = −~n+(P ), ïðè÷åì ôóíêöèè ~n+(P ) è ~n−(P ) íåïðåðûâíû
â êàæäîé òî÷êå P è íåïðåðûâíû íà êàæäîé ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé,
ëåæàùåé íà Σ.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äâóõñòîðîííèå ïîâåðõíî-
ñòè.

4.3. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

Ïóñòü çàäàíû äâóõñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü Σ è íà íåé âåêòîðíàÿ ôóíê-
öèÿ ~f(P ). Äëÿ ïîâåðõíîñòè Σ âûáåðåì îäíó èç äâóõ ôóíêöèé, ~n+(P ) èëè
~n−(P ), çàäàþùèõ íîðìàëü ê Σ â êàæäîé òî÷êå P ∈ Σ. Êàê óæå îòìå÷à-
ëîñü, êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé íåïðåðûâíà íà Σ. Ïîâåðõíîñòü Σ ñ çàäàííîé
íà íåé ôóíêöèåé ~n(P ) áóäåì íàçûâàòü îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòüþ è
îáîçíà÷àòü Σ+ (â ñëó÷àå ~n(P ) = ~n+(P )) èëè Σ− (ïðè ~n(P ) = ~n−(P )).

Âûáåðåì ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè Σ íà ÷àñòè ∆σi, i = 1, 2, . . . , n, òî÷êè
P ∗

i ∈ ∆σi è ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

n∑
i=1

(
~f(P ∗

i ), ~n(P ∗
i )
)∣∣∆σi

∣∣,
ãäå

∣∣∆σi

∣∣ � ïëîùàäü ÷àñòè ∆σi ïîâåðõíîñòè Σ. Ýòà èíòåãðàëüíàÿ ñóììà
ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïîâåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó ïåðâîãî ðîäà:∫∫

Σ

(
~f(P ), ~n(P )

)
dσ.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà ôóíê-
öèè ~f(P ) ïî îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè Σ+ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

I =

∫∫
Σ

(
~f(P ), ~n+(P )

)
dσ;

ýòîò èíòåãðàë îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íî òàê:

I =

∫∫
Σ+

(
~f(P ),

−→
dσ).

Èòàê, èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ñâîäèòñÿ ê ïîâåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó
ïåðâîãî ðîäà ñïåöèàëüíîãî âèäà. Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî∫∫

Σ+

(
~f(P ),

−→
dσ
)

= −
∫∫
Σ−

(
−→
f ,
−→
dσ),
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òàê êàê ~n+(P ) = −~n−(P ).
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î âû÷èñëåíèè ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî

ðîäà â òîì ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè Σ â äåêàðòîâûõ êîîðäè-
íàòàõ èìååò âèä: z = g(x, y), (x, y) ∈ Dxy, è ~f = ~f (1) =

[
0, 0, fz(x, y, z)

]T
.

Ïîâåðõíîñòü Σ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ãðàôèêà ôóíêöèè g(x, y),
ëåæàùåé íàä îáëàñòüþ Dxy. Òàêîå çàäàíèå Σ âîçìîæíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
Σ îäíîçíà÷íî îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü Oxy.

Îòìåòèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Σ, çàäàííàÿ óêàçàííûì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ
äâóõñòîðîííåé. Â êà÷åñòâå âåêòîðà íîðìàëè ê Σ ìîæíî âçÿòü îäèí èç äâóõ
âåêòîðîâ, ~N+ èëè ~N−:

~N± = ±
[
−∂g

∂x
, −∂g

∂y
, 1

]T

.

Ïðè ýòîì ( ~N+, ~k) = 1 â êàæäîé òî÷êå Σ, à ( ~N−, ~k) = −1. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âåêòîð ~N+ îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ îñüþ Oz, à âåêòîð ~N− � òóïîé óãîë.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âûáîð íà Σ âåêòîðà ~N+ â êà÷åñòâå íîð-
ìàëè ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó ½âåðõíåé“ ñòîðîíû Σ, à âûáîð ~N− � ½íèæíåé“
ñòîðîíû Σ.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîâåðõíîñòü Σ+ (ò. å. Σ ñ íîðìàëüþ ~N+ íà
íåé). Òîãäà

~n =
1

‖ ~N+‖
~N+ =

1√
1 +

(
∂g

∂x

)2

+

(
∂g

∂y

)2

[
−∂g

∂x
, −∂g

∂y
, 1

]T

.

Òàê êàê fx = fy = 0, òî

(~f, ~n) = fz(x, y, z)

[
1 +

(
∂g

∂x

)2

+

(
∂g

∂y

)2
]−1/2

,

ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå∫∫
Σ+

(~f (1) ,
−→
dσ) =

∫∫
Σ

fz(x, y, z)√
1 +

(
∂g

∂x

)2

+

(
∂g

∂y

)2
dσ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (4.6) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåð-
âîãî ðîäà, ïîëó÷èì:∫∫

Σ+

(~f (1),
−→
dσ) =

∫∫
Dxy

fz(x, y, g(x, y))dx dy, ~f (1) = fz(x, y, z)~k, (4.7)
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ãäå Σ =
{
(x, y, z) : z = g(x, y), (x, y) ∈ Dxy

}
.

Àíàëîãè÷íî, åñëè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïîâåðõíîñòü Σ çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì y = h(x, z), (x, z) ∈ Dxz, â êà÷åñòâå Σ+ âûáðàíà ½ïðàâàÿ“
ñòîðîíà Σ è ~f = ~f (2) = fy(x, y, z)~j, òî∫∫

Σ+

(~f (2),
−→
dσ) =

∫∫
Dxz

fy(x, h(x, z), z)dx dz, ~f (2) = fy(x, y, z)~j, (4.8)

ãäå Σ =
{
(x, y, z) : y = h(x, z), (x, z) ∈ Dxz

}
.

Íàêîíåö, åñëè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ Σ çàäàíà óðàâíåíèåì x =
= p(y, z), (y, z) ∈ Dyz, Σ+ � ½ïåðåäíÿÿ“ ñòîðîíà Σ è ~f = ~f (3) = fx(x, y, z)~i,
òî ∫∫

Σ+

(~f (3),
−→
dσ) =

∫∫
Dyz

fx(p(y, z), y, z), z)dy dz, ~f (3) = fx(x, y, z)~i, (4.9)

ãäå Σ =
{
(x, y, z) : x = p(y, z), (y, z) ∈ Dyz

}
.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîâåðõíîñòü Σ îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ
íà âñå 3 êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè Oxy, Oxz è Oyz, à ~f = fx(x, y, z)~i+

+fy(x, y, z)~j + fz(x, y, z)~k. Âûáåðåì, íàïðèìåð, ½âåðõíþþ“ ñòîðîíó Σ, è
ïóñòü îíà áóäåò â òî æå ñàìîå âðåìÿ è ½ïðàâîé“, è ½ïåðåäíåé“ ñòîðîíàìè
Σ. Òîãäà èç ðàâåíñòâ (4.7)�(4.9) ïîëó÷èì:∫∫

Σ+

(~f,
−→
dσ) =

∫∫
Σ+

(
fx(x, y, z)~i,

−→
dσ
)

+

∫∫
Σ+

(fy(x, y, z)~j,
−→
dσ) +

+

∫∫
Σ+

(fz(x, y, z)~k,
−→
dσ) =

∫∫
Dyz

fx

(
p(y, z), y, z

)
dy dz +

+

∫∫
Dxz

fy

(
x, h(x, z), z

)
dx dz +

∫∫
Dxy

fz(x, y, g(x, y)) dx dy. (4.10)

Åñëè æå ïîâåðõíîñòü Σ íå îáëàäàåò óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, íî ìîæåò
áûòü ðàçáèòà íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé Σ(k), êàæäàÿ èç êîòîðûõ îäíîçíà÷-
íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè, òî ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë
âòîðîãî ðîäà ìîæåò áûòü âû÷èñëåí êàê ñóììà èíòåãðàëîâ ïî âñåì ÷àñòÿì
Σ(k) (ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà èìååò ñâîéñòâî àä-
äèòèâíîñòè); äëÿ êàæäîé Σ(k) èíòåãðàë â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå (4.10).
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4.4. Òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî

Åñëè ïîâåðõíîñòü Σ çàìêíóòà, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ïîâåðõíîñòíûé èí-
òåãðàë âòîðîãî ðîäà îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ òàê:∫∫

Σ+

© (~f,
−→
dσ).

Çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ãðàíèöà âûïóêëîé îáëàñòè
â R3. Îòìåòèì, ÷òî çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ äâóõñòîðîííåé. Ïî-
âåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü
ñâåäåí ê òðîéíîìó èíòåãðàëó (àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî êðèâîëèíåéíûé èíòå-
ãðàë âòîðîãî ðîäà ïî çàìêíóòîé êðèâîé ñâîäèòñÿ ê äâîéíîìó èíòåãðàëó
â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ãðèíà). Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ öåëåñîîáðàçíî ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü (x, y, z) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â R3 è
~f(x, y, z) = fx(x, y, z)~i + fy(x, y, z)~j + fz(x, y, z)~k � íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ â òî÷êå P (x, y, z) âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ. Äèâåðãåíöèåé ôóíêöèè
~f â òî÷êå P íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

div~f =
∂fx

∂x
+

∂fy

∂y
+

∂fz

∂z
,

ãäå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû â P .

Òåîðåìà 4.2. (Òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî) Ïóñòü Ω � çà-
ìêíóòàÿ îáëàñòü â R3, îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ
Σ, à Σ+ � ïîâåðõíîñòü Σ, îðèåíòèðîâàííàÿ òàê, ÷òî â êàæäîé åå òî÷-
êå âûáðàíà íîðìàëü ~n, ÿâëÿþùàÿñÿ âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè Ω.
Ïóñòü òàêæå ôóíêöèÿ ~f(P ) : R3 → R3 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà
îáëàñòè Ω. Òîãäà ∫∫

Σ+

© (~f,
−→
dσ) =

∫∫∫
Ω

div~f dV. (4.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðàâèëüíûõ îáëàñòåé. Îáëàñòü Ω
íàçîâåì ïðàâèëüíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé îäíîâðåìåííî îòíîñè-
òåëüíî ïëîñêîñòåé Oxy, Oxz è Oyz (îáëàñòè, ïðàâèëüíûå îòíîñèòåëüíî
êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, îïðåäåëåíû â 2.2).
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~n
(2)
+

~n
(3)
+

~n
(1)
+

y

Ω

Dxy

x

Σ
(3)
+

Σ
(2)
+

Σ
(1)
+

O

z

Ðèñ. 4.1

Ïðàâèëüíîé áóäåò, íàïðèìåð,
ëþáàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé
ãðàíèöåé. Äîêàæåì ñíà÷àëà òåî-
ðåìó Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà Ω � ïðàâèëüíàÿ
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Oxy îá-
ëàñòü è ~f = ~f (1)(P ) = fz(x, y, z)~k.
Íà ðèñ. 4.1 èçîáðàæåíû îáëàñòè
Ω, Dxy è ÷àñòè Σ

(1)
+ , Σ

(2)
+ , Σ

(3)
+

(ñ óêàçàííûìè íà íèõ íîðìà-
ëÿìè), íà êîòîðûå â ýòîì ñëó÷àå

ìîæåò áûòü ðàçáèòà ãðàíèöà Σ+ îáëàñòè Ω. Åñòåñòâåííî íàçâàòü Σ
(1)
+ íèæ-

íåé ãðàíèöåé Ω, Σ
(2)
+ � âåðõíåé ãðàíèöåé, à Σ

(3)
+ � áîêîâîé.

Ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà∫∫
Σ+

© (~f,
−→
dσ) =

∫∫
Σ (1)

+

(~f (1),
−→
dσ) +

∫∫
Σ(3)

+

(~f (1),
−→
dσ) +

∫∫
Σ(3)

+

(~f (1),
−→
dσ). (4.12)

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî Σ
(1)
+ . Óðàâíåíèå Σ(1) èìååò

âèä: z = g1(x, y), (x, y) ∈ Dxy. Äëÿ íîðìàëè ~N (1) ïîëó÷èì:

~N (1) = ±
[
∂g1

∂x
,

∂g1

∂y
, −1

]T

.

Òàê êàê âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê Ω íîðìàëü Σ(1) îáðàçóåò ñ îñüþ Oz òóïîé
óãîë, òî

~n
(1)
+ =

~N
(1)
+

‖ ~N
(1)
+ ‖

=

[
1 +

(
∂g1

∂x

)2

+

(
∂g1

∂y

)2
]−1/2 [

∂g1

∂x
,

∂g1

∂y
, −1

]T

è (~f (1), ~n
(1)
+ ) = −fz(x, y, z)

[
1 +

(
∂g1

∂x

)2

+

(
∂g1

∂y

)2
]−1/2

. Ïîýòîìó â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (4.5)∫∫
Σ(1)

+

(~f (1),
−→
dσ) = −

∫∫
Σ(1)

fz(x, y, z)

[
1 +

(
∂g1

∂x

)2

+

(
∂g1

∂y

)2
]−1/2

dσ =

= −
∫∫
Dxy

fz

(
x, y, g1(x, y)

)
dS. (4.13)
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Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîâåðõíîñòè Σ
(2)
+

~N (2) = ±
[
∂g2

∂x
,

∂g2

∂y
, −1

]T

;

~n
(2)
+ =

[
1 +

(
∂g2

∂x

)2

+

(
∂g2

∂y

)2
]−1/2 [

−∂g2

∂x
, −∂g2

∂y
, 1

]T

;

(~f (1), ~n
(2)
+ ) = fz(x, y, z)

[
1 +

(
∂g2

∂x

)2

+

(
∂g2

∂y

)2
]−1/2

;

∫∫
Σ(2)

+

(~f (1),
−→
dσ) =

∫∫
Σ(2)

fz(x, y, z)

[
1 +

(
∂g2

∂x

)2

+

(
∂g2

∂y

)2
]−1/2

dσ =

=

∫∫
Dxy

fz

(
x, y, g2(x, y)

)
dS. (4.14)

Íàêîíåö, íà ïîâåðõíîñòè Σ
(3)
+ íîðìàëü ~N (3) îðòîãîíàëüíà âåêòîðó ~k.

Çíà÷èò, (f (1), ~n
(3)
+ ) = 0 è ∫

Σ(3)
+

(~f (1),
−→
dσ) = 0. (4.15)

Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâ (4.12)�(4.15) ïîëó÷àåì:∫∫
Σ+

© (~f (1),
−→
dσ) =

∫∫
Dxy

[
fz

(
x, y, g2(x, y)

)
− fz

(
x, y, g1(x, y)

)]
dS. (4.16)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, div~f (1) =
∂fz

∂z
, è ïî ôîðìóëå âû÷èñëåíèÿ òðîéíîãî

èíòåãðàëà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷èì:∫∫∫
Ω

div~f (1)dV =

∫∫∫
Ω

∂fz

∂z
dx dy dz =

∫∫
Dxy

dS

g2(x,y)∫
g1(x,y)

∂fz(x, y, z)

∂z
dz =

=

∫∫
Dxy

[
fz

(
x, y, g1(x, y)

)
− fz

(
x, y, g1(x, y)

)]
dS. (4.17)

Òåïåðü èç ðàâåíñòâ (4.16) è (4.17) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (4.11) äëÿ ïðàâèëü-
íîé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòè Ω è ~f = ~f (1).
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Òî÷íî òàê æå óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâåíñòâî (4.11) è â òåõ ñëó÷àÿõ, êî-
ãäà Ω ïðàâèëüíà îòíîñèòåëüíî Oxz è ~f = ~f (2) = fy(x, y, z)~j èëè êîãäà Ω

ïðàâèëüíà îòíîñèòåëüíî Oyz è ~f = ~f (3) = fx(x, y, z)~i.
Òîãäà äëÿ ïðàâèëüíîé îáëàñòè Ω ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:∫∫

Σ+

(~f (1),
−→
dσ) =

∫∫∫
Ω

div~f (1)dV ;

∫∫
Σ+

(~f (2),
−→
dσ) =

∫∫∫
Ω

div~f (2)dV,

∫∫
Σ+

(~f (3),
−→
dσ) =

∫∫∫
Ω

div~f (3)dV.

Òàê êàê ~f = ~f (1) + ~f (2) + ~f (3), òî, ñêëàäûâàÿ ýòè 3 ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:∫∫
Σ+

(~f,
−→
dσ) =

∫∫∫
Ω

div~fdV.
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~n

(2)
+ ~n

(1)
+

•

y

Ω1 Ω2

x

Σ
(2)
+Σ

(1)
+

O

z

Ðèñ. 4.2

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî äîêàçàíî
äëÿ ïðàâèëüíîé îáëàñòè Ω.

Ïóñòü òåïåðü îáëàñòü Ω ðàçáèòà
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ Γ íà äâå ïðà-
âèëüíûå îáëàñòè: Ω1 è Ω2 (ðèñ. 4.2).
Îáùóþ ãðàíèöó Ω è Ω1 îáîçíà÷èì
Σ(1), à îáùóþ ãðàíèöó Ω è Ω2 � Σ(2).

Òîãäà ∫∫∫
Ω

div~fdV =

∫∫∫
Ω1

div~fdV +

∫∫∫
Ω2

div~fdV ; (4.18)

∫∫∫
Ω1

div~fdV =

∫∫
Σ(1)

+

(~f,
−→
dσ) +

∫∫
Γ(1)

+

(~f,
−→
dσ); (4.19)

∫∫∫
Ω2

div~fdV =

∫∫
Σ(2)

+

(~f,
−→
dσ) +

∫∫
Γ(2)

+

(~f,
−→
dσ), (4.20)

ãäå Γ
(1)
+ � îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü Γ ñ íîðìàëüþ ~n

(1)
+ , âíåøíåé ïî îò-

íîøåíèþ ê Ω1, à Γ
(2)
+ � òîæå îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü Γ, íî ñ íîðìàëüþ
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~n
(2)
+ , âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê Ω2. ßñíî, ÷òî ~n

(1)
+ = −~n

(2)
+ , è ïîýòîìó∫∫

Γ(1)
+

(~f,
−→
dσ) = −

∫∫
Γ(2)

+

(~f,
−→
dσ).

Ñêëàäûâàÿ òåïåðü ðàâåíñòâà (4.19) è (4.20), ïîëó÷èì èç (4.18) ôîðìóëó
(4.11) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè Ω. ßñíî, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðàññóæ-
äåíèÿ ïðèìåíèìû è â ñëó÷àå, êîãäà Ω ðàçáèòà íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî
ïðàâèëüíûõ îáëàñòåé.

4.5. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â R3

Òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ôîðìóëó, ÿâëÿþ-
ùóþñÿ â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà R3 àíàëîãîì ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
÷àñòÿì äëÿ îáû÷íîãî îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ
îáëàñòü â R3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Σ è g(P ) è ~f(P ) = fx

~i + fy
~j + fz

~k �
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå â Ω ôóíêöèè. Òîãäà

div(g ~f) =
∂(gfx)

∂x
+

∂(gfy)

∂y
+

∂(gfz)

∂z
=

∂g

∂x
fx +

∂g

∂y
fy +

∂g

∂z
fz+

+ g

(
∂fx

∂x
+

∂fy

∂y
+

∂fz

∂z

)
= (grad g, ~f) + g div~f.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (4.11), ïîëó÷èì∫∫∫
Ω

g div~f dV =

∫∫∫
Ω

div(g ~f) dV −
∫∫∫

Ω

(grad g, ~f) dV =

= −
∫∫∫

Ω

(grad g, ~f) dV +

∫∫
Σ+

(g ~f,
−→
dσ) = −

∫∫∫
Ω

(grad g, ~f) dV +

+

∫∫
Σ

g(~f, ~n+) dσ = −
∫∫∫

Ω

(grad g, ~f) dV +

∫∫
Σ

gfn dσ, (4.21)

ãäå fn = (~f, ~n+) � ïðîåêöèÿ âåêòîðà ~f íà íàïðàâëåíèå âíåøíåé äëÿ îáëàñòè
Ω íîðìàëè ~n+.

Ôîðìóëà (4.21) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â R3.

4.6. Òåîðåìà Ñòîêñà. Ðîòîð

Ðàññìîòðèì â R3 ãëàäêóþ îðèåíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü Σ+, öåëèêîì
ëåæàùóþ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω. Îáîçíà÷èì ` çàìêíóòóþ êðèâóþ â R3,
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ÿâëÿþùóþñÿ êðàåì1 ïîâåðõíîñòè Σ+ , è áóäåì ñ÷èòàòü ` ãëàäêîé êðèâîé.
Çàäàäèì íà ` íàïðàâëåíèå, ñîãëàñîâàííîå ñ îðèåíòàöèåé Σ+ : â êà÷åñòâå
íàïðàâëåíèÿ íà ` âîçüìåì òî èç äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé, ïðè äâèæå-
íèè â êîòîðîì ïî ` ïîâåðõíîñòü Σ îñòàåòñÿ ½ñëåâà“, à âåêòîð ~n+ íîðìàëè
íà Σ+ íàïðàâëåí ½ââåðõ“. Òàê îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ ` îáîçíà÷èì `+.

Íà ðèñ. 4.3 èçîáðàæåíû îáëàñòü Ω, ïîâåðõíîñòü Σ+ è êðèâàÿ `+.
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Ðèñ. 4.3

Ïóñòü â îáëàñòè Ω çàäàíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
~f(P ). Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

∮̀
+

(~f,
−→
d`) îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàí-

íûì ñ íåêîòîðûì ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ïî Σ+. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè
ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïóñòü (x, y, z) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â R3 è
~f(x, y, z) = fx(x, y, z)~i + fy(x, y, z)~j + fz(x, y, z)~k � íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìàÿ â òî÷êå P (x, y, z) âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ. Ðîòîðîì ôóíêöèè ~f â
òî÷êå P íàçûâàåòñÿ âåêòîð

rot~f =

(
∂fz

∂y
− ∂fy

∂z

)
~i +

(
∂fx

∂z
− ∂fz

∂x

)
~j +

(
∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
~k, (4.22)

ãäå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû â òî÷êå P .

Òåîðåìà 4.3. (Òåîðåìà Ñòîêñà) Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
â R3, âíóòðè êîòîðîé ëåæèò ãëàäêàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü Σ+ ñ

1 Ñôîðìóëèðîâàòü òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ½êðàé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè“ íå ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì â ðàìêàõ äàííîãî èçäàíèÿ, ïîýòîìó äàëåå áóäåì îïèðàòüñÿ íà

íàãëÿäíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ.
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êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì `+, è íàïðàâëåíèå íà `+ ñîãëàñîâàíî ñ îðèåíòàöèåé
Σ+. Ïóñòü òàêæå ôóíêöèÿ ~f(P ) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â Ω. Òîãäà∮

`+

(~f,
−→
d`) =

∫∫
Σ+

(rot~f,
−→
dσ). (4.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ïîâåðõíîñòü Σ
ïðàâèëüíà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Oxy, à ~f = ~f (1)(x, y, z) =

= fx(x, y, z)~i+fy(x, y, z)~j. Ïðàâèëüíàÿ îòíîñèòåëüíîOxy ïîâåðõíîñòü Σ îä-
íîçíà÷íî îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü Oxy (åå ïðîåêöèåé ÿâ-
ëÿåòñÿ îáëàñòü Dxy), à êðèâàÿ ` ïðè ýòîì ïðîåêòèðóåòñÿ â êóñî÷íî-ãëàäêóþ
êðèâóþ `xy íà ïëîñêîñòè Oxy, ÿâëÿþùóþñÿ ãðàíèöåé Dxy. Îðèåíòàöèþ Σ+
âûáåðåì òàê, ÷òî â êàæäîé òî÷êå S íîðìàëü ~n+ îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ
îñüþ Oz.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

rot~f = rot~f (1) = −∂fy

∂z
~i +

∂fx

∂z
~j +

(
∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
~k,

~n+ =

[
1 +

(
∂g

∂x

)2

+

(
∂g

∂y

)2
]−1/2 [

−∂g

∂x
, −∂g

∂y
, 1

]T

,

ãäå z = g(x, y) � óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè Σ. Òîãäà∫∫
Σ+

(rot~f (1),
−→
dσ) =

=

∫∫
Σ

[
1 +

(
∂g

∂x

)2

+

(
∂g

∂y

)2
]−1/2(

∂fy

∂z

∂g

∂x
− ∂fx

∂z

∂g

∂y
+

∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
dσ =

=

∫∫
Dxy

[
∂fy

(
x, y, g(x, y)

)
∂z

∂g

∂x
+

∂fy

(
x, y, g(x, y)

)
∂x

−

−
∂fx

(
x, y, g(x, y)

)
∂z

∂g

∂y
−

∂fx

(
x, y, g(x, y)

)
∂y

]
dx dy. (4.24)

Òàê êàê

∂

∂x

(
fy

(
x, y, g(x, y)

))
=

∂fy

(
x, y, g(x, y)

)
∂x

+
∂fy

(
x, y, g(x, y)

)
∂z

∂g

∂x
;

∂

∂y

(
fx

(
x, y, g(x, y)

))
=

∂fx

(
x, y, g(x, y)

)
∂y

+
∂fx

(
x, y, g(x, y)

)
∂z

∂g

∂y
,
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òî∫∫
Σ+

(~f (1),
−→
dσ) =

∫∫
Dxy

[
∂

∂x

(
fy

(
x, y, g(x, y)

))
− ∂

∂y

(
fx

(
x, y, g(x, y)

))]
dx dy.

(4.25)
Ïî òåîðåìå Ãðèíà∫∫

Dxy

[
∂fy

(
x, y, g(x, y)

)
∂x

−
∂fx

(
x, y, g(x, y)

)
∂y

]
dx dy =

∮
`+xy

(~F ,
−→
d`), (4.26)

ãäå ~F = ~F (x, y) =
[
fx

(
x, y, g(x, y)

)
, fy

(
x, y, g(x, y)

)]T
, à `+

xy � îðèåíòèðî-
âàííàÿ êðèâàÿ `xy, íàïðàâëåíèå íà êîòîðîé ñîãëàñîâàíî ñ îáëàñòüþ Dxy.
Îòìåòèì, ÷òî íàïðàâëåíèå íà `+

xy åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîãëàñîâàíî è ñ
íàïðàâëåíèåì íà `+.

Ðàññìîòðèì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë, âõîäÿùèé â ôîðìóëó (4.23), äëÿ
~f = ~f (1). Ïóñòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ `+ èìåþò âèä:

~r = ~r(t) = [x(t), y(t), z(t)]T , t ∈ [t1, t2].

Òàê êàê êðèâàÿ `+ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè S, òî z(t) = g
(
x(t), y(t)

)
. Èñïîëü-

çóÿ îïðåäåëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà è ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
`+, ïîëó÷èì: ∮

`+

(~f (1),
−→
d`) =

=

t2∫
t1

[
fx

(
x(t), y(t), g

(
x(t), y(t)

))
x′(t) + fy

(
x(t), y(t), g

(
x(t), y(t)

))
y′(t)

]
dt.

(4.27)
Ïðîåêöèÿ `+

xy êðèâîé `+ íà ïëîñêîñòü Oxy èìååò ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ:

~r = ~r(t) = [x(t), y(t), 0]T , t ∈ [t1, t2].

Ñëåäîâàòåëüíî, ∫
`+xy

(~F ,
−→
d`) =

t2∫
t1

[
Fx(t)x

′(t) + Fy(t)y
′(t)
]
dt =

=

t2∫
t1

[
fx

(
x(t), y(t), g

(
x(t), y(t)

))
x′(t) + fy

(
x(t), y(t), g

(
x(t), y(t)

))
y′(t)

]
dt.
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Òåïåðü èç ðàâåíñòâ (4.24)�(4.27) ñëåäóåò ðàâåíñòâî∫
`+

(~f (1),
−→
d`) =

∫∫
Σ+

(~f (1),
−→
dσ), (4.28)

ò. å. òåîðåìà Ñòîêñà ïðè ~f = ~f (1) â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè Σ+ , ïðàâèëüíîé
îòíîñèòåëüíî Oxy.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà Σ+ ïðàâèëüíà îòíîñèòåëü-
íî ïëîñêîñòè Oxz, à ~f = ~f (2) = fx

~i + fz
~k è êîãäà Σ+ ïðàâèëüíà îòíîñè-

òåëüíî Oyz è ~f = ~f (3) = fy
~i + fz

~j. Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ðàâåíñòâà:∮
`+

(~f (2),
−→
d`) =

∫∫
Σ+

(~f (2),
−→
dσ); (4.29)

∮
`+

(~f (3),
−→
d`) =

∫∫
Σ+

(~f (3),
−→
dσ). (4.30)

Åñëè Σ+ ïðàâèëüíà, ò. å. ïðàâèëüíà îäíîâðåìåííî îòíîñèòåëüíî âñåõ
òðåõ ïëîñêîñòåé Oxy, Oxz è Oyz, òî ñïðàâåäëèâû âñå 3 ðàâåíñòâà (4.28)�
(4.30). Òàê êàê ~f (1) + ~f (2) + ~f (3) = 2fx

~i + 2fy
~j + 2fz

~k , òî ñêëàäûâàÿ ýòè
ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (4.23) â ñëó÷àå ïðàâèëüíîé ïîâåðõíîñòè
Σ+.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ñòîêñà îñòàåòñÿ çàìåòèòü,
÷òî ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì âñåãäà ìîæíî ðàçáèòü
íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé, ÿâëÿþùèõñÿ ïðàâèëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Òàê
êàê äëÿ êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (4.23), òî,
ñêëàäûâàÿ âñå òàêèå ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì òåîðåìó Ñòîêñà äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà Ãðèíà ñîâïàäàåò ñ òåîðåìîé Ñòîêñà äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà Σ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïëîñêîñòè Oxy, ~n+ = ~k è ~f = fx

~i+ fy
~j. Ïðè ýòîì

rot~f =

(
∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
~k.

4.7. Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
âòîðîãî ðîäà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ

Ïóñòü â îáëàñòè Ω ⊂ R3 çàäàíà òàêàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ ~f(P ), ÷òî

rot ~f = ~0. (4.31)

Ïóñòü òàêæå `+ � çàìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðè-
âàÿ, öåëèêîì ëåæàùàÿ â îáëàñòè Ω. Áóäåì âíà÷àëå ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ
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`+ íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü1 òàêóþ
ãëàäêóþ îðèåíòèðîâàííóþ íåñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ ïîâåðõíîñòü Σ+, ëåæà-
ùóþ â Ω, äëÿ êîòîðîé êðèâàÿ `+ ÿâëÿåòñÿ êðàåì è íàïðàâëåíèå íà `+ ñîãëà-
ñîâàíî ñ îðèåíòàöèåé Σ+. Òàê êàê èç (4.31) ñëåäóåò, ÷òî

∫∫
Σ+

(rot ~f,
−→
dσ) = 0,

òî ïî òåîðåìå Ñòîêñà ∮
`+

(~f,
−→
d`) = 0. (4.32)

Åñëè æå êðèâàÿ `+ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñàìîïåðåñå÷åíèé, òî `+ áóäåò
îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ êðèâûõ `

(i)
+ è èíòåãðàë

∮̀
+

(~f,
−→
d`)

áóäåò ñóììîé êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ æå èíòåãðàëîâ ïî êðèâûì `
(i)
+ , êàæ-

äûé èç êîòîðûõ ðàâåí íóëþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (4.32). Ïîýòîìó
ðàâåíñòâî (4.32) ÿâëÿåòñÿ âåðíûì è äëÿ êðèâîé `+ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñà-
ìîïåðåñå÷åíèé.

Ïóñòü òåïåðü â îáëàñòè Ω (ðèñ. 4.4) çàôèêñèðîâàíû äâå òî÷êè P1è P2.
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P1

P2

•

•

y

Ω

x

`
(2)
+

`
(1)
+

O

z

Ðèñ. 4.4

Ðàññìîòðèì äâå ðàçëè÷íûå êóñî÷íî-
ãëàäêèå êðèâûå `

(1)
+ è `

(2)
+ , öåëèêîì

ëåæàùèå â Ω, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ñîåäèíÿåò òî÷êè P1 è P2, è îðèåí-
òèðîâàííûå òàê, ÷òî P1 ÿâëÿåòñÿ èõ
íà÷àëüíîé òî÷êîé, à P2 � êîíå÷íîé.
Îáîçíà÷èì `

(2)
− êðèâóþ `(2), îðèåí-

òèðîâàííóþ â ïðîòèâîïîëîæíîì ïî
ñðàâíåíèþ ñ `

(2)
+ íàïðàâëåíèè (íà-

÷àëîì `
(2)
− ÿâëÿåòñÿ òî÷êà P2, êîíöîì

� P1). ßñíî, ÷òî îáúåäèíåíèå îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ `
(1)
+ è `

(2)
− äàåò îðè-

åíòèðîâàííóþ çàìêíóòóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì
`+.

Åñëè äëÿ ôóíêöèè ~f â îáëàñòè Ω âûïîëíåíî óñëîâèå (4.31), òî

1 Ýòî óñëîâèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî Ω � îäíîñâÿçàííàÿ îáëàñòü, ò. å. ÷òî ëþáóþ çàìêíó-

òóþ êðèâóþ, ëåæàùóþ â Ω, ìîæíî ñòÿíóòü â òî÷êó, íå âûõîäÿ çà Ω. Íàïðèìåð, òîð

íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçàííîé îáëàñòüþ. Îòìåòèì, ÷òî äàæå äëÿ îäíîñâÿçàííîé îáëàñòè

òðåáóåìóþ ïîâåðõíîñòü ìîæíî ïîñòðîèòü íå âñåãäà; íàïðèìåð, òàêîé íåñàìîïåðåñåêàþ-

ùåéñÿ ïîâåðõíîñòè íå ñóùåñòâóåò äëÿ êðèâîé ` â âèäå ïðîñòîãî óçëà. Îòìåòèì, îäíàêî,

÷òî è äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ ïîñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îñòàþòñÿ âåðíûìè, íî èõ äîêàçà-

òåëüñòâî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ.
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∮̀
+

(~f,
−→
d`) = 0. Ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà

∮
`+

(~f,
−→
d`) =

∫
`
(1)
+

(~f,
−→
d`) +

∫
`
(2)
−

(~f,
−→
d`) = 0.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.9) ñëåäóåò:∫
`
(2)
−

(~f,
−→
d`) = −

∫
`
(2)
+

(~f,
−→
d`)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ∫
`
(1)
+

(~f,
−→
d`) =

∫
`
(2)
+

(~f,
−→
d`). (4.33)

Ðàâåíñòâî (4.33) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé
êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâà-
íèÿ, à çàâèñèò òîëüêî îò åãî íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷åê. Â ñâÿçè ñ ýòèì
äëÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ~f , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ (4.31), êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà çàïèñûâàþò ÷àñòî â âè-

äå:
P2∫
P1

(~f,
−→
d`).

5. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÏÎËß

Â ôèçèêå ïðèíÿòî íàçûâàòü ôóíêöèè, çàäàííûå â R3, òåðìèíîì ½ïî-
ëå“. Âîñïîëüçóåìñÿ òîé æå òåðìèíîëîãèåé: åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ
f : R3 → R, òî áóäåì ãîâîðèòü î ñêàëÿðíîì ïîëå, åñëè ôóíêöèÿ ~f : R3 → R3

� î âåêòîðíîì ïîëå. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â R3 îáîçíà÷èì (x, y, z), à ñî-
îòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå îðòû � ~i, ~j, ~k.

5.1. Ïîòåíöèàëüíîå ïîëå

Îïðåäåëåíèå 5.1. Âåêòîðíîå ïîëå ~f = fx
~i + fy

~j + fz
~k íàçûâàåòñÿ

ïîòåíöèàëüíûì (â îáëàñòè Ω), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ íà Ω ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ϕ : R3 → R, ÷òî â êàæäîé òî÷êå
Ω âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

~f = gradϕ. (5.1)

Ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì ïîòåíöèàëîì ïîëÿ ~f .
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Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ (5.1) ñëåäóþò ðàâåíñòâà:

fx =
∂ϕ

∂x
; fy =

∂ϕ

∂y
; fz =

∂ϕ

∂z
. (5.2)

Ïðèâåäåì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 5.1. Åñëè ïîëå ~fïîòåíöèàëüíî â îáëàñòè Ω è ïîòåíöèàë ϕ
ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé â Ω ôóíêöèåé, òî

rot~f = ~0. (5.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.2) fz =
∂ϕ

∂z
è fy =

=
∂ϕ

∂y
, òî

∂fz

∂y
− ∂fy

∂z
=

∂2ϕ

∂y∂z
− ∂2ϕ

∂z∂y
= 0, òàê êàê âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå ïîòåíöèàëà ϕ ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè. Àíàëîãè÷íî äîêàçû-

âàþòñÿ ðàâåíñòâà
∂fx

∂z
− ∂fz

∂x
= 0,

∂fy

∂x
− ∂fx

∂y
= 0. Òåïåðü èç îïðåäåëåíèÿ

ðîòîðà (4.22) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (5.3).
Òåîðåìà 5.1 îçíà÷àåò, ÷òî ðàâåíñòâî (5.3) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëî-

âèåì ïîòåíöèàëüíîñòè ãëàäêîãî ïîëÿ. Ýòî æå óñëîâèå îêàçûâàåòñÿ è äî-
ñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ïîëå ~f èìåëî
ïîòåíöèàë.

Òåîðåìà 5.2. Åñëè âåêòîðíîå ïîëå ~f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â
îäíîñâÿçàííîé îáëàñòè Ω è âûïîëíåíî óñëîâèå (5.3), òî ~f ÿâëÿåòñÿ ïî-
òåíöèàëüíûì ïîëåì, ò. å. ñóùåñòâóåò ïîòåíöèàë ϕ, óäîâëåòâîðÿþùèé
ðàâåíñòâó (5.1). Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ϕ(P0) = ϕ0, ãäå P0 � íåêî-
òîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà îáëàñòè Ω, ïîòåíöèàë ϕ îïðåäåëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì è ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

ϕ(P ) = ϕ0 +

P∫
P0

(~f,
−→
d`). (5.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî òàê êàê rot~f = ~0, òî
êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫
`+(P0,P )

(~f,
−→
d`), êàê ïîêàçàíî â 4.7, íå çàâèñèò îò

ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ `+(P0, P ), ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè P0 è P , à çàâèñèò
òîëüêî îò ñàìèõ òî÷åê P0 è P . Èìåííî ïîýòîìó â ðàâåíñòâå (5.4) â îáîçíà-
÷åíèè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà óêàçàíû òîëüêî P0 è P .

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (5.4), ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì ïîëÿ ~f . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü
ðàâåíñòâ (5.2).
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Îáîçíà÷èì (x1, y1, z1) äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè P1 è ðàññìîòðèì

òî÷êó P1
′ ñ êîîðäèíàòàìè

(x1, y1 + ∆y, z1). Áóäåì îáîçíà-
÷àòü ϕ

(
P1(x1, y1, z1)

)
ïðîñòî

ϕ(x1, y1, z1). Òîãäà

ϕ(P1
′) = ϕ(x1, y1 + ∆y, z1) =

= ϕ0 +

P1
′∫

P0

(~f,
−→
d`) (5.5)

è íàïèñàííûé êðèâîëèíåéíûé
èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïóòè
èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîåäèíÿþùåãî
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Ω
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O

z

z1

Ðèñ. 5.1

òî÷êè P0 è P1
′. Âûáåðåì ýòîò ïóòü òàê, ÷òîáû îí ïðîõîäèë ÷åðåç òî÷êó P1

è åãî ÷àñòü ìåæäó òî÷êàìè P1 è P1
′ ÿâëÿëàñü îòðåçêîì (ðèñ. 5.1).

ßñíî, ÷òî åñëè P1 è P1
′ � âíóòðåííèå òî÷êè îáëàñòè Ω è ∆y äîñòàòî÷-

íî ìàëî, òî òàêîé âûáîð ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ âñåãäà âîçìîæåí. Òîãäà ïî
ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà

P1
′∫

P0

(~f,
−→
d`) =

P1∫
P0

(~f,
−→
d`) +

P1
′∫

P1

(~f,
−→
d`)

è èç ðàâåíñòâ (5.4) è (5.5) ïîëó÷èì:

ϕ(x, y + ∆y, z) = ϕ(x, y, z) +

P1
′∫

P1

(~f,
−→
d`). (5.6)

Ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè îòðåçêà ñ íà÷àëîì â P1 è êîíöîì â
P1

′ ÿâëÿþòñÿ:

~r = ~r(t) = [x, y + t, z]T , t ∈ [0, ∆y],

ïîýòîìó ~r ′(t) = [0, 1, 0]T è

P1
′∫

P1

(~f,
−→
d`) =

∆y∫
0

fy(x, y + t, z)dt.
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Ïðèìåíÿÿ ê ïîëó÷åííîìó îïðåäåëåííîìó èíòåãðàëó òåîðåìó î ñðåä-
íåì, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

P1
′∫

P1

(~f,
−→
d`) = fy(x, y∗, x)∆y,

ãäå y∗ ∈ [y, y + ∆y]. Òåïåðü èç ðàâåíñòâà (5.6) íàéäåì:

ϕ(x, y + ∆y, z)−ϕ(x, y, z)

∆y
= fy(x, y∗, z).

Òàê êàê ôóíêöèÿ fy íåïðåðûâíà, òî, ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó
ïðè ∆y → 0, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

lim
∆y→0

ϕ(x, y + ∆y, z)−ϕ(x, y, z)

∆y
=

∂ϕ(x, y, z)

∂y
= fy(x, y, z),

ò. å. âòîðîå èç ðàâåíñòâ (5.2). Äâà äðóãèõ ðàâåíñòâà (5.2) äîêàçûâàþòñÿ
àíàëîãè÷íî, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì ïîëÿ ~f .

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü äîêàçàòü òîëüêî
åäèíñòâåííîñòü ïîòåíöèàëà ϕ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå òàêèå ôóíêöèè ϕ1 è ϕ2, äëÿ êî-
òîðûõ gradϕ1 = gradϕ2 = ~f , ϕ1(P0) = ϕ2(P0) = ϕ0. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè
ψ = ϕ1−ϕ2 ïîëó÷èì ðàâåíñòâà gradψ = ~0, ψ(P0) = 0, èç êîòîðûõ ñëåäóåò,
÷òî ψ ≡ 0 â îáëàñòè Ω è, çíà÷èò, ϕ1 ≡ ϕ2.

Â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷àùå âñåãî âåêòîð ~f ÿâëÿåòñÿ ñèëîé, ïðè ýòîì
ãîâîðÿò î ñèëîâîì ïîëå. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë

∫
`+(P1,P2)

(~f,
−→
d`) íàçûâàåòñÿ

ðàáîòîé A ñèëîâîãî ïîëÿ ~f âäîëü ïóòè `+(P1, P2) ñ íà÷àëîì â òî÷êå P1 è
êîíöîì â P2. Äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ðàáîòà ïîëÿ çàâèñèò îò òî÷åê P1
è P2 è íå çàâèñèò îò ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî ýòè òî÷êè, ò. å. â ýòîì ñëó÷àå
A = A(P1, P2). Èç ðàâåíñòâà (5.4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ
A(P, P0) = ϕ(P ) − ϕ(P0) è, çíà÷èò (èç-çà àääèòèâíîñòè êðèâîëèíåéíîãî
èíòåãðàëà), A(P1, P2) = ϕ(P2)−ϕ(P1) äëÿ ëþáûõ òî÷åê P1 è P2, ëåæàùèõ
â îáëàñòè Ω. Ýòî èçâåñòíûé ôèçè÷åñêèé çàêîí: ðàáîòà ïîëÿ ðàâíà ðàçíîñòè
ïîòåíöèàëîâ êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé òî÷åê.

Äîáàâèì, ÷òî åñëè ñèëîâîå ïîëå ïîòåíöèàëüíî, òî â ôèçèêå ïðèíÿ-
òî ãîâîðèòü î êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõ. Íàîáîðîò, åñëè ñèëîâîå ïîëå íå
ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû îáû÷íî íàçûâàþò
äèññèïàòèâíûìè; ýòî áóäåò, íàïðèìåð, â òîì ñëó÷àå, åñëè ñðåäè ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ â ñèñòåìå, èìåþòñÿ ñèëû òðåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåì ïîòåíöèàë êóëîíîâñêîãî ïîëÿ, äëÿ êî-
òîðîãî ~f = ~r/|~r|3 ïðè ~r 6= ~0. Â ýòîì ñëó÷àå fx = x(x2 + y2 + z2)−3/2,
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fy = y(x2 + y2 + z2)−3/2, fz = z(x2 + y2 + z2)−3/2, ïîýòîìó

(rot ~f)x =
∂fz

∂y
− ∂fy

∂z
= −3yz(x2 + y2 + z2)−5/2 + 3yz(x2 + y2 + z2)−5/2 = 0.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî (rot ~f)y = (rot ~f)z = 0. Òàêèì îáðàçîì, êó-
ëîíîâñêîå ïîëå ïîòåíöèàëüíî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî ïîòåíöèàëà ïî ôîðìóëå
(5.5) âûáåðåì òî÷êó P1 íà ëó÷å OP òàê, ÷òî |~rP1

| = |~rP0
| = r0, è âûáåðåì â

êà÷åñòâå ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ êðèâóþ P0P1P, ãäå P0P1 � ÷àñòü îêðóæíî-
ñòè r = r0, à P1P � îòðåçîê [P1, P ]. Òîãäà íà P0P1 âåêòîð ~f îðòîãîíàëåí ê
îêðóæíîñòè r = r0, ïîýòîìó ∫

P0P1

(~f,
−→
d`) = 0.

Äëÿ P1P â êà÷åñòâå ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé âîçüìåì:

~r = (~rP − rP1
)t + ~rP1

=

(xP − xP1
)t + xP1

(yP − yP1
)t + yP1

(zP − zP1
)t + zP1

 , t ∈ [0, 1].

Òîãäà ∫
P0P

(~f,
−→
d`) =

∫
P1P

(~f,
−→
d`) =

1∫
0

(~f, (~rP − ~rP1
))dt =

= −
(

1

|~rP |
− 1

|~rP1
|

)
= − 1

|~rP |
+

1

|~rP0
|
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(P ) = − 1

|~rP |
+

1

|~rP0
|
+ϕ(P0). Åñëè âçÿòü ϕ(P0) = − 1

|~rP0
|
,

òî äëÿ ïîòåíöèàëà êóëîíîâñêîãî ïîëÿ ïîëó÷èì: ϕ(P ) =
−1

|~rP |
.

5.2. Ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå

Îïðåäåëåíèå 5.2. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå
~v = vx

~i + vy
~j + vz

~k íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì â îáëàñòè Ω, åñëè

div~v = 0 (5.7)

â êàæäîé òî÷êå Ω.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Åñëè äëÿ ïîëÿ ~v ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ~A, ÷òî

rot ~A = ~v (5.8)

â îáëàñòè Ω, òî ~A íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì ïîëÿ ~v.
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Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.3. Åñëè ïîëå ~v èìååò â îáëàñòè Ω äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ~A, òî ~v ñîëåíîèäàëüíî â Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê â îáëàñòè Ω ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (5.8),
òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.22)

vx =
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
, vy =

∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x
, vz =

∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y
.

Îòñþäà

div~v =
∂vx

∂x
+

∂vy

∂y
+

∂vz

∂z
=

∂2Az

∂x∂y
− ∂2Ay

∂x∂z
+

∂2Ax

∂y∂z
− ∂2Az

∂y∂x
+

∂2Ay

∂z∂x
− ∂2Ax

∂z∂y
= 0,

òàê êàê âñå ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî óñëîâèþ íåïðåðûâíû.
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ, íå òîëüêî èç ðàâåíñòâà (5.8)

ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (5.7), íî è íàîáîðîò, èç óñëîâèÿ (5.7) ñëåäóåò ñóùå-
ñòâîâàíèå âåêòîðà ~A, óäîâëåòâîðÿþùåãî (5.8). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå
ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå èìååò âåêòîðíûé ïîòåíöèàë. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî èçäàíèÿ. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî âåê-
òîðíûé ïîòåíöèàë ~A ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå
íåîäíîçíà÷íî.

Äëÿ ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëÿ èç òåîðåìû Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè Σ+, ëåæàùåé â Ω, âûïîë-
íåíî ðàâåíñòâî ∫∫

Σ+

© vn dσ = 0, (5.9)

ãäå vn � ïðîåêöèÿ âåêòîðà ~v íà íàïðàâëåíèå íîðìàëè ~n+.
Âîîáùå, äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~f è îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè Σ+ (íå

îáÿçàòåëüíî çàìêíóòîé) èíòåãðàë
∫∫
Σ+

vn dσ íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì ïîëÿ ÷åðåç

ïîâåðõíîñòü Σ+. Ðàâåíñòâî (5.9) îçíà÷àåò òîãäà, ÷òî äëÿ ñîëåíîèäàëüíîãî
ïîëÿ ïîòîê ÷åðåç ëþáóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí íóëþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñîëåíîèäàëüíîãî ïîëÿ ìîæíî ïðèâåñòè ïîëå ñêî-
ðîñòåé äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè. Ñîîòíîøåíèå (5.7) â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèåì íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà ~v ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ñêî-
ðîñòåé, èíòåãðàë

∮̀
+

(~v,
−→
d`) íàçûâàþò öèðêóëÿöèåé1 ïîëÿ âäîëü çàìêíóòîãî

îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè `+. Åñëè `+ ÿâëÿåòñÿ êðàåì ïîâåðõíîñòè Σ+, òî òåî-
ðåìà Ñòîêñà îçíà÷àåò, ÷òî öèðêóëÿöèÿ ïîëÿ âäîëü `+ ñîâïàäàåò ñ ïîòîêîì
ïîëÿ ÷åðåç Σ+.

1 À íå ðàáîòîé, êàê â ñëó÷àå ñèëîâûõ ïîëåé.
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Äëÿ ñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå òàê
íàçûâàåìûõ òðóáîê òîêà, íî çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîì íå áóäåì è
ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëÿì îáðàòèòüñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå ïî ôè-
çèêå.

5.3. Ïðåäñòàâëåíèå ãðàäèåíòà â êðèâîëèíåéíûõ
îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [6]), ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîãî ñêàëÿðíî-
ãî ïîëÿ f : R3 → R â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëîæåíèå òî÷êè â R3 îïèñûâàåòñÿ
äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè, âåêòîð grad f îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

grad f =
∂f

∂x
~i +

∂f

∂y
~j +

∂f

∂z
~k.

Ïóñòü òåïåðü â R3 çàäàíû êðèâîëèíåéíûå îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû
(ξ,η, ζ). Êàê ïîêàçàíî â 2.3, â ýòîì ñëó÷àå â êàæäîé òî÷êå P îïðåäåëåí
êîîðäèíàòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {~eξ, ~eη, ~eζ}, ãäå

~eξ =
1

Hξ

[
∂x

∂ξ
,
∂y

∂ξ
,
∂z

∂ξ

]T

; ~eη =
1

Hη

[
∂x

∂η
,
∂y

∂η
,
∂z

∂η

]T

; ~eζ =
1

Hζ

[
∂x

∂ζ
,
∂y

∂ζ
,
∂z

∂ζ

]T

� ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â èñõîäíîì áàçèñå {~i,~j,~k}, à Hξ, Hη,
Hζ � êîýôôèöèåíòû Ëàìå, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè (2.9)�(2.11).

Ðàçëîæèì âåêòîð grad f ïî áàçèñó {~eξ, ~eη, ~eζ}:
grad f = aξ~eξ + aη~eη + aζ~eζ

è íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ aξ, aη, aζ. Äëÿ êîýôôèöèåíòà aξ, íàïðèìåð, ïî-
ëó÷èì:

aξ = (grad f,~eξ) =
1

Hξ

(
∂f

∂x

∂x

∂ξ
+

∂f

∂y

∂y

∂ξ
+

∂f

∂z

∂z

∂ξ

)
=

=
1

Hξ

∂

∂ξ

(
f
(
x(ξ,η, ζ), y(ξ,η, ζ), z(ξ,η, ζ)

))
.

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû è äëÿ aη, aζ.
Òàêèì îáðàçîì,

grad f =
1

Hξ

∂f

∂ξ
~eξ +

1

Hη

∂f

∂η
~eη +

1

Hζ

∂f

∂ζ
~eζ. (5.10)

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðàäèåíòà â êðèâîëè-
íåéíûõ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ1.

1 Åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò, áàçèñ {~eξ, ~eη, ~eζ} çàâè-
ñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè P .
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

grad f =
∂f

∂ρ
~eρ +

1

ρ

∂f

∂ϕ
~eϕ,

à äëÿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ρ, ϑ,ϕ)

grad f =
∂f

∂ρ
~eρ +

1

ρ sin ϑ

∂f

∂ϕ
~eϕ +

1

ρ

∂f

∂ϑ
~eϑ.

5.4. Ïðåäñòàâëåíèå äèâåðãåíöèè â êðèâîëèíåéíûõ
îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~f = fx
~i + fy

~j + fz
~k âåëè÷èíà div~f îïðåäåëåíà â

4.4 ðàâåíñòâîì

div~f =
∂fx

∂x
+

∂fy

∂y
+

∂fz

∂z
. (5.11)

Ïóñòü òåïåðü â êðèâîëèíåéíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
(ξ,η, ζ) ïîëå ~f çàäàíî ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñó {~eξ, ~eη, ~eζ}:

~f = fξ(ξ,η, ζ)~eξ + fη(ξ,η, ζ)~eη + fζ(ξ,η, ζ)~eζ.

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ div~f ìîæíî ñíà÷àëà íàéòè ôóíêöèè fx, fy,
fz, à ïîòîì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (5.11). Îäíàêî òàêîé ñïîñîá îêàçûâàåòñÿ
î÷åíü ãðîìîçäêèì. Ïðîùå èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî.

Ðàññìîòðèì ½êðèâîëèíåéíûé ïàðàëëåëåïèïåä“ Π = P1 . . . P8 (ñì. ðèñ.
2.2) è çàïèøåì äëÿ íåãî è ôóíêöèè ~f òåîðåìó Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî:∫∫∫

Π

div~f dV =

∫∫
Σ

fn dσ, (5.12)

ãäå Σ � ãðàíèöà Π, à fn � ïðîåêöèÿ âåêòîðà ~f íà âíåøíþþ íîðìàëü. Ïî
òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà∫∫∫

Π

div~f dV = div~f(P ∗)Vêðèâ,

ãäå P ∗ ∈ Π � íåêîòîðàÿ òî÷êà, à Vêðèâ � îáúåì Π. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå
(2.16), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî∫∫∫

Π

div~f dV = HξHηHζdiv~f(P ∗)|∆ξ∆η∆ζ|+ o(∆ξ∆η∆ζ). (5.13)

Âû÷èñëèì ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë, âõîäÿùèé â ôîðìóëó (5.12). Ýòîò
èíòåãðàë ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî âñåì øåñòè ½ãðàíÿì“ Π. Ðàññìîòðèì
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½ãðàíü“ P1P2P4P3, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ (ïî îòíîøåíèþ ê äå-

êàðòîâûì êîîðäèíàòàì) â ñëó÷àå, êîãäà ∆ζ > 0 è
∂z(ξ0,η0, ζ0)

∂ζ
> 0. Îãðà-

íè÷èìñÿ òîëüêî ýòèì ñëó÷àåì, îñòàëüíûå âîçìîæíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ
àíàëîãè÷íî. Íîðìàëü ê ãðàíè P1P2P4P3 îðòîãîíàëüíà ê êîîðäèíàòíûì ëè-
íèÿì ξ è η, ëåæàùèì â ýòîé ãðàíè, ò. å. ê âåêòîðàì ~eξ è ~eη. Ñëåäîâàòåëüíî,

ýòà íîðìàëü äîëæíà ñîâïàäàòü ëèáî ñ ~eζ, ëèáî ñ−~eζ. Òàê êàê (~eξ, ~k) =
∂z

∂ζ
>

> 0, òî âåêòîð ~eζ íàïðàâëåí ½ââåðõ“, à âíåøíÿÿ íîðìàëü ~n+ ãðàíè P1P2P4P3

� ½âíèç“, ïîýòîìó ~n+ = −~eζ íà P1P2P4P3 è fn = (~f, ~n+) = −fζ(ξ,η, ζ). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ∫∫

P1P2P4P3

fn dσ = −
∫∫

P1P2P3P4

fζ dσ.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ P1P2P4P3 â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ìîæ-
íî çàäàòü â âèäå:

~r = ~r(ξ,η, ζ0) = [x(ξ,η, ζ0), y(ξ,η, ζ0), z(ξ,η, ζ0)]
T , (ξ,η) ∈ Dξη,

ãäå Dξη =
{
(ξ,η) : ξ0 ≤ ξ ≤ ξ0 + ∆ξ, η0 ≤ η ≤ η0 + ∆η

}
. Èñïîëüçóÿ ýòè

óðàâíåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà, ïîëó÷èì:∫∫
P1P2P4P3

fn dσ = −
∫∫

Dξη

F (ξ,η, ζ0) dξ dη, (5.14)

ãäå
F (ξ,η, ζ) = fζ(ξ,η, ζ)

∥∥[~r ′ξ(ξ,η, ζ), ~r ′η(ξ,η, ζ)]∥∥. (5.15)

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàë ïî ½âåðõíåé“ ãðàíè P5P6P8P7.
Îòëè÷èå îò èíòåãðàëà ïî P1P2P4P3 òîëüêî â òîì, ÷òî òåïåðü ζ = ζ0 + ∆ζ è
íîðìàëü ~n+ íà ½âåðõíåé“ ãðàíè ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì ~eζ (à íå ïðîòèâîïî-
ëîæíà åìó). Òîãäà∫∫

P5P6P8P7

fn dσ =

∫∫
Dξη

F (ξ,η, ζ0 + ∆ζ) dξ dη. (5.16)

Îáîçíà÷èì Σ(1) îáúåäèíåíèå ½âåðõíåé“ è ½íèæíåé“ ãðàíåé. Òîãäà, ñêëàäû-
âàÿ ðàâåíñòâà (5.14) è (5.16), ïîëó÷èì:∫∫

Σ(1)

fn dσ =

∫∫
Dξη

[
F (ξ,η, ζ0 + ∆ζ)− F (ξ,η, ζ0)

]
dξ dη.

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà:∫∫
Dξη

[
F (ξ,η, ζ0 + ∆ζ)− F (ζ,η, ζ0)

]
dξ dη =
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=
[
F (ξ∗∗,η∗∗, ζ0 + ∆ζ)− F (ξ∗∗,η∗∗, ζ0 + ∆ζ)

]
|∆ξ∆η|.

Áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèè x(ξ,η, ζ), y(ξ,η, ζ) è z(ξ,η, ζ) äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûìè. Òîãäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì ðà-
âåíñòâî ∫∫

Σ(1)

fn dσ =
∂F (ξ∗∗,η∗∗, ζ∗∗)

∂ζ
∆ζ|∆ξ∆η|,

ãäå ζ∗∗ ∈ [ζ0, ζ0 + ∆ζ]. Òàê êàê ôóíêöèÿ
∂F

∂ζ
íåïðåðûâíà, òî

∂F (ξ∗∗,η∗∗, ζ∗∗)

∂ζ
=

∂F (ξ0,η0, ζ0)

∂ζ
+ o(1),

è, çíà÷èò, ∫∫
Σ(1)

fn dσ =
∂F (ξ0,η0, ζ0)

∂ζ
∆ζ|∆ξ∆η|+ o(∆ξ∆η∆ζ).

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü çíà÷åíèå F (ξ0,η0, ζ0). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé
(2.15)

∥∥[~r ′ξ, ~r ′η]∥∥ = HξHη. Òàêèì îáðàçîì, èç (5.15) ïîëó÷àåì:∫∫
Σ(1)

fn dσ =
∂

∂ζ
(HξHηfζ)∆ζ|∆ξ∆η|+ o(∆ξ∆η∆ζ). (5.17)

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðàëû ïî äâóì äðóãèì ïàðàì ½ãðàíåé“
Π. Îáîçíà÷èâ Σ(2) îáúåäèíåíèå ½ëåâîé“ è ½ïðàâîé“ ãðàíåé, à Σ(3) � ½ïåðåä-
íåé“ è ½çàäíåé“ ãðàíåé, ïîëó÷èì:∫∫

Σ(2)

fn dσ =
∂

∂ξ
(HηHζfξ)∆ξ|∆η∆ζ|+ o(∆ξ∆η∆ζ); (5.18)

∫∫
Σ(3)

fn dσ =
∂

∂η
(HξHζfη)∆η|∆ξ∆ζ|+ o(∆ξ∆η∆ζ). (5.19)

Â ðàâåíñòâå (5.18) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ∆ξ > 0, à â ðàâåíñòâå (5.19) � ÷òî
∆η > 0. Îãðàíè÷èâàÿñü ðàäè êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ òîëüêî ñëó÷àåì, êîãäà
∆ξ > 0, ∆η > 0 è ∆ζ > 0, è ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (5.17)�(5.19), íàéäåì:∫∫

Σ

fn dσ =

[
∂

∂ξ
(HηHζfξ) +

∂

∂η
(HξHζfη) +

∂

∂ζ
(HξHηfζ)

]
∆ξ∆η∆ζ+

+o(∆ξ∆η∆ζ).
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Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.12) è (5.13), ïîëó÷èì:

divf(P ∗)∆ξ∆η∆ζ =

=
1

HξHηHζ

[
∂

∂ξ
(HηHζfξ) +

∂

∂η
(HξHζfη) +

∂

∂ζ
(HξHηfζ)

]
∆ξ∆η∆ζ+

+o(∆ξ∆η∆ζ).

Ðàçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà ∆ξ∆η∆ζ è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, êîãäà ∆ξ → 0,
∆η → 0, ∆ζ → 0 (ïðè ýòîì òî÷êà P ∗ ïåðåõîäèò â òî÷êó P1), ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî

div~f =
1

HξHηHζ

[
∂

∂ξ
(HηHζfξ) +

∂

∂η
(HξHζfη) +

∂

∂ζ
(HξHηfζ)

]
, (5.20)

êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì äèâåðãåíöèè â êðèâîëèíåéíûõ îðòîãî-
íàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ρ,ϕ, z) ïîëó-
÷èì:

div~f =
1

ρ

[
∂

∂ρ
(ρfρ) +

∂fϕ
∂ϕ

+
∂

∂z
(ρfz)

]
=

1

ρ

∂

∂ρ
(ρfρ) +

1

ρ

∂fϕ
∂ϕ

+
∂fz

∂z
,

òàê êàê Hρ = Hz = 1, Hϕ = ρ.
Äëÿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ρ, ϑ,ϕ)

div~f =
1

ρ2 sin ϑ

[
∂

∂ρ
(ρ2 sin ϑfρ) +

∂

∂ϕ
(ρfϕ) +

∂

∂ϑ
(ρ sin ϑfϑ)

]
=

=
1

ρ2

[
∂

∂ρ
(ρ2fρ) +

1

ρ sin ϑ

∂fϕ
∂ϕ

+
1

ρ sin ϑ

∂

∂ϑ
(sin ϑfϑ)

]
,

òàê êàê Hρ = 1, Hϕ = ρ sin ϑ, Hϑ = ρ.
Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî ïîçâîëÿåò äàòü îïðåäå-

ëåíèå div~f , íå çàâèñÿùåå îò ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñì., íàïðèìåð, [1]).

5.5. Ïðåäñòàâëåíèå ðîòîðà â êðèâîëèíåéíûõ
îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~f = fx
~i + fy

~j + fz
~k âåêòîð rot ~f îïðåäåëåí â 4.6

ðàâåíñòâîì

rot ~f =

(
∂fz

∂y
− ∂fy

∂z

)
~i +

(
∂fx

∂z
− ∂fz

∂x

)
~j +

(
∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
~k. (5.21)

Åñëè æå â êðèâîëèíåéíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ξ,η, ζ)

ïîëå ~f çàäàíî ñîîòíîøåíèåì

~f = fξ(ξ,η, ζ)~eξ + fη(ξ,η, ζ)~eη + fζ(ξ,η, ζ)~eζ,
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òî âû÷èñëåíèå rot ~f íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëå (5.21) îêàçûâàåòñÿ âåñüìà
ãðîìîçäêèì, ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ñòîêñà.

Íàéäåì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ aξ, aη, aζ ðàçëîæå-
íèÿ ðîòîðà

rot ~f = aξ~eξ + aη~eη + aζ~eζ (5.22)

ïî áàçèñó {~eξ, ~eη, ~eζ}.
Îáîçíà÷èì Σ

(1)
− îðèåíòèðîâàííóþ ½ãðàíü“ P1P2P4P3 ïàðàëëåëåïèïåäà

Π (ñì. ðèñ. 2.2) ñ íîðìàëüþ ~n−, âíóòðåííåé ïî îòíîøåíèþ ê Π. Çàïèøåì
äëÿ Σ

(1)
− è ôóíêöèè ~f òåîðåìó Ñòîêñà:∮

`+

(~f,
−→
d`) =

∫∫
Σ(1)
−

(rot ~f,
−→
dσ). (5.23)

Íàïðàâëåíèåì íà `+, ñîãëàñîâàííûì ñ îðèåíòàöèåé Σ
(1)
− , ÿâëÿåòñÿ íàïðàâ-

ëåíèå îò P1 ê P2 è äàëåå ê P4, P3.
Êàê ïîêàçàíî â 5.4, íà ½ãðàíè“ P1P2P4P3 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ~n− =

= −~n+ = ~eζ è, çíà÷èò, (rot ~f, ~n−) = aζ, ïîýòîìó∫∫
Σ(1)
−

(rot ~f,
−→
dσ) =

∫∫
Σ(1)

(rot ~f, ~n−)dσ =

∫∫
Σ(1)

aζ dσ.

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïîëó÷èì:∫∫
Σ(1)

aζ dσ = aζ(P
∗)S1243,

ãäå S1243 � ïëîùàäü ½ãðàíè“ P1P2P4P3, à P ∗ � íåêîòîðàÿ òî÷êà ýòîé ãðàíè.
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè aζ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

aζ(P
∗) = aζ(ξ0,η0, ζ0) + o(1).

Ó÷èòûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî è ôîðìóëó (2.16) äëÿ S1243, íàéäåì:∫∫
Σ(1)
−

(rot ~f,
−→
dσ) = aζHξHη|∆ξ∆η|+ o(∆ξ∆η). (5.24)

Âû÷èñëèì òåïåðü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë â ðàâåíñòâå (5.23), êîòî-
ðûé ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷åòûðåõ èíòåãðàëîâ ïî êðèâûì P1P2, P2P4, P4P3

è P3P1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà èíòåãðàë ïî P3P1. ßñíî, ÷òî
∫

P3P1

(~f,
−→
d`) =
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= −
∫

P1P3

(~f,
−→
d`). Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíè-

ÿìè êðèâîé P1P3 ÿâëÿþòñÿ:

~r = ~r(η) = [x(ξ0,η, ζ0), y(ξ0,η, ζ0), z(ξ0,η, ζ0)]
T , η ∈ [η0,η0 + ∆η],

ïîýòîìó ∫
P1P3

(~f,
−→
d`) =

η0+∆η∫
η0

(~f, ~r ′η) dη.

Òàê êàê ~r ′η =

[
∂x

∂η
,
∂y

∂η
,
∂z

∂η

]T

� êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êîîðäèíàòíîé ëèíèè

η, òî èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ~eη ïîëó÷èì, ÷òî ~rη = Hη~eη. Çíà÷èò, (~f, ~r ′η) =
= Hηfη è, ñëåäîâàòåëüíî,∫

P3P1

(~f,
−→
d`) = −

η0+∆η∫
η0

fη(ξ0,η, ζ0)Hη(ξ0,η, ζ0) dη. (5.25)

Àíàëîãè÷íî èíòåãðàëó ïî P1P3 âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë ïî P2P4; îòëè÷èå
îò ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ òîëüêî â òîì, ÷òî çäåñü ξ = ξ0 + ∆ξ. Òàêèì
îáðàçîì,∫

P2P4

(~f,
−→
d`) =

η0+∆η∫
η0

fη(ξ0 + ∆ξ,η, ζ0)Hη(ξ0 + ∆ξ,η, ζ0) dη. (5.26)

Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (5.25) è (5.26) ïîëó÷èì:∫
P3P1∪P2P4

(~f,
−→
d`) =

η0+∆η∫
η0

[
G(ξ0 + ∆ξ,η, ζ0)−G(ξ0,η, ζ0)

]
dη,

ãäå G(ξ,η, ζ) = fη(ξ,η, ζ)Hη(ξ,η, ζ). Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì∫
P3P1∪P2P4

(~f,
−→
d`) =

[
G(ξ0 + ∆ξ,η∗, ζ0)−G(ξ0,η

∗, ζ0)
]
dη,

ãäå η∗ ∈ [η0,η0 + ∆η]. Èñïîëüçóÿ äëÿ ôóíêöèè G òåîðåìó Ëàãðàíæà, íàé-
äåì: ∫

P3P1∪P2P4

(~f,
−→
d`) =

∂G(ξ∗,η∗, ζ0)

∂ξ
∆ξ∆η.
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Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè G, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî∫
P3P1∪P2P4

(~f,
−→
d`) =

∂(Hηfη)

∂ξ
∆ξ∆η+ o(∆ξ∆η). (5.27)

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë ïî P1P2 ∪ P4P3:∫
P1P2∪P4P3

(~f,
−→
d`) =

∂(Hξfξ)

∂η
∆ξ∆η+ o(∆ξ∆η). (5.28)

Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (5.27) è (5.28) íàõîäèì:∮
`+

(~f,
−→
d`) =

[
∂

∂ξ
(Hηfη)−

∂

∂η
(Hξfξ)

]
∆ξ∆η+ o(∆ξ∆η).

Òåïåðü èç ðàâåíñòâ (5.23) è (5.24) ñëåäóåò (ïðè ∆ξ > 0, ∆η > 0) ñîîòíîøå-
íèå

aζHξHη∆ξ∆η =

[
∂

∂ξ
(Hηfη)−

∂

∂η
(Hξfξ)

]
∆ξ∆η+ o(∆ξ∆η).

Ðàçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà ∆ξ∆η è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆ξ→ 0, ∆η→
→ 0, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà aζ:

aζ =
1

HξHη

[
∂

∂ξ
(Hηfη)−

∂

∂η
(Hξfξ)

]
. (5.29)

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (5.29) óñòàíàâëèâàþòñÿ ðàâåíñòâà:

aξ =
1

HηHζ

[
∂

∂η
(Hζfζ)−

∂

∂ζ
(Hηfη)

]
,

aη =
1

HξHζ

[
∂

∂ζ
(Hξfξ)−

∂

∂ξ
(Hζfζ)

]
,

êîòîðûå âìåñòå ñ (5.29) è ðàçëîæåíèåì (5.22) äàþò ïðåäñòàâëåíèå ðîòîðà
â êðèâîëèíåéíûõ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ρ,ϕ, z)

rot ~f =
1

ρ

[
∂fz

∂ϕ
− ρ∂fϕ

∂z

]
~eρ +

[
∂fρ
∂z

− ∂fz

∂ρ

]
~eϕ +

1

ρ

[
∂(ρfϕ)

∂ρ
− ∂fρ

∂ϕ

]
~ez,

à äëÿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ρ, ϑ,ϕ)

rot ~f =
1

ρ sin ϑ

[
∂fϑ
∂ϕ

− ∂(sin ϑfϕ)

∂ϑ

]
~eρ +

1

ρ

[
∂fρ
∂ϑ

− ∂(ρfϑ)

∂ρ

]
~eϕ+
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+
1

ρ sin ϑ

[
sin ϑ

∂(ρfϕ)

∂ρ
− ∂fρ

∂ϕ

]
~eϑ.

Êàê è äèâåðãåíöèÿ, âåêòîð rot ~f ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû Ñòîêñà íå çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàò ñïîñîáîì [1].

5.6. Îïåðàòîð Ëàïëàñà

Â ôèçèêå î÷åíü âàæíóþ ðîëü èãðàåò âûðàæåíèå ∆u = div(gradu),
íàçûâàåìîå îïåðàòîðîì Ëàïëàñà ôóíêöèè u. Íàïðèìåð, ïîòåíöèàë u ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â îòñóòñòâèå èñòî÷íèêîâ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∆u = 0. Ìîæíî ïðèâåñòè ìíîãî äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âàæíûõ
ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ïðè
èçó÷åíèè ýòèõ ìîäåëåé ÷àñòî íåîáõîäèìî èìåòü ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

gradu =

[
∂u

∂x
,

∂u

∂y
,

∂u

∂z

]T

; div~v =
∂vx

∂x
+

∂vy

∂y
+

∂vz

∂z
,

ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå

∆u =
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 +
∂2u

∂z2 .

Äëÿ êðèâîëèíåéíûõ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò (ξ,η, ζ) èç ïðåäñòàâëå-
íèé (5.10) è (5.20) ñëåäóåò:

∆u =
1

HξHηHζ

[
∂

∂ξ

(
HηHζ

Hξ

∂u

∂ξ

)
+

∂

∂η

(
HξHζ

Hη

∂u

∂η

)
+

∂

∂ζ

(
HξHη

Hζ

∂u

∂ζ

)]
.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ρ,ϕ, z)

∆u =
1

ρ

[
∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

∂

∂ϕ

(
1

ρ

∂u

∂ϕ

)
+

∂

∂z

(
ρ
∂u

∂z

)]
=

=
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2u

∂ϕ2 +
∂2u

∂z2 ,

à äëÿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ρ, ϑ,ϕ)

∆u =
1

ρ2 sin ϑ

[
∂

∂ρ

(
ρ2 sin ϑ

∂u

∂ρ

)
+

∂

∂ϕ

(
1

sin ϑ

∂u

∂ϕ

)
+

∂

∂ϑ

(
sin ϑ

∂u

∂ϑ

)]
=

=
1

ρ2

∂

∂ρ

(
ρ2∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2 sin2 ϑ

∂2u

∂ϕ2 +
1

ρ2 sin ϑ

∂

∂ϑ

(
sin ϑ

∂u

∂ϑ

)
.
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è â äðóãèõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.
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