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Ââåäåíèå

Äàííîå èçäàíèå ÿâëÿåòñÿ èñïðàâëåííûì è äîïîëíåííûì âàðèàíòîì ïî-
ñîáèÿ [ 1 ]. Â íåì èçëàãàþòñÿ îñíîâû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî ñîîòâåòñòâóþùèå íîâîé ðàáî÷åé ïðîãðàììå äèñöèïëèíû ½Òåîðèÿ
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî“ (ÔÃÎÑ�3).

Ïåðâûé ðàçäåë ïîñâÿùåí êðàòêîìó îïèñàíèþ ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ
÷èñåë, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ çíàêîìñòâî ÷èòàòåëÿ ñ ïîñîáèåì [ 2 ], ê êî-
òîðîìó è îòñûëàåì çà ïîäðîáíîñòÿìè. Îòìåòèì, ÷òî â ïîñîáèè îïóñêàþòñÿ
òå äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå â îñíîâíîì ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâà â ñëó÷àå
âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â ïîñîáèÿõ [ 3 ] è [ 4 ].

Â ïîñîáèè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ âûõîäÿùèå çà ðàìêè ïðîãðàììû âî-
ïðîñû òåîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé [ 5 ] ½ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé“, êîí-
ôîðìíûõ îòîáðàæåíèé è àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, ïîäðîáíîå èçëîæå-
íèå äàííûõ âîïðîñîâ ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêàõ [ 6 ], [ 7 ]. Îáðàòèì âíèìàíèå
íà îïðåäåëåíèå îáëàñòè, ïðèâåäåííîå âî âòîðîì ðàçäåëå, êîòîðîå íå ÿâëÿ-
åòñÿ íàèáîëåå îáùèì.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ (3 � 12) ïîñâÿùåíà äèôôåðåíöèàëüíîìó è èí-
òåãðàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, òåîðåìàì
Êîøè, ðÿäàì Òåéëîðà è Ëîðàíà è òåîðèè âû÷åòîâ.

Çàêàí÷èâàåòñÿ ïîñîáèå (13) ïðèìåðàìè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âû÷åòîâ ê
âû÷èñëåíèþ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ è (14) ãåîìåòðè÷åñêèì ïðèíöèïàì.

×èòàòåëåé, èíòåðåñóþùèõñÿ ïîëíûì èçëîæåíèåì òåîðèè ôóíêöèé
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è ìíîãî÷èñëåííûìè åå ïðèëîæåíèÿìè, àäðåñóåì
ê ó÷åáíèêó [ 7 ] è ïîñîáèþ [ 8 ].

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â ïîñîáèè.
Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì IN; ìíîæåñòâî öå-
ëûõ ÷èñåë � Z; ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë � R; ìíîæåñòâî êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë � C. Çíàê îòìå÷àåò êîíåö äîêàçàòåëüñòâà; çíàê ⊗ � êîíåö
çàìå÷àíèÿ, à çíàê • � êîíåö ïðèìåðà.

1. Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïîäðîáíî îïèñàíû â ïîñî-
áèè [ 2, ãë. 2 ]. Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ êðàòêèì èçëîæåíèåì îñíîâíûõ ôàêòîâ.

Êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè z = (x, y) ∈ C íàçûâàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå
ïàðû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ãäå x ∈ R, y ∈ R. Ðàâåíñòâî z1 = z2, ãäå
z1 = (x1, y1) è z2 = (x2, y2), ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ ñèñòåìû ðàâåíñòâ{
x1 = x2,

y1 = y2.
Äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëåíû 2 îïåðàöèè: ñëîæåíèå

z1 + z2 = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) (1.1)
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è óìíîæåíèå

z1z2 = (x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1), (1.2)

îáëàäàþùèå âñåìè ñâîéñòâàìè ýòèõ æå îïåðàöèé äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (0, 1) íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíèöåé è îáîçíà÷à-

åòñÿ i = (0, 1). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ óìíîæåíèÿ (1.2), î÷åâèäíî, i2 = −1.
Ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = (x, y) â âèäå z = x + yi íàçûâà-
åòñÿ åãî àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé. Ïðè ýòîì ñëîæåíèå (1.1) è óìíîæåíèå
(1.2) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîæíî ïðîèçâîäèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìàëüíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî i2 = −1. Ïðèâåäåì ôîðìóëó
äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå (z2 = x2 + y2i 6= 0):

z1

z2
=
x1 + y1i

x2 + y2i
=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2
+
x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2
i.

Åñëè z = (x, y) ∈ C, òî x íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà z, à y � ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è èñïîëüçó-
þòñÿ îáîçíà÷åíèÿ x = <e z, y = =m z. Åñëè z = (x, y) ∈ C, òî ÷èñëî
(x,−y) = x− yi íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì è îáîçíà÷àåòñÿ z.

Òàê êàê êîìïëåêñíîå ÷èñëî åñòü óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåùåñòâåííûõ
÷èñåë, òî ìíîæåñòâî C ïîëåçíî îòîæäåñòâëÿòü ñ âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòüþ
R 2. Ââåäåì íà ïëîñêîñòè R 2 äåêàðòîâó (ïðÿìîóãîëüíóþ) ñèñòåìó êîîðäè-
íàò è êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = x + yi ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
(âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå) òî÷êó ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), êîòîðóþ áó-
äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç z, òàê æå êàê è ñîîòâåòñòâóþùåå åé ÷èñëî. Âåùåñòâåí-
íûì ÷èñëàì (ò. å. êîìïëåêñíûì ÷èñëàì âèäà z = x+0i) ñîîòâåòñòâóþò ïðè
ýòîì òî÷êè îñè àáñöèññ, è ïîýòîìó îñü àáñöèññ íàçîâåì âåùåñòâåííîé îñüþ.
Òî÷êàì îñè îðäèíàò ñîîòâåòñòâóþò êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà z = 0+yi = yi;
ýòó îñü íàçîâåì ìíèìîé îñüþ. Íà÷àëó êîîðäèíàò, î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâó-
åò ÷èñëî 0 + 0i (èëè ïðîñòî 0). Ïëîñêîñòü ñ ôèêñèðîâàííîé äåêàðòîâîé
ñèñòåìîé êîîðäèíàò, íà êîòîðîé èçîáðàæàþòñÿ îïèñàííûì ñïîñîáîì êîì-
ïëåêñíûå ÷èñëà, íàçîâåì êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ (èëè ïëîñêîñòüþ C ).

Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C íàðÿäó ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò
ââåäåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ðèñ. 1.1). Ïîëÿðíûé ðàäèóñ r òî÷êè
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Ðèñ. 1.1

z íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñ-
ëà z è îáîçíà÷àåòñÿ |z|. ßñíî, ÷òî ìîäóëü
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåëåí îäíîçíà÷-
íî, ïðè ýòîì:

r = |z| =
√
x2 + y2 ≥ 0

è r = |z| = 0 ⇔ z = 0. Ïîëÿðíûé óãîë
ϕ òî÷êè z íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ
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ϕ = Arg(z). Ãëàâíîå çíà÷åíèå ïîëÿðíîãî óãëà ϕ0 = arg(z) ∈ (−π, π] íà-
çûâàþò ãëàâíûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà. Î÷åâèäíî, äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
z = 0 àðãóìåíò íå îïðåäåëåí. Åñëè z 6= 0, òî Arg(z) = arg(z) + 2πk, k ∈ Z.
Åñëè çàäàíû ìîäóëü r è àðãóìåíò ϕ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ yi, òî{

x = r cos(ϕ),

y = r sin(ϕ)

è ïîýòîìó

z = r(cos(ϕ) + i sin(ϕ)) = |z|(cos(Arg(z)) + i sin(Arg(z))). (1.3)

Ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z â âèäå (1.3) íàçûâàþò òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ôîðìîé çàïèñè.

Åñëè äëÿ ϕ ∈ R ââåñòè, ïî îïðåäåëåíèþ,

eiϕ = cos(ϕ) + i sin(ϕ), (1.4)

òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.3) è (1.4) ïîëó÷èì äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà z ïðåäñòàâëåíèå

z = reiϕ,

íàçûâàåìîå ïîêàçàòåëüíîé ôîðìîé çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Ââåäåì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü c ∈ C, ε > 0. Ìíîæåñòâî

Kε(c) = {z ∈ C | |z − c| < ε}
íàçûâàåòñÿ ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè c. Ìíîæåñòâî

◦
Kε(c) = {z ∈ C | 0 < |z − c| < ε} = Kε(c) \ {c}

íàçûâàåòñÿ ïðîêîëîòîé ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè c.

Äàííîå îïðåäåëåíèå î÷åíü ïîõîæå íà îïðåäåëåíèå îêðåñòíîñòè òî÷êè
íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (ñì. îïðåäåëåíèå 2.1 â [ 3 ]).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìíîæåñòâî X ⊂ C íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå M > 0, ÷òî |z| ≤M äëÿ ëþáîãî z ∈ X.

Ïóñòü {zn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë zn = xn + iyn.

Îïðåäåëåíèå 1.3. ×èñëî c∈ C íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {zn}, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N = N(ε),
÷òî ïðè ëþáîì n > N , zn ïðèíàäëåæèò ε-îêðåñòíîñòè Kε(c) òî÷êè c,
ò. å. âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |zn − c| < ε äëÿ âñåõ n > N . Îáîçíà÷åíèå:
lim zn = c èëè zn → c.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ ïðåäåë, íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, à â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ðàñõîäÿùåéñÿ.

5



Óòâåðæäåíèå 1.1. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ lim zn = c íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû âåùåñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn = |zn − c| èìåëà
ïðåäåë 0 (lim |zn − c| = 0).

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 1.3 .
Çàïèøåì êîìïëåêñíûå ÷èñëà zn è c â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå: zn =

= xn + iyn è c = a+ ib. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1.2. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ lim zn = c íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè 2 ïðåäåëà âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé {

xn → a,

yn → b.

Äîêàçàòåëüñòâî. =⇒ Åñëè zn → c, òî èç óòâåðæäåíèÿ 1.1 ñëåäóåò,
÷òî |zn − c| → 0. Òàê êàê âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

0 ≤ |xn − a| ≤
√

(xn − a)2 + (yn − b)2 = |zn − c|,

òî ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðåäåëå ñæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. [ 3, òåîðåìà
2.8])

|xn − a| → 0 =⇒ xn → a.

Àíàëîãè÷íî, yn → b.
⇐= Ïóñòü xn → a è yn → b. Òîãäà

0 ≤ |zn − c| = |(xn − a) + i(yn − b)| =
√

(xn − a)2 + (yn − b)2 → 0.

Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ñæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè |zn − c| → 0 è ïî óòâåð-
æäåíèþ 1.1 zn → c.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Êîìïëåêñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} â C íà-
çûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî íåðàâåíñòâî |zk − zn| <
< ε ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ n > N è k > N .

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ âåùåñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè [ 3, 2.9] äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ôàêòû:

1) åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;
2) îãðàíè÷åííîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;
3) êðèòåðèé Êîøè: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíà ôóíäàìåíòàëüíà;
4) òåîðåìû î ïðåäåëå ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî;
5) òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà: îãðàíè÷åííàÿ â C ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü [ 9, 3.6].
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Óòâåðæäåíèå 1.3. Åñëè ñóùåñòâóåò lim zn = c, òî ñóùåñòâóþò
ïðåäåëû lim zn = c è lim |zn| = |c|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.2

lim zn = c =⇒

{
xn → a,

yn → b.
(1.5)

Èç (1.5) lim(−yn) = −b è ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðåäåëå ñóììû

lim zn = lim(xn − iyn) = lim(xn + i(−yn)) = a− ib = c.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è (1.5):

lim |zn| = lim
√
x2
n + y2

n =
√
a2 + b2 = |c|.

Ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå.

Óòâåðæäåíèå 1.4. Åñëè ñóùåñòâóåò lim zn = c è c 6= 0, arg(c) 6=
6= π, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim arg(zn) = arg(c).

Çàìå÷àíèå 1.1. Åñëè arg(c) = π, òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {z(1)
n },

=m(z
(1)
n ) > 0, èìåþùåé ïðåäåë lim z

(1)
n = c, î÷åâèäíî ïîëó÷èì

lim arg(z(1)
n ) = π,

à äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {z(2)
n }, =m(z

(2)
n ) < 0, èìåþùåé òîò æå ïðåäåë

lim z
(2)
n = c, âûïîëíåíî lim arg(z

(2)
n ) = −π. Åñëè æå ïîñòðîèòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü zk =

{
z

(1)
n ïðè k = 2n− 1,

z
(2)
n ïðè k = 2n,

òî lim zn = c, íî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {arg(zn)} ðàñõîäèòñÿ. ⊗
Ïîíÿòèå ½áåñêîíå÷íîñòè“ íà ìíîæåñòâå C ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäó-

þùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {zn} íà-
çûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè: lim zn = ∞, åñëè

lim |zn| = +∞. (1.6)

Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-
øîé.

Ñîîòíîøåíèå (1.6) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà
ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N = N(ε), ÷òî íåðàâåíñòâî

|zn| > ε (1.7)
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âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ n > N .
Äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âåð-

íû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1. Åñëè zn 6= 0, n ∈ IN, òî lim zn = ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
1

zn
= 0.

2. Åñëè lim zn = ∞ è |ζn| < C < +∞, òî lim(zn+ ζn) = ∞ è lim
ζn
zn

= 0.

3. Åñëè lim zn = ∞ è lim ζn = c 6= 0, òî lim(znζn) = ∞ è (c 6= ∞)

lim
zn
ζn

= ∞.

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ (1.6). Íåðàâåíñòâî
(1.7) îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà zn ëåæèò âíå êðóãà ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå
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•

zn

ε

0

Ðèñ. 1.2

0 (ðèñ. 1.2). Ìíîæåñòâî

Kε(∞) = {z | |z| > ε}

íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íî-
ñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ∞ ÿâëÿåòñÿ ïðå-
äåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}, åñëè â
ëþáîé îêðåñòíîñòè Kε(∞) ñîäåðæàòñÿ
âñå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çà
èñêëþ÷åíèåì èõ êîíå÷íîãî ÷èñëà. Òàêèì

îáðàçîì, ñèìâîëó z = ∞ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ
òî÷êà. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, äîïîëíåííàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé,
íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ (C ).

Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì ñôåðó S, êàñàþùóþñÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè Π â
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•

•

•

•

◦

z

M

P

S

x

y

Π

0

Ðèñ. 1.3

òî÷êå 0 (ðèñ. 1.3). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç P òî÷êó ñôåðû S, äèàìåò-
ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êå 0
(ñåâåðíûé ïîëþñ ñôåðû). Êàæäîé
òî÷êå z êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè Π
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êóM ,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå-
÷åíèÿ ñôåðû S ñ îòðåçêîì, ñî-
åäèíÿþùèì òî÷êè z è P . ßñíî,
÷òî ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{zn}, ñõîäÿùåéñÿ ê áåñ-

êîíå÷íîñòè, ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ñôåðû S, ñõîäÿùèõ-
ñÿ ê òî÷êå P . Ïîýòîìó òî÷êå z = ∞ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó P .
Òàêîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
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è òî÷êàìè ñôåðû S ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì. Îíî íàçûâàåòñÿ ñòå-
ðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé, à ñôåðà S íàçûâàåòñÿ ñôåðîé Ðèìàíà.

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà (âêëþ÷àÿ z = ∞) ìîæíî èçîáðàæàòü òî÷êàìè
íà ñôåðå Ðèìàíà. Ïðè ýòîì ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ
÷èñåë èçîáðàæàþòñÿ íà ñôåðå Ðèìàíà ñõîäÿùèìèñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
òî÷åê.

Ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â îêðóæíî-
ñòè, óãîë ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ êðèâûìè íà ïëîñêîñòè ðàâåí óãëó ìåæ-
äó îáðàçàìè ýòèõ êðèâûõ íà ñôåðå Ðèìàíà [ 10 ].

Îïðåäåëåíèå 1.6. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn}, zn ∈ C. Îáðàçó-
åì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ïî ïðàâèëó Sn = z1 + z2 + · · · + zn.
Ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {zn} è {Sn} íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì â C.
Åñëè ñóùåñòâóåò limSn = S ∈ C, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ, S íà-

çûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà, è ïèøóò S =
+∞∑
n=1

zn. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðÿä

ðàñõîäèòñÿ.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü óïðîùåííóþ òåðìèíîëîãèþ: ðÿäîì

áóäåì íàçûâàòü ñèìâîë
+∞∑
n=1

zn, à íå ïàðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Êîíå÷íî, â

äîêàçàòåëüñòâàõ íàäî ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn} è
äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå åå ïðåäåëà.

Ïóñòü zn = xn + iyn.

Óòâåðæäåíèå 1.5. Ðÿä
+∞∑
n=1

zn ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ âåùåñòâåííûå ðÿäû
+∞∑
n=1

xn è
+∞∑
n=1

yn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì ÷àñòè÷íûå ñóììû

Sn = z1 + z2 + · · ·+ zn = (x1 + x2 + · · ·+ xn) + i(y1 + y2 · · ·+ yn) = S ′n + iS ′′n,

ãäå S ′n è S ′′n � ÷àñòè÷íûå ñóììû âåùåñòâåííûõ ðÿäîâ
+∞∑
n=1

xn è
+∞∑
n=1

yn. Ñî-

ãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.2

Sn → S = S ′ + iS ′′ ⇐⇒

{
S ′n → S ′,

S ′′n → S ′′.
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Îïðåäåëåíèå 1.7. Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
+∞∑
n=1

zn àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, åñ-

ëè ñõîäèòñÿ ðÿä
+∞∑
n=1

|zn|.

Óòâåðæäåíèå 1.6. Ðÿä
+∞∑
n=1

zn ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ ðÿäû
+∞∑
n=1

xn è
+∞∑
n=1

yn.

Äîêàçàòåëüñòâî. =⇒ Ïóñòü ñõîäèòñÿ ðÿä
+∞∑
n=1

|zn|. Èç î÷åâèäíûõ

íåðàâåíñòâ |zn| =
√
x2
n + y2

n ≥ |xn| è |zn| =
√
x2
n + y2

n ≥ |yn| ïî ïðèçíà-

êó ñðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
+∞∑
n=1

|xn| è

+∞∑
n=1

|yn|. Çíà÷èò, ðÿäû
+∞∑
n=1

xn è
+∞∑
n=1

yn ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî.

⇐= Ïóñòü ðÿäû
+∞∑
n=1

|xn| è
+∞∑
n=1

|yn| ñõîäÿòñÿ, òîãäà ñõîäèòñÿ è ðÿä

+∞∑
n=1

(|xn|+ |yn|). Òàê êàê

|zn| = |xn + iyn| ≤ |xn|+ |i||yn| = |xn|+ |yn|,

òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ ðÿä
+∞∑
n=1

|zn| ñõîäèòñÿ, çíà-

÷èò, ðÿä
+∞∑
n=1

zn ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Óòâåðæäåíèå 1.7. Åñëè ðÿä
+∞∑
n=1

zn àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî îí ñõî-

äèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðÿä
+∞∑
n=1

|zn| ñõîäèòñÿ, òî ñîãëàñíî óòâåðæäå-
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íèþ 1.6 ðÿäû
+∞∑
n=1

|xn| è
+∞∑
n=1

|yn| ñõîäÿòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå

îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè âåùåñòâåííîãî ðÿäà (ñì. òåîðåìó 9.8 èç [ 3 ]), ðÿ-

äû
+∞∑
n=1

xn è
+∞∑
n=1

yn ñõîäÿòñÿ. Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 1.5 ðÿä
+∞∑
n=1

zn òàêæå

ñõîäèòñÿ.

2. Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïðåäåë.
Íåïðåðûâíîñòü

Ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííî-
ãî, ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ C. Îäíàêî äëÿ äàëü-
íåéøåãî òàêàÿ îáùíîñòü íå íóæíà, è ïîä îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
îáû÷íî ïîíèìàþò ìíîæåñòâî ñïåöèàëüíîãî âèäà, íàçûâàåìîå îáëàñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ìíîæåñòâî D ⊂ C íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ D, åñ-
ëè:

1) âìåñòå ñ ëþáîé òî÷êîé z ýòîãî ìíîæåñòâà åìó ïðèíàäëåæèò
ε-îêðåñòíîñòü Kε(z) ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì ε;

2) ëþáûå 2 òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé
ëèíèåé, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùåé ýòîìó ìíîæåñòâó.

Èñïîëüçóÿ ÿçûê òåîðèè ìíîæåñòâ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îáëàñòü � îò-
êðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Åñëè D � îáëàñòü è òî÷êà z /∈ D, íî äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 åñòü õîòÿ áû îäíà òàêàÿ òî÷êà z0 ∈ Kε(z), ÷òî z0 ∈ D,
òî òî÷êà z íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé îáëàñòè D. Ìíîæåñòâî âñåõ
ãðàíè÷íûõ òî÷åê D íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè D è îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåç ∂D. Ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùåå îáëàñòè D è åå ãðàíèöå ∂D,
íàçîâåì çàìêíóòîé îáëàñòüþ è îáîçíà÷èì D = D ∪ ∂D.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà z íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé
òî÷êîé ãðàíèöû îáëàñòè, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè Kε(z),
òàêàÿ, ÷òî òî÷êà z ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé íå ïðèíàäëåæàùåé îáëàñòè
D òî÷êîé Kε(z).

Óñëîâèìñÿ, êàêèå ãðàíèöû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â äàëüíåéøåì. Äëÿ
ýòîãî äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå1.

1Ïðè ýòîì îãðàíè÷èìñÿ íå ñàìûì îáùèì ñëó÷àåì, íî äîñòàòî÷íûì äëÿ áîëüøèíñòâà

ïðèëîæåíèé.
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Îïðåäåëåíèå 2.4. Êðèâàÿ (èëè äóãà) íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè îíà
íåïðåðûâíà, íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé (ìîæåò áûòü çàìêíóòîé) è â
êàæäîé åå òî÷êå ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ, ïðè÷åì íàïðàâëåíèå êà-
ñàòåëüíîé èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî êðèâîé.

Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ, íå èìåþùàÿ ñàìîïåðåñå÷åíèé, êîòîðàÿ ñîñòî-
èò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ äóã, ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó êîíöàìè,
íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé.

Îòìåòèì, ÷òî êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ ìîæåò èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ íå ñóùåñòâóåò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíèöà ∂D îáëàñòè D ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
çàìêíóòûõ êðèâûõ Γi, íåçàìêíóòûõ êðèâûõ (ðàçðåçîâ)γk è èçîëèðîâàííûõ
òî÷åê cm, ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî çàìêíóòûå êðèâûå è ðàçðåçû êóñî÷íî-
ãëàäêèå.
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Γ1

Γ2

Γ3

γ1

D

c1

c2

c3

•

•

•

Ðèñ. 2.1

Åñëè ÷èñëî ïîïàðíî íå ïåðåñå-
êàþùèõñÿ, çàìêíóòûõ êðèâûõ, ðàç-
ðåçîâ è òî÷åê, èç êîòîðûõ ñîñòî-
èò ãðàíèöà ðàâíî n, òî îáëàñòü íà-
çûâàåòñÿ n-ñâÿçíîé. Â ñëó÷àå n =
1 îáëàñòü íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé.
Ãðàíèöà îáëàñòè D, èçîáðàæåííîé
íà ðèñ. 2.1 ñîñòîèò èç òðåõ çàìêíó-
òûõ êðèâûõ (Γ1, Γ2, Γ3), îäíîãî ðàç-
ðåçà (γ1) è òðåõ òî÷åê (c1, c2, c3) è,
òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ñå-
ìèñâÿçíîé.

Ãëàäêàÿ êðèâàÿ çàäàåòñÿ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè x = ϕ(t), y = ψ(t), ãäå
t1 ≤ t ≤ t2, ïðè÷åì ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà t èç (t1, t2) ñîîòâåò-
ñòâóþò ðàçëè÷íûå òî÷êè êðèâîé Γ. Ôóíêöèè ϕ(t) è ψ(t) íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìû ïðè t ∈ [t1, t2] è ïðîèçâîäíûå ϕ′(t) è ψ′(t) îäíîâðåìåííî íå
îáðàùàþòñÿ â íîëü. Óðàâíåíèå êðèâîé ìîæíî çàìåíèòü îäíèì óðàâíåíèåì
z = z(t), ãäå

z = z(t) = x(t) + iy(t) = ϕ(t) + iψ(t). (2.1)

Óðàâíåíèå (2.1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì êðèâîé â êîìïëåêñíîé ôîðìå è åìó
ñîîòâåòñòâóåò êðèâàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Î÷åâèäíî, ãëàäêàÿ êðè-
âàÿ ñïðÿìëÿåìà, ò. å. èìååò êîíå÷íóþ äëèíó.

Åñëè ãëàäêàÿ êðèâàÿ z = z(t) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, òî äîëæíû áûòü
âûïîëíåíû åùå óñëîâèÿ:

z(t1) = z(t2),
dz

dt
(t1) =

dz

dt
(t2),

(
dz

dt
=
dx

dt
+ i

dy

dt

)
.
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Ïðîèëëþñòðèðóåì ïàðàìåòðèçàöèþ íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ.
Ïðèìåð 2.1. Íàéòè êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå ÷àñòè ïàðàáîëû y = x2

ìåæäó òî÷êàìè (0, 0) è (1, 1). Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ìîæíî âçÿòü t = x,
t ∈ [0, 1]. Ïîýòîìó èñêîìîå óðàâíåíèå áóäåò z = t+ it2, t ∈ [0, 1]. •

Ïðèìåð 2.2. Íàéòè êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ñ

öåíòðîì â òî÷êå a (ðèñ. 2.2). Çàïèøåì ÷èñëî z−a
â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå z − a = ρeiϕ. Äëÿ òî÷åê
äàííîé îêðóæíîñòè ρ = |z − a| = r. Ïîýòîìó èñ-
êîìîå óðàâíåíèå áóäåò z = a+reit, ãäå ïàðàìåòð t
ðàâåí ϕ = arg(z − a). Òàê êàê ðàçëè÷íûì òî÷êàì
èç èíòåðâàëà (t1, t2) äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü ðàç-
ëè÷íûå òî÷êè êðèâîé, à çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà t1
è t2 � îäíà òî÷êà êðèâîé, òî |t1 − t2| = 2π. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî t ∈ [−π, π]. •
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a

t

z(t)

x

y

0

•

•

Ðèñ. 2.2

Îïðåäåëåíèå 2.5. Åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó z ∈ X ⊂ C ïî íåêî-
òîðîìó ïðàâèëó f ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò
w ∈ Y ⊂ C, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë X îïðåäå-
ëåíà (çàäàíà) ôóíêöèÿ f êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z, ïðèíèìàþùàÿ çíà-
÷åíèÿ èç ïîäìíîæåñòâà Y ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå f : X → Y , à çíà÷åíèå ôóíêöèè
f â òî÷êå z îáîçíà÷àåòñÿ f(z).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâà X è Y èç îïðåäå-
ëåíèÿ 2.5 ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè.

Ïîäîáíî òîìó, êàê çàäàíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ðàâíîñèëüíî çàäà-
íèþ äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x è y: z = (x, y) ∈ X ⊂ R 2, òî ïîëîæèâ
u(x, y) = <ef(z), v(x, y) = =mf(z), ïîëó÷èì u, v : X → R 2 è f = u + iv.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè u è v åñòü ôóíêöèè äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ.

Åñëè ìåæäó òî÷êàìè ìíîæåñòâ X è Y ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå, óñòàíàâëèâàåìîå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè w = f(z), òî ñó-
ùåñòâóåò è îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè Y è X. Ïîýòîìó z
ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ w. Òàêàÿ ôóíêöèÿ z = f−1(w)
íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè f : X → Y ; îíà îòîáðàæàåò
ìíîæåñòâî Y íà ìíîæåñòâî X (f−1 : Y → X).

Îïðåäåëåíèå 2.6. Âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïå-
ðåìåííîãî íàçûâàåòñÿ îäíîëèñòíîé.

Çàìåòèì, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà C × C (èìåþùåãî ðàçìåðíîñòü ÷åòûðå) è íå
ìîæåò áûòü íàãëÿäíî èçîáðàæåí. Äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñõåìû ñ
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èçîáðàæåíèåì äâóõ ýêçåìïëÿðîâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (z) è (w), íà êî-
òîðûõ èçîáðàæàþòñÿ òî÷êè ci, ëèíèè γ è îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè (z) è èõ
îáðàçû c′i = f(ci), γ

′ = f(γ) è D′ = f(D′) íà ïëîñêîñòè (w) (ðèñ. 2.3).
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x u

y v

0

0

Γ

Γ′

(z) (w)

γ

γ′

D

D′

c1 c′1

c2 c′2

• •

•

•

f

Ðèñ. 2.3

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà c ∈ C íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà

X ⊂ C, åñëè â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
◦
Kδ(c) ñîäåðæàòñÿ òî÷êè,

ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó X.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïóñòü f : X → C, c ∈ C � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà X, C ∈ C. Òîãäà:

1) (ïðåäåë ïî Êîøè) ÷èñëî C íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷-
êå c, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî âûïîëíåíî

f(z) ∈ Kε(C) äëÿ âñåõ z ∈
◦
Kδ(c) ∩X (èíà÷å: äëÿ âñåõ z ∈ X, òàêèõ ÷òî

0 < |z − c| < δ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(z)− C| < ε);
2) (ïðåäåë ïî Ãåéíå) ÷èñëî C íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷-

êå c, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}, òàêîé ÷òî zn ∈ X è
zn 6= c, ñõîäÿùåéñÿ ê c (zn → c), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(zn)} ñõîäèòñÿ
ê C, ò. å. f(zn) → C.

Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Êîøè è Ãåéíå ýêâèâàëåíòíû. Èñïîëüçóþòñÿ
îáîçíà÷åíèÿ: lim

z→c
f(z) = C è f(z)−→

z→c
C.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Åñëè f : X → C, f = u+iv, c=a+ib � ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà X è C = A+ iB, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà lim

z→c
f(z) = C íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ïðåäåëû lim
(x,y)→(a,b)

u(x, y) = A

è lim
(x,y)→(a,b)

v(x, y) = B.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Åñëè f : X → C, c � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà X, C =
= A+ iB è ñóùåñòâóåò lim

z→c
f(z) = C, òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim

z→c
f(z) =

= C = A− iB è lim
z→c

|f(z)| = |C| =
√
A2 +B2.
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Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 2.1 è 2.2 ëåãêî ïðîâåñòè èñïîëüçóÿ îïðå-
äåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå è óòâåðæäåíèÿ 1.2 è 1.3 ñîîòâåòñòâåííî.

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ôóíêöèè îäíîé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé îñòàþò-
ñÿ ñïðàâåäëèâûìè ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè: åäèíñòâåííîñòü; îãðàíè÷åí-
íîñòü ôóíêöèè, èìåþùåé ïðåäåë; àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ ïðåäåëàìè;
òåîðåìà î ïðåäåëå ñóïåðïîçèöèè; êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà,
ñðàâíåíèå ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé (o, O, ∼), ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ
òåðìèíîëîãèÿ (ñì. [ 3, 2.2 � 2.6, 3.1]).

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà è ïðåäåëà íà áåñêîíå÷-
íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ãîâîðÿò:
1) lim

z→c
f(z) = ∞, åñëè lim

z→c
|f(z)| = +∞;

2) lim
z→∞

f(z) = C, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

δ = δ(ε) > 0, ÷òî èç |z| > δ, z ∈ X ñëåäóåò |f(z) − C| < ε, ò. å. f(z) ∈
∈ Kε(C).

Ââåäåì îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ïóñòü X ⊂ C, òîãäà ôóíêöèÿ f : X → C íàçû-
âàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå c ∈ X, åñëè lim

z→c
f(z) = f(c).

Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X,òî ãîâî-
ðÿò, ÷òî f íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X.

Êàê è â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî, äëÿ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû-
ìè òåîðåìû îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ è ñóïåðïîçèöèè íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé (ñì. [ 3, òåîðåìû 3.2 è 3.1]).

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ôóíêöèÿ f : X → C íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà X, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, ÷òî äëÿ
ëþáûõ z1, z2 ∈ X, òàêèõ, ÷òî |z1 − z2| < δ âûïîëíåíî |f(z1)− f(z2)| < ε.

Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå
X, òî îíà îãðàíè÷åíà, äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ïî ìîäóëþ
çíà÷åíèé è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà X.

Åñëè òî÷êà c òàêîâà, ÷òî c ∈ X è ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â
òî÷êå c, èëè òî÷êà c � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà X, íî c /∈ X, òî òî÷êà c íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè f .
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3. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî

Ðàññìîòðèì îáëàñòü D ⊂ C, ïóñòü z0 = x0 + iy0 ∈ D. Òàê êàê ïî
îïðåäåëåíèþ îáëàñòè (ñì. îïðåäåëåíèå 2.1 ) âñå òî÷êè îáëàñòè âíóòðåííèå,
òî òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé îáëàñòè D. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ
f : D → C, êîòîðóþ çàïèøåì â âèäå f = u(x, y) + iv(x, y), ãäå ôóíêöèè u
è v � ôóíêöèè äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x è y.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f íàçûâàåò-
ñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå z0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C ∈ C,
÷òî

f(z) = f(z0) + C(z − z0) + o(|z − z0|).

Îòìåòèì, ÷òî o(|z − z0|) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ.
Îïðåäåëåíèå 3.2. Åñëè ñóùåñòâóåò

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
,

òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå z0 è îáîçíà-

÷àåòñÿ f ′(z0) èëè
df

dz
(z0).

Òåîðåìà 3.1. Ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z0 òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò f ′(z0) è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + o(|z − z0|). (3.1)

Ôîðìóëà (3.1) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ
ôóíêöèè f â òî÷êå z0.

Äîêàçàòåëüñòâî â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîé
òåîðåìû äëÿ ôóíêöèè îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî (ñì. ïðåäëîæå-
íèÿ 4.1 è 4.2 èç [ 3 ]).

Òåîðåìà 3.2.Ôóíêöèÿ f(z) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z0 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèè u è v äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå (x0, y0) è
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà 

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0).

(3.2)

Óñëîâèÿ (3.2) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè Êîøè�Ðèìàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ρ = |z − z0| =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2

ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè (x0, y0) è (x, y).
=⇒ Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z0. Ïî îïðåäåëåíèþ

3.1 ñóùåñòâóåò òàêîå C = A+ iB, ÷òî f(z) = f(z0) + C(z − z0) + o(ρ) èëè

u(x, y) + iv(x, y) = u(x0, y0) + iv(x0, y0)+

+(A+ iB) ((x− x0) + i(y − y0)) + <e(o(ρ)) + i=m(o(ρ)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

u(x, y) = u(x0, y0) + A(x− x0)−B(y − y0) + <e(o(ρ)),

v(x, y) = v(x0, y0) +B(x− x0) + A(y − y0) + =m(o(ρ)),

çíà÷èò, ôóíêöèè äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ u è v äèôôåðåíöèðóåìû
â òî÷êå (x0, y0) è

A =
∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

B = −∂u
∂y

(x0, y0) =
∂v

∂x
(x0, y0).

⇐= Ïóñòü ôóíêöèè u è v äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå (x0, y0) è âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (3.2). Ïîëîæèì

A =
∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0), B = −∂u

∂y
(x0, y0) =

∂v

∂x
(x0, y0). (3.3)

Èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé äâóõ âåùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ u è v â òî÷êå (x0, y0) ñëåäóåò (ñ ó÷åòîì (3.2) è (3.3)):

u(x, y) = u(x0, y0) +
∂u

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂u

∂y
(x0, y0)(y − y0) + o(ρ) =

= u(x0, y0) + A(x− x0)−B(y − y0) + o(ρ),

v(x, y) = v(x0, y0) +
∂v

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂v

∂y
(x0, y0)(y − y0) + o(ρ) =

= v(x0, y0) +B(x− x0) + A(y − y0) + o(ρ).

17



Ïîýòîìó

u(x, y) + iv(x, y) = u(x0, y0) + iv(x0, y0) + (A+ iB)(x− x0)+

+(−B + iA)(y − y0) +
(
o(ρ) + io(ρ)

)
= u(x0, y0) + iv(x0, y0)+

+(A+ iB)(x− x0) + i(A+ iB)(y − y0) + o(ρ) = u(x0, y0) + iv(x0, y0)+

+(A+ iB)
(
(x− x0) + i(y − y0)

)
+ o(ρ);

çíà÷èò, f(z) = f(z0) + (A + iB)(z − z0) + o(|z − z0|) = f(z0) + C(z − z0)+
+o(|z− z0|), ò. å. ïî îïðåäåëåíèþ 3.1 ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
z0.

Çàìå÷àíèå 3.1. Â òåîðåìå 3.1 ïîïóòíî äîêàçàíî, ÷òî f ′(z0) = A+
+iB, ãäå

A =
∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0), B = −∂u

∂y
(x0, y0) =

∂v

∂x
(x0, y0).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî îäíîé èç ôîðìóë

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)− i

∂u

∂y
(x0, y0) =

=
∂u

∂x
(x0, y0)− i

∂u

∂y
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0). ⊗ (3.4)

Çàìå÷àíèå 3.2. Îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî, ñóïåðïîçèöèè è îáðàòíîé ôóíêöèè.
Ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà ïîâòîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëà äëÿ
ôóíêöèé îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî (ñì. 4.2 è 4.3 èç [ 3 ]) è çäåñü
íå ïðèâîäÿòñÿ. ⊗

Îïðåäåëåíèå 3.3. Åñëè ôóíêöèÿ f êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî äèô-
ôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè D, òî îíà íàçûâàåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêîé (èíîãäà èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíû ãîëîìîðôíàÿ è ðåãóëÿðíàÿ) â îá-
ëàñòè D.

Çàìå÷àíèå 3.3. Ãîâîðÿò ½ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â òî÷êå z0“, åñëè f àíà-
ëèòè÷íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0. ⊗

Äàäèì òåïåðü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f(z) äèôôåðåíöèðóåìà â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 è ïóñòü f ′(z0) 6= 0. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ
êðèâóþ γ: z = σ(t), a ≤ t ≤ b, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó z0 = σ(t0), t0 ∈
∈ (a, b).
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β α′

α
w = f(z)

(z) (w)

γ1

γ′1

x u

y v

0 0

γ γ′

•

•

z0

w0

Ðèñ. 3.1

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α óãîë, îáðàçóåìûé êàñàòåëüíîé ê êðèâîé γ â òî÷êå
z0 è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì âåùåñòâåííîé îñè (ðèñ. 3.1). Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî α = arg

(
dσ

dt
(t0)

)
.

Ïóñòü γ′ � îáðàç êðèâîé γ ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z), ò. å. γ′: w =
= w(t) = f(σ(t)), a ≤ t ≤ b, à òî÷êà w0 � îáðàç òî÷êè z0 (w0 = w(t0) =
= f(σ(t0)) = f(z0)). Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóïåðïîçèöèè

w′(t0) = f ′(z0)σ
′(t0). (3.5)

Òàê êàê σ′(t0) 6= 0 è ïî óñëîâèþ f ′(z0) 6= 0, òî w′(t0) 6= 0, ò. å. êðèâàÿ
γ′ èìååò êàñàòåëüíóþ â òî÷êå w0. Ïóñòü Arg(w′(t0)) = α′. Òîãäà èç (3.5)
íàõîäèì α′ = arg(f ′(z0)) + arg(σ′(t0)), ò. å.

α′ = α+ arg(f ′(z0)). (3.6)

Âåëè÷èíà τ = α′− α íàçûâàåòñÿ óãëîì ïîâîðîòà êðèâîé γ â òî÷êå z0
ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z). Èç ôîðìóëû (3.6) ñëåäóåò, ÷òî åñëè f ′(z0) 6= 0,
òî óãîë ïîâîðîòà â òî÷êå z0 íå çàâèñèò îò êðèâîé è ðàâåí τ = arg(f ′(z0)),
ò. å. âñå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó z0, ïîâîðà÷èâàþòñÿ ïðè îòîáðà-
æåíèè w = f(z) (f ′(z0) 6= 0) íà îäèí è òîò æå óãîë, ðàâíûé àðãóìåíòó
ïðîèçâîäíîé â òî÷êå z0.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå w = f(z), ãäå f(z) � äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ôóíêöèÿ è f

′(z0) 6= 0, ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó
êðèâûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó z0, íå òîëüêî ïî âåëè÷èíå, íî è ïî
íàïðàâëåíèþ îòñ÷åòà (ñì. ðèñ. 3.1).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z íà êðèâîé γ, ðàñïîëîæåííóþ äî-
ñòàòî÷íî áëèçêî ê òî÷êå z0. Îáîçíà÷èì ∆z = z− z0 è ∆w = f(z)− f(z0) =

= w − w0. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.2 è óòâåðæäåíèþ 2.2 lim
∆z→0

∣∣∣∣∆w∆z

∣∣∣∣ =

= |f ′(z0)| è ïîýòîìó

|∆w| = |f ′(z0)| |∆z|+ o(|∆z|). (3.7)
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Ïóñòü |∆z| = ρ, ãäå ρ äîñòàòî÷íî ìàëî, òîãäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3.7)
íàõîäèì, ÷òî îêðóæíîñòü |z−z0| = ρ ïåðåõîäèò ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z)
â êðèâóþ, êîòîðàÿ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò îêðóæíîñòè

|w − w0| = ρ |f ′(z0)| .
Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå w = f(z) ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ áîëåå âûñî-
êîãî ïîðÿäêà, ÷åì ∆z, ðàñòÿãèâàåò êðóã |∆z| < ρ â |f ′(z0)| ðàç.

Âåëè÷èíà lim
∆z→0

∣∣∣∣∆w∆z

∣∣∣∣ = k íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ðàñòÿæåíèåì êðèâîé

γ â òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z). Ëèíåéíîå ðàñòÿæåíèå â òî÷êå z0
íå çàâèñèò îò âèäà è íàïðàâëåíèÿ êðèâîé è ðàâíî k = |f ′(z0)|.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Îòîáðàæåíèå w = f(z) íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì
â òî÷êå z0, åñëè îíî ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó êðèâûìè è îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì ïîñòîÿíñòâà ðàñòÿæåíèé â òî÷êå z0.

Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 è f

′(z0) 6= 0, òî îòîáðàæåíèå w = f(z) ÿâëÿ-
åòñÿ êîíôîðìíûì â òî÷êå z0.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì â îáëà-
ñòè D, åñëè ôóíêöèÿ f(z) äèôôåðåíöèðóåìà è îäíîëèñòíà â îáëàñòè D è
îòîáðàæåíèå w = f(z) ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè
D.

Èç îïðåäåëåíèé 3.4 è 3.5 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè
D, îäíîëèñòíà â îáëàñòè D è f ′(z) 6= 0 âî âñåõ òî÷êàõ z ∈ D, òî îòîá-
ðàæåíèå w = f(z) ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì.

Çàìå÷àíèå 3.4. Îòîáðàæåíèå w = f(z) = u + iv ýêâèâàëåíòíî îòîá-
ðàæåíèþ {

u = u(x, y),

v = v(x, y).
(3.8)

ßêîáèàí J îòîáðàæåíèÿ (3.8) ðàâåí

J = det


∂u

∂x

∂u

∂y

∂v

∂x

∂v

∂y

 =
∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂v

∂x

∂u

∂y
.
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Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà (3.2), ïîëó÷èì

J =

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂x

)2

.

Òàê êàê ñîãëàñíî (3.4) f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
, òî óñëîâèå f ′(z0) 6= 0 îçíà÷àåò,

÷òî ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (3.8) â òî÷êå z0 îòëè÷åí îò íóëÿ.

4. Íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

Äàäèì îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî è äîêàæåì èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü z = (x, y) = x + iy. Ôóíêöèÿ èç C â C,
çàäàííàÿ ïî ïðàâèëó

ez = exp(z) = ex(cos y + i sin y),

íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòîé.

Åñëè x = (x, 0) = x+ i0 � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî

ex+i0 = ex(cos 0 + i sin 0) = ex

è ââåäåííàÿ â îïðåäåëåíèè 4.1 êîìïëåêñíàÿ ýêñïîíåíòà ñîâïàäàåò ñ âåùå-
ñòâåííîé ýêñïîíåíòîé.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Êîìïëåêñíàÿ ýêñïîíåíòà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) |ez| = ex, y ∈ {Arg ez}; (4.1)

2) ez1ez2 = ez1+z2; (4.2)

3)
ez1

ez2
= ez1−z2; (4.3)

4) êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ez = 1 ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà z =
= 2πki, ãäå k ∈ Z;

5) ez ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ìíèìûì îñíîâíûì ïå-
ðèîäîì 2πi :

ez+2πi = ez äëÿ ëþáûõ z ∈ C . (4.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ôîðìóëû (4.1). Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà:

|ez| =
√

(ex cos y)2 + (ex sin y)2 =
√
e2x(cos2 y + sin2 y) =

√
e2x = ex.
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Òàê êàê ez = |ez|(cos y + i sin y) � òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè ez, òî
y = Arg ez.

Ïóñòü z1 = x1+iy1 è z2 = x2+iy2, òîãäà ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
äàþò:

ez1ez2 = ex1(cos y1 + i sin y1)e
x2(cos y2 + i sin y2) =

= ex1+x2

(
cos y1 cos y2 − sin y1 sin y2 + i(sin y1 cos y2 + cos y1 sin y2)

)
=

= ex1+x2

(
cos(y1 + y2) + i sin(y1 + y2)

)
= e(x1+x2)+i(y1+y2) = ez1+z2

è ôîðìóëà (4.2) äîêàçàíà.
Ñîãëàñíî (4.2) ez1−z2ez2 = ez1−z2+z2 = ez1, ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëå-

íèþ ÷àñòíîãî, ez1/ez2 = ez1−z2 è ôîðìóëà (4.3) äîêàçàíà.

Ðàâåíñòâî ez = 1 ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ðàâåíñòâ

{
ex cos y = 1,

ex sin y = 0.
Òàê

êàê ex 6= 0, òî

{
sin y = 0,

ex cos y = 1
è, ïîñêîëüêó ex > 0, î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé:
sin y = 0,

cos y > 0,

ex cos y = 1

=⇒

{
y = 2πk,

ex = 1
=⇒

{
y = 2πk,

x = 0
=⇒ z = 2πki, k ∈ Z.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî âîñïîëüçîâàòüñÿ (4.2) è òåì ôàêòîì, ÷òî 2πi
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ ez = 1, òî

ez+2πi = eze2πi = ez · 1 = ez

äëÿ ëþáîãî z ∈ C.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü ez+T = ez; óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà e−z, ïîëó÷à-

åì eT = 1, ò. å. T = 2nπi è 2πi äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïåðèîäîì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñâîéñòâî ïåðèîäè÷íîñòè (4.4) äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 4.1. Åñëè z = (0, ϕ) = 0+ iϕ � ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî, òî èç
îïðåä. 4.1 ñëåäóåò, ÷òî eiϕ = cosϕ+ i sinϕ, ò. å. ôîðìóëà Ýéëåðà. ⊗

Èç ôîðìóëû Ýéëåðà ñëåäóåò, ÷òî

e−iϕ = cos(−ϕ) + i sin(−ϕ) = cosϕ− i sinϕ.

Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

cosϕ =
eiϕ + e−iϕ

2
, sinϕ =

eiϕ − e−iϕ

2i
.
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Óòâåðæäåíèå 4.2. Äëÿ ëþáîãî a ∈ C \ {0} âñå êîðíè óðàâíåíèÿ ez =
= a ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëå

z = ln |a|+ i(arg(a) + 2πk), k ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî a â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

a = |a|ei arg(a) = eln |a|ei arg(a) = eln |a|+i arg(a);

çíà÷èò, óðàâíåíèå ez = a ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ez = eln |a|+i arg(a)

è, ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà eln |a|+i arg(a), ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî (4.3),
ïîëó÷èì

ez/eln |a|+i arg(a) = ez−ln |a|−i arg(a) = 1.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4.1

z − ln |a| − i arg(a) = 2πki, k ∈ Z,

çíà÷èò, z = ln |a|+ i(arg(a) + 2πk), k ∈ Z.
Óðàâíåíèå ez = 0 ðåøåíèé íå èìååò, òàê êàê |ez| = ex > 0.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ez = a äëÿ ëþ-
áîãî a ∈ C \ {0} îáîçíà÷àåòñÿ Ln(a). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4.2

Ln(a) = ln |a|+ i(arg(a) + 2πk), k ∈ Z. ⊗

Ïóñòü îáëàñòü D = {z ∈ C | −π < =m(z) < π} � ïîëîñà íà êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè (z) (ðèñ. 4.1), à D ′ = {w ∈ C | w 6= 0 ∧ arg(w) 6= π}
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w = ez

z = ln(w)

(z) (w)

x

z1

z2

u
eC1

y
v

0 0

πi

−πi

Ci
C

C1

w2

w1

•

•

•

•

•

•

D

D ′

Ðèñ. 4.1

� êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü (w) ñ ðàçðåçîì, ñîâïàäàþùèì ñ îòðèöàòåëüíîé
÷àñòüþ âåùåñòâåííîé îñè. Ïðè îòîáðàæåíèè w = ez ïðÿìàÿ z = x+iC (C �
ôèêñèðîâàíî, −π < C < π; −∞ < x < +∞), ïàðàëëåëüíàÿ âåùåñòâåííîé
îñè è ëåæàùàÿ â ïîëîñå D, ïåðåõîäèò â ëèíèþ w = ex+iC = exeiC , ò. å.
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â ëó÷ arg(w) = C. Ïðè ýòîì ïðÿìûå z = x − iπ, −∞ < x < +∞ è
z = x + iπ, −∞ < x < +∞, îáðàçóþùèå ãðàíèöó ïîëîñû D, îòîáðàçÿòñÿ
íà ëó÷è arg(w) = −π è arg(w) = π ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê
z = C1 + iy (C1 � ôèêñèðîâàíî, −π < y < π), ëåæàùèé â ïîëîñå D è
ïàðàëëåëüíûé ìíèìîé îñè, ïåðåõîäèò â �íåçàìêíóòóþ� îêðóæíîñòü w =
eC1+iy = eC1eiy (−π < y < π) ðàäèóñà eC1 (òî÷êå z1 = C1− iπ ñîîòâåòñòâóåò
òî÷êà w1 = eC1e−iπ íèæíåãî áåðåãà ðàçðåçà, à òî÷êå z2 = C1 + iy � òî÷êà
w2 = eC1eπi âåðõíåãî áåðåãà ðàçðåçà.)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ w = ez îòîáðàæàåò ýòó ïîëîñó íà ïëîñêîñòü
ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó (−∞, 0 ] òàê, ÷òî íèæíèé êðàé ïîëîñû ïåðåõîäèò â
íèæíèé áåðåã ðàçðåçà, à âåðõíèé êðàé ïîëîñû ïåðåõîäèò â âåðõíèé áåðåã
ðàçðåçà.

Óòâåðæäåíèå 4.3. Ôóíêöèÿ f : D → D ′ f(z) = ez = w èìååò
îáðàòíóþ f−1 : D ′ → D, ïðè÷åì f−1(w) = ln |w|+ i arg(w).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî f âçàèìíî-îäíîçíà÷íà. Ïóñòü ÷èñëà
z1, z2 ∈ D, z1 6= z2. Äîïóñòèì, ÷òî e

z1 = ez2, òîãäà ez1−z2 = 1 è ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 4.1 z1 − z2 = 2πki, k ∈ Z. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè z1 = x1 + iy1,
z2 = x2 + iy2, òî{

x1 − x2 = 0,

y1 − y2 = 2πk, k ∈ Z
=⇒

{
x2 = x2,

y1 = y2 + 2πk, k ∈ Z

è òàê êàê −π < y1 < π, −π < y2 < π, òî y1 = y2. Çíà÷èò, z1 = z2, ò. å.
ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Èç óòâåðæäåíèÿ 4.2 ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå ez = w èìååò ðåøåíèå
äëÿ ëþáîãî w ∈ D ′ è, çíà÷èò, ôóíêöèÿ f îòîáðàæàåò D íà D ′ è âçàèìíî-
îäíîçíà÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê èçâåñòíî (ñì. îïðåäåëåíèÿ 1.6 è 1.7 èç [ 3 ]),
ñóùåñòâóåò f−1 : D ′ → D, à òàêæå, ïîñêîëüêó f−1(w) ∈ D, òî ïî ïðåäëî-
æåíèþ 4.2 z = f−1(w) = ln |w|+ i arg(w).

Çàìå÷àíèå 4.3. Ôóíêöèÿ ez : D → D ′ ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñíî óòâåðæäå-
íèþ 4.3 è îïðåäåëåíèþ 2.6 îäíîëèñòíîé. ⊗

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ôóíêöèÿ ln(z) : D ′ = {z ∈ C | z 6= 0 ∧ arg(z) 6=
6= −π} → D = {w ∈ C | −π < =m(w) ≤ π}, ãäå ln z = ln |z| + i arg(z),
íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé.

Ôóíêöèÿ ln z ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ôóíêöèè ez, ò. å. ln(ez) ≡ z ïðè
z ∈ D. Åñëè æå w ∈ D′, òî elnw ≡ w.

Çàìå÷àíèå 4.4. Â áîëüøèíñòâå ó÷åáíèêîâ ïî òåîðèè ôóíêöèé êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ââîäèòñÿ ½ìíîãîçíà÷íàÿ“ ôóíêöèÿ

Ln z : C \ {0} → C, Ln z=ln |z|+iArg(z) = ln |z|+i arg(z) + 2πki, k ∈ Z.
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Èçó÷åíèå ½ìíîãîçíà÷íûõ“ ôóíêöèé âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî ïîñîáèÿ.
Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ½ìíîãîçíà÷íûõ“ ôóíêöèé ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå [ 7, ãë. IV]. ⊗

Óòâåðæäåíèå 4.4. Ôóíêöèÿ ez ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íà C, è
(ez)′ = ez.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ýêñïîíåíòû ez = ex(cos(y)+
+i sin(y)) è u(x, y) = ex cos(y), v(x, y) = ex sin(y),

∂u

∂x
= ex cos(y),

∂u

∂y
= −ex sin(y),

∂v

∂x
= ex sin(y),

∂v

∂y
= ex cos(y).

Ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû íà âñåé ïëîñêîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî,
u è v äèôôåðåíöèðóåìû â ëþáîé òî÷êå è, î÷åâèäíî, â êàæäîé òî÷êå âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 3.2 ôóíêöèÿ
ez äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ïî ïåðâîé èç
ôîðìóë (3.4)

(ez)′ =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= ex cos(y) + iex sin(y) = ex(cos(y) + i sin(y)) = ez.

Óòâåðæäåíèå 4.5. Îòîáðàæåíèå w = ez : D → D ′ ÿâëÿåòñÿ êîí-
ôîðìíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(z) = ez, òî f ′(z) = ez è f ′(z) 6= 0, òàê êàê
|ez| = ex > 0. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 4.3 ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ
îäíîëèñòíîé.

Óòâåðæäåíèå 4.6. Ôóíêöèÿ ln(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íàD ′, è

(ln(z))′ =
1

z
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.2 ôóíêöèÿ ln(z) äèôôåðåí-
öèðóåìà â êàæäîé òî÷êå D ′ êàê îáðàòíàÿ ê ýêñïîíåíòå, è ïî ïðàâèëó äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè

(ln(z))′ =
1

(ew)′
∣∣∣
w=ln(z)

=
1

eln(z) =
1

z
.

Óòâåðæäåíèå 4.7. Ôóíêöèÿ zn, n ∈ IN, ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íà
C, è (zn)′ = nzn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòåïåííóþ ôóíêöèþ zn ïðè n ∈ IN.
Ýòà ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íà è, î÷åâèäíî, íåïðåðûâíà íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè. Ïîñêîëüêó öåëûå ñòåïåíè îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî ñ ïîìîùüþ
ïðàâèëà zn = zzn−1, òî ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèðóåìî è
z′ = 1 (àíàëîãè÷íî âåùåñòâåííîìó ñëó÷àþ), ïîëó÷èì, ÷òî zn, n ∈ IN, äèô-
ôåðåíöèðóåìà è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (zn)′ = nzn−1.
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Óòâåðæäåíèå 4.8. Ôóíêöèÿ z−n, n ∈ IN, ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé
íà C \ {0}, è (z−n)′ = −nz−n−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñëó÷àÿ îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé z−n, n ∈ IN,

ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå C\{0} êàê ÷àñòíîå z−n =
1

zn
.

Ïîýòîìó äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè z−n ñëåäóåò èç ôîðìóëû äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî, åñëè çíàìåíàòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ, è óòâåðæäåíèÿ
4.7 .

Äëÿ âåùåñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé a, a /∈ Z, ôóíêöèþ za ìîæíî îïðå-
äåëèòü ôîðìóëîé za = ea ln z. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ′ ìíîæåñòâî D ′ = {z ∈
∈ C | z 6= 0 ∧ arg(z) 6= π}.

Óòâåðæäåíèå 4.9. Ôóíêöèÿ za ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íà D ′, è
(za)′ = aza−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ za = ea ln z ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçè-
öèåé àíàëèòè÷åñêîé íà C ôóíêöèè exp(z) è àíàëèòè÷åñêîé íà D ′ ôóíêöèè
ln(z), òî ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.2 îíà äèôôåðåíöèðóåìà íà D ′ è

(za)′ = ea ln(z)(a ln(z))′ = ea ln(z) a

z
= za

a

z
= aza−1.

Îïðåäåëèì íåêîòîðûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïå-
ðåìåííîãî.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ôóíêöèè èç C â C, îïðåäåëåííûå ïî ïðàâèëàì

sin(z) =
eiz − e−iz

2i
, cos(z) =

eiz + e−iz

2
,

íàçûâàþòñÿ ñèíóñîì è êîñèíóñîì êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ñîîòâåòñò-
âåííî.

Î÷åâèäíî, ïî çàìå÷àíèþ 4.1 ïðè âåùåñòâåííîì z ñèíóñ è êîñèíóñ ñîâ-
ïàäàþò ñ âåùåñòâåííûìè ñèíóñîì è êîñèíóñîì.

Óòâåðæäåíèå 4.10. Äëÿ ôóíêöèé sin(z), cos(z), ãäå z ∈ C, âûïîë-
íåíî îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî:

cos2(z) + sin2(z) = 1. (4.5)

Äëÿ êîñèíóñà è ñèíóñà ñóììû ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

cos(z1 + z2) = cos(z1) cos(z2)− sin(z1) sin(z2),

sin(z1 + z2) = sin(z1) cos(z2) + cos(z1) sin(z2).
(4.6)

Êîñèíóñ � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, à ñèíóñ � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ:

cos(−z) = cos(z), sin(−z) = − sin(z). (4.7)
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Óðàâíåíèå cos(z) = 0 èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîðíåé: z =

=
π

2
+ πk, k ∈ Z, à óðàâíåíèå sin z = 0 èìååò êîðíè z = πk, k ∈ Z.
Ôóíêöèè cos(z) è sin(z) 2π-ïåðèîäè÷íû, ò. å.

cos(z + 2π) = cos(z), sin(z + 2π) = sin(z) (4.8)

äëÿ ëþáîãî z ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà (4.5) äîñòàòî÷íî
âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì 4.3 è ïðîäåëàòü ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ:

cos2(z) + sin2(z) =
1

4

(
eiz + e−iz

)2 − 1

4

(
eiz − e−iz

)2
=

=
1

4

(
e2iz + 2 + e−2iz − e2iz + 2− e−2iz

)
= 1.

Îñòàëüíûå ñâîéñòâà äîêàæåì òîëüêî äëÿ êîñèíóñîâ. Äîêàçàòåëüñòâî
äëÿ ñèíóñîâ àíàëîãè÷íî.

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ïåðâîé èç ôîðìóë (4.6), èñïîëüçóÿ îïðåäå-
ëåíèå 4.3 :

cos(z1) cos(z2)− sin(z1) sin(z2) =

=
1

2

(
eiz1 + e−iz1

) 1

2

(
eiz2 + e−iz2

)
− 1

2i

(
eiz1 − e−iz1

) 1

2i

(
eiz2 − e−iz2

)
=

=
1

4

(
ei(z1+z2) + e−i(z1−z2) + ei(z1−z2) + e−i(z1+z2) + ei(z1+z2) − e−i(z1−z2)−

−ei(z1−z2) + e−i(z1+z2)
)

=
ei(z1+z2) + e−i(z1+z2)

2
= cos(z1 + z2).

Ïåðâàÿ èç ôîðìóë (4.7) ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó èç îïðåäåëåíèÿ 4.3 :

cos(−z) =
ei(−z) + e−i(−z)

2
=
e−iz + eiz

2
= cos(z).

Óðàâíåíèå cos(z) = 0 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ eiz + e−iz = 0 (ñì. îï-
ðåäåëåíèå 4.3 ), êîòîðîå, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ e2iz = −1. Âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü óòâåðæäåíèåì 4.2 , ïîëó÷èì

2iz = Ln(−1) = ln | − 1|+ i(arg(−1) + 2πk) =

= ln(1) + i(π + 2πk) = iπ(2k + 1), k ∈ Z,

è îêîí÷àòåëüíî êîðíè óðàâíåíèÿ cos(z) = 0 ðàâíû z =
π(2k + 1)

2
=
π

2
+

+πk, k ∈ Z.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðèîäè÷íîñòè êîñèíóñà (ïåðâàÿ èç ôîðìóë (4.8))
âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâîé èç ôîðìóë (4.6) è ó÷òåì, ÷òî sin(2π) = 0 è cos(2π) =
= 1, òàê êàê äëÿ âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòîâ ââåäåííûå êîñèíóñ è ñèíóñ
ñîâïàäàþò ñ âåùåñòâåííûìè êîñèíóñîì è ñèíóñîì ñîîòâåòñòâåííî:

cos(z + 2π) = cos(z) cos(2π)− sin(z) sin(2π) = cos(z)

äëÿ ëþáîãî z ∈ C.
Çàìå÷àíèå 4.5. Äëÿ òåõ z, ïðè êîòîðûõ ýòî îïðåäåëåíî, ïîëàãàþò

tg(z) =
sin(z)

cos(z)
, ctg(z) =

cos(z)

sin(z)
. ⊗

Óòâåðæäåíèå 4.11. Ôóíêöèè sin(z) è cos(z) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêèìè íà C, è (sin(z))′ = cos(z), (cos(z))′ = − sin(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ñèíóñà (äëÿ êîñèíóñà

àíàëîãè÷íî). Ôóíêöèÿ sin(z) =
eiz − e−iz

2i
äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå

C ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.2 è ïî íåìó æå

(sin(z))′ =
1

2i

(
(eiz)′ − (e−iz)′

)
=

1

2i

(
ieiz + ie−iz

)
=
eiz + e−iz

2
= cos(z).

5. Èíòåãðàë îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî

Ïóñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè äàíà ãëàäêàÿ èëè êóñî÷íî-ãëàäêàÿ
êðèâàÿ (äóãà) Γ (ñì. îïðåäåëåíèå 2.4 ). Îáîçíà÷èì ãðàíè÷íûå òî÷êè êðè-
âîé ÷åðåç A è B; åñëè êðèâàÿ çàìêíóòà, òî A = B. Îäíó èç ýòèõ òî÷åê, íà-
ïðèìåð A, áóäåì ñ÷èòàòü íà÷àëüíîé, à äðóãóþ (B) � êîíå÷íîé; òåì ñàìûì
óñòàíàâëèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå íà êðèâîé Γ (îò A ê B). Ðàçîáüåì êðèâóþ
(ðèñ. 5.1) ïðîèçâîëüíûì ñïîñîáîì íà n ÷àñòåé òî÷êàìè

z0 = A, z1, ..., zk, zk+1, ..., zn−1, zn = B,
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.......
.

Γ

z0 = A

z1

zk

zk+1
zn−1 zn = B

ζn−1ζk

ζ1

Ðèñ. 5.1

ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî ðàç-
áèåíèå êðèâîé íà äóãè [zk, zk+1],
k = 0, 1, 2, ..., n − 1. Ðàçáèåíèå
îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé Π.
Âûáåðåì òî÷êè ζk = ξk + iηk ∈
[zk, zk+1], k = = 0, 1, ..., n − 1.
Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå ñ îòìå÷åííû-
ìè òî÷êàìè Πζ . Îáîçíà÷èì zk =
= xk + iyk, ∆zk = zk+1 − zk =
= ∆xk+ i∆yk è ∆lk � äëèíó äóãè

28



[zk, zk+1]. ×èñëî d(Π) = max
k=0,1,...,n−1

∆lk íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ðàçáèåíèÿ Π.

Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ Γ è f : D → C � îãðà-
íè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. ×èñëî

SΠζ
(f) =

n−1∑
k=0

f(ζk)∆zk

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f (ïî êðèâîé Γ), ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ðàçáèåíèþ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè Πζ .

Îïðåäåëåíèå 5.1. ×èñëî J íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f ïî êðèâîé Γ, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ Π ñ d(Π) < δ è ëþáîãî
âûáîðà òî÷åê ζk ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |SΠζ

(f)− J | < ε.

Èíòåãðàë ïî êðèâîé Γ îáîçíà÷àåòñÿ J =

∫
Γ

f(z)dz. Åñëè íàäî ïîä-

÷åðêíóòü âûáðàííîå íàïðàâëåíèå êðèâîé (îò A ê B, ðèñ. 5.1), òî áóäåì

èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå: J =

∫
Γ(AB)

f(z)dz.

Çàìå÷àíèå 5.1. Ïóñòü äàíà îáëàñòü D, îãðàíè÷åííàÿ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì çàìêíóòûõ (íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ) îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ Γi, i =
= 1, 2, ..., k. Ãîâîðÿò, ÷òî Γi îðèåíòèðîâàíà îòíîñèòåëüíî îáëàñòè D â ïî-
ëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, åñëè îáëàñòü D îñòàåòñÿ ñëåâà ïðè äâèæåíèè
ïî Γi â íàïðàâëåíèè îðèåíòàöèè Γi. ⊗

Ïîÿñíèì çàìå÷àíèå 5.1 íà ïðèìåðå. Ãðàíèöà ∂D îáëàñòè D, èçîáðà-
æåííîé íà ðèñ. 5.2, ñîñòîèò èç äâóõ
çàìêíóòûõ êðèâûõ Γ1 è Γ2 (∂D =
= Γ1∪Γ2). Íà Γ1 ïîëîæèòåëüíûì íà-
ïðàâëåíèåì ñëåäóåò ñ÷èòàòü äâèæå-
íèå ïî êðèâîé ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé
ñòðåëêè, à íà Γ2 ïîëîæèòåëüíîå íà-
ïðàâëåíèå � äâèæåíèå ïî õîäó ÷àñî-
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Γ2
D

Ðèñ. 5.2

âîé ñòðåëêè. Íà ðèñóíêå íàïðàâëåíèÿ óêàçàíû ñòðåëêàìè.
Äîãîâîðèìñÿ îá îáîçíà÷åíèÿõ, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü äàëüøå.

Èíòåãðàë ïî çàìêíóòîé êðèâîé Γ îáîçíà÷èì

∮
Γ

f(z)dz; åñëè ïðè ýòîì

âàæíî íàïðàâëåíèå îáõîäà, òî èíòåãðàë ïî Γ ïðè äâèæåíèè ïî õîäó ÷àñîâîé

ñòðåëêè îáîçíà÷àåòñÿ

∮
Γ−

f(z)dz, à ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè �

∮
Γ+

f(z)dz.
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Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f :

Γ → C, f = u+iv. Èíòåãðàë

∫
Γ

f(z)dz ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñóùåñòâóþò êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

∫
Γ

u dx− v dy,∫
Γ

u dy + v dx è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
Γ

f(z)dz =

∫
Γ

u dx− v dy + i

∫
Γ

u dy + v dx. (5.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàëüíûå ñóììû

SΠζ
(f) =

n−1∑
k=0

f(ζk)∆zk =
n−1∑
k=0

(u(ξk, ηk) + iv(ξk, ηk)) (∆xk + i∆yk) =

=
n−1∑
k=0

(u(ξk, ηk)∆xk−v(ξk, ηk)∆yk)+i
n−1∑
k=0

(u(ξk, ηk)∆yk+v(ξk, ηk)∆xk)=

= S1 Πζ
+ iS2 Πζ

.

=⇒ Ïóñòü ñóùåñòâóåò

∫
Γ

f(z)dz = J = J1 + iJ2, òîãäà

|SΠζ
(f)− J | = |S1 Πζ

+ iS2 Πζ
− J1 − iJ2| =

= |(S1 Πζ
− J1) + i(S2 Πζ

− J2)| =
√

(S1 Πζ
− J1)2 + (S2 Πζ

− J2)2.

Çíà÷èò, |SΠζ
(f) − J | ≥ |S1 Πζ

− J1| è |SΠζ
(f) − J | ≥ |S2 Πζ

− J2|. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 5.1 äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ðàçáèåíèÿ Π ñ d(Π) < δ è ëþáîãî âûáîðà òî÷åê ζk âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|SΠζ

(f) − J | < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, |S1 Πζ
− J1| < ε è |S2 Πζ

− J2| < ε è ïî
îïðåäåëåíèþ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà (ñì., íàïðèìåð, [ 11,

îïðåäåëåíèå 3.2]) ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû

∫
Γ

u dx − v dy = J1 è

∫
Γ

u dy+

+v dx = J2. Îäíîâðåìåííî ïîëó÷åíà ôîðìóëà (5.1)∫
Γ

f(z)dz =

∫
Γ

u dx− v dy + i

∫
Γ

u dy + v dx.
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⇐= Ïóñòü ñóùåñòâóþò êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà∫
Γ

u dx− v dy = J1 è

∫
Γ

u dy + v dx = J2.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ1 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ

Π ñ d(Π) < δ1 è ëþáûõ òî÷åê ζk âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |S1 Πζ
− J1| <

ε

2
è

ñóùåñòâóåò òàêîå δ2 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ Π ñ d(Π) < δ2 è ëþáûõ

òî÷åê ζk ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |S2 Πζ
− J2| <

ε

2
. Ïîëîæèì J = J1 + iJ2.

Âîçüìåì δ = min{δ1, δ2}, òîãäà äëÿ ðàçáèåíèÿ Π ñ d(Π) < δ ïîëó÷èì

|SΠζ
(f)− J | = |(S1 Πζ

− J1) + i(S2 Πζ
− J2)| ≤ |S1 Πζ

− J2|+

+|i| |S2 Πζ
− J2| = |S1 Πζ

− J1|+ |S2 Πζ
− J2| <

ε

2
+
ε

2
= ε;

çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ 5.1 , ñóùåñòâóåò

∫
Γ

f(z)dz = J = J1 + iJ2.

Èç ñâîéñòâ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà (ñì. 3.3 èç [ 11 ])
è ôîðìóëû (5.1), î÷åâèäíî, âûòåêàþò ñâîéñòâà èíòåãðàëà îò ôóíêöèè êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

1. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà íà Γ è Γ � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ,

òî èíòåãðàë

∫
Γ

f(z)dz ñóùåñòâóåò.

2. Äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ è èíòåãðèðóåìîé ïî Γ ôóíê-
öèè f(z) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

Γ(AB)

f(z)dz = −
∫

Γ(BA)

f(z)dz. (5.2)

3. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β ∈ C è èíòåãðèðóåìûõ ïî Γ ôóíêöèé f(z) è
g(z) ∫

Γ

(αf(z) + βg(z))dz = α

∫
Γ

f(z)dz + β

∫
Γ

g(z)dz

(ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà).
4. Åñëè êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ Γ ðàçáèâàåòñÿ íà 2 êðèâûå Γ1 è Γ2

áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê (Γ = Γ1 ∪ Γ2) è f(z) � èíòåãðèðóåìàÿ ïî Γ
ôóíêöèÿ, òî f(z) èíòåãðèðóåìà ïî Γ1 è Γ2 è∫

Γ

f(z)dz =

∫
Γ1

f(z)dz +

∫
Γ2

f(z)dz (5.3)
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(àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà). Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå: åñëè f(z) èíòåãðèðóå-
ìà ïî Γ1 è Γ2, òî f(z) èíòåãðèðóåìà ïî Γ è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (5.3).

5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà íà êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ, à
ôóíêöèÿ w : Γ1 → Γ àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D1, Γ1 ⊂ D1, ïðè÷åì w(α) = A
è w(β) = B (w(α) = B è w(β) = A). Òîãäà

∫
Γ(AB)

f(z)dz =

∫
Γ1(αβ)

f(w(ζ))w′(ζ)dζ,

 ∫
Γ(AB)

f(z)dz =

∫
Γ1(βα)

f(w(ζ))w′(ζ)dζ

 .

Åñëè êðèâàÿ Γ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïî-
ñëåäíèì ñâîéñòâîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Γ1 � îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè [t1, t2],
à ôóíêöèÿ z = z(t) ([t1, t2] → Γ) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà äëÿ t ∈
∈ [t1, t2], ïðè÷åì z(t1) = A è z(t2) = B (z(t1) = B è z(t2) = A). Òîãäà

∫
Γ(AB)

f(z)dz =

t2∫
t1

f(z(t))z′(t)dt,

 ∫
Γ(AB)

f(z)dz =

t1∫
t2

f(z(t))z′(t)dt

 .

Ïðèìåð 5.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
Γ

(1 + i − 2z)dz, ãäå Γ � ÷àñòü

ïàðàáîëû y = x2, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè A = 0 è B = 1 + i. Âîñïîëüçóåìñÿ
ïðèìåðîì 2.1, èìååì z = t+ it2, t ∈ [0, 1], dz = (1 + 2ti)dt. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

Γ

(1 + i− 2z)dz =

1∫
0

(1− 2t− (1 + 2t2)2t)dt+

+i

1∫
0

(1 + 2t2 + (1− 2t)2t)dt = −2 +
4

3
i.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè (ñì. ïðèìåð
2.2) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû, êîòîðàÿ ïîòðåáóåòñÿ â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü êðèâàÿ Γ åñòü îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ öåíòðîì
â òî÷êå z0 : Γ = {z | |z − z0| = r}, òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∮

Γ+

(z − z0)
mdz =

{
0, åñëè m ∈ Z, m 6= −1,

2πi, åñëè m = −1.
(5.4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 2.2 ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå
îêðóæíîñòè ìîæíî âçÿòü â âèäå z−z0 = reit, t ∈ [−π, π]. Òîãäà dz = ireitdt
è ∮

Γ+

(z − z0)
mdz =

π∫
−π

rmeimtireitdt = irm+1

π∫
−π

ei(m+1)tdt.

Åñëè m 6= −1, òî ó÷èòûâàÿ 2πi-ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè ez,∮
Γ+

(z − z0)
mdz = irm+1 ei(m+1)t

i(m+ 1)

∣∣∣∣π
−π

=
rm+1

m+ 1

(
eπ(m+1)i − e−π(m+1)i

)
= 0.

Åñëè m = −1, òî∮
Γ+

(z − z0)
−1dz =

∮
Γ+

dz

z − z0
= i

π∫
−π

dt = 2πi.

Óòâåðæäåíèå 5.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) èíòåãðèðóåìà ïî Γ è ñóùå-

ñòâóåò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

∫
Γ

|f(z)|dl, òî ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Γ

|f(z)|dl.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J =

∫
Γ

f(z)dz è J1 =

∫
Γ

|f(z)|dl. Î÷åâèäíî,

äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ Π è ëþáîãî âûáîðà òî÷åê ζk

|SΠζ
(f)| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

f(ζk)∆zk

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=0

|f(ζk)| |∆zk| ≤
n−1∑
k=0

|f(ζk)|∆lk = S1; (5.5)

òàê êàê |∆zk| � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè zk è zk+1, à ∆lk � äëèíà äóãè
[zk, zk+1], òî î÷åâèäíî, |∆zk| ≤ ∆lk. Êðîìå òîãî, âûïîëíåíî âòîðîå íåðà-
âåíñòâî òðåóãîëüíèêà:

|SΠζ
(f)− J | ≥

∣∣ |SΠζ
(f)| − |J |

∣∣ . (5.6)

Äîïóñòèì, ÷òî |J | > J1. Ïîëîæèì ε =
|J | − J1

2
> 0. Ñóùåñòâóåò òàêîå

δ1 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ Π ñ d(Π) < δ1 è ëþáûõ ζk âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |SΠζ

(f) − J | < ε. Èç (5.6) ñëåäóåò, ÷òî
∣∣ |SΠζ

(f)− |J |
∣∣ < ε è,
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çíà÷èò, |SΠζ
(f)| − |J | > −ε. Ïîýòîìó

|SΠζ
(f)| > |J | − ε = |J | − |J | − J1

2
=
|J |+ J1

2
.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêîå δ2 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ Π ñ d(Π) <
< δ2 è ëþáûõ ζk ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |S1 − J1| < ε, à ïîòîìó è íåðà-
âåíñòâî S1 − J1 < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì

S1 < J1 + ε = J1 +
|J | − J1

2
=
|J |+ J1

2
.

Âîçüìåì δ = min{δ1, δ2}, òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ Π ñ d(Π) < δ è

ëþáûõ ζk âåðíî íåðàâåíñòâî S1 <
|J |+ J1

2
< |SΠζ

(f)|, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

(5.5). Èòàê, |J | ≤ J1.

6. Òåîðåìû Êîøè

Òåîðåìà 6.1 (Êîøè äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè). Åñëè ôóíêöèÿ
f(z) àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D è èìååò íåïðå-
ðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(z), òî äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðè-
âîé Γ, öåëèêîì ëåæàùåé â D, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∮

Γ

f(z)dz = 0. (6.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé Γ (ðèñ. 6.1), îáîç-
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Ðèñ. 6.2

íà÷èì D1 (Γ = ∂D1). Ïóñòü f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Ñîãëàñíî (5.1)∮
Γ

f(z)dz =

∮
Γ

u dx− v dy + i

∮
Γ

u dy + v dx. (6.2)

Òàê êàê f ′(z) íåïðåðûâíà â D1, òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂v

∂x
,
∂v

∂y
íåïðåðûâíû â D1 è ê ïîëó÷åííûì êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëàì ìîæíî ïðè-
ìåíèòü òåîðåìó Ãðèíà (ñì. [ 11, ò. 3.11]). Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà,
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êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè u è v (â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè f), ïîëó÷èì∮
Γ

u dx− v dy =

∫∫
D1

(
−∂u
∂y

− ∂v

∂x

)
dx dy =

∫∫
D1

(
−∂v
∂x

+
∂v

∂x

)
dx dy = 0,

∮
Γ

u dy + v dx =

∫∫
D1

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dx dy =

∫∫
D1

(
∂v

∂y
− ∂v

∂y

)
dx dy = 0;

çíà÷èò, ñîãëàñíî (6.2)

∮
Γ

f(z)dz = 0.

Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè f ′(z) â òåîðåìå 6.1 ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì
è îò íåãî ìîæíî îòêàçàòüñÿ. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ìîæíî íàé-
òè, íàïðèìåð, â [ 6, ñ. 137�143, 154�162].

Ñëåäñòâèå 6.1. Åñëè ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé îãðàíè-
÷åííîé îáëàñòè D, òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê A è B, ëåæàùèõ â îáëàñòè D,

èíòåãðàë

∫
Γ(AB)

f(z)dz íå çàâèñèò îò êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ, ñâÿçûâà-

þùåé òî÷êè A è B è öåëèêîì ëåæàùåé â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîåäèíèì òî÷êè A è B (ðèñ. 6.2) äâóìÿ ðàçëè÷íû-
ìè êðèâûìè Γ1 è Γ2, ëåæàùèìè â îáëàñòè D. Îáîçíà÷èì Γ = Γ1∪Γ2. ßñíî,
÷òî çàìêíóòàÿ êðèâàÿ Γ+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 6.1 . Ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (5.2), (5.3) è (6.1) ïîëó÷èì∫
Γ2(AB)

f(z)dz−
∫

Γ1(AB)

f(z)dz =

∫
Γ2(AB)

f(z)dz +

∫
Γ1(BA)

f(z)dz =

∮
Γ

f(z)dz = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∫
Γ2(AB)

f(z)dz =

∫
Γ1(AB)

f(z)dz.

Çàìå÷àíèå 6.1. Åñëè f àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, òî â

ñèëó ñëåäñòâèÿ 6.1 èíòåãðàë

∫
Γ(AB)

f(z)dz çàâèñèò òîëüêî îò òî÷åê A è B,

à íå îò êðèâîé Γ, è åãî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü

B∫
A

f(z)dz, ò. å.

B∫
A

f(z)dz =

∫
Γ(AB)

f(z)dz,
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ãäå â êà÷åñòâå Γ ìîæåò áûòü âûáðàíà ëþáàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, öå-
ëèêîì ëåæàùàÿ â îáëàñòè D. ⊗

Òàêèì îáðàçîì, åñëè f àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D è òî÷êà
z0 ∈ D, òî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

F : D → C, F (z) =

z∫
z0

f(ζ)dζ.

Óòâåðæäåíèå 6.1. Ôóíêöèÿ F àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè
D, è F ′(z) = f(z) äëÿ ëþáîãî z ∈ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé è ñâîéñòâàì èíòåãðà-
ëà (5.3) è (5.2) èìååì:

F ′(z) = lim
h→0

F (z + h)− F (z)

h
= lim

h→0

1

h

 z+h∫
z0

f(ζ)dζ −
z∫

z0

f(ζ)dζ

 =

= lim
h→0

1

h

z+h∫
z

f(ζ)dζ. (6.3)

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f(ζ) â òî÷êå z ìîæíî íàïèñàòü: f(ζ) = f(z) + η(ζ),
ãäå η(ζ) → 0 ïðè ζ → z; ïîäñòàâëÿÿ â (6.3) ïîëó÷èì:

F ′(z) = lim
h→0

1

h

z+h∫
z

f(z)dζ + lim
h→0

1

h

z+h∫
z

η(ζ)dζ. (6.4)

Òàê êàê f(z) ïîñòîÿííà ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ζ, òî

z+h∫
z

f(z)dζ = f(z)

z+h∫
z

dζ = f(z)h,

èáî èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà

z+h∫
z

dζ = h. Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 5.1 , ïî-

ëó÷èì: ∣∣∣∣∣∣
z+h∫
z

η(ζ)dζ

∣∣∣∣∣∣ ≤ max |η(ζ)||h|.

Òàêèì îáðàçîì, â (6.4) ïåðâûé ïðåäåë ðàâåí f(z), à âòîðîé � íóëþ, ò. å.
F ′(z) = f(z).
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Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü f � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè D. Ôóíêöèÿ Φ: D → C, àíàëèòè÷åñêàÿ â D, òàêàÿ, ÷òî Φ′(z) =
f(z) äëÿ ëþáîãî z ∈ D, íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f â îáëàñòè
D.

Óòâåðæäåíèå 6.2. Ðàçíîñòü äâóõ ïåðâîîáðàçíûõ îäíîé ôóíêöèè f
ðàâíà ïîñòîÿííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F1(z) è F2(z) � 2 ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèè f .
Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

Φ(z) = F1(z)− F2(z) = u(x, y) + iv(x, y),

òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(z) ïîñòîÿííà.
Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.4) äëÿ ïðîèçâîäíîé èìååì:

Φ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y
≡ 0,

òàê êàê ïî óñëîâèþ Φ′(z) = F ′
1(z)−F ′

2(z) = f(z)−f(z) ≡ 0. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî
∂u

∂x
=
∂v

∂y
≡ 0,

∂v

∂x
=
∂u

∂y
≡ 0, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y)

ïîñòîÿííû.

Óòâåðæäåíèå 6.3. Ïóñòü f � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îäíîñâÿç-
íîé îáëàñòè D è ïóñòü Φ � ïåðâîîáðàçíàÿ f â D. Òîãäà äëÿ ëþáûõ A,B ∈
D ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Íüþòîíà �Ëåéáíèöà

B∫
A

f(z)dz = Φ(B)− Φ(A).

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ôóíêöèè âåùåñòâåííîé
ïåðåìåííîé (ñì. [ 3, ò. 6.12]).

Ñëåäñòâèå 6.2. Åñëè f è g � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè D, òî äëÿ ëþáûõ A,B ∈ D ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì

B∫
A

f(z)g′(z)dz = f(B)g(B)− f(A)g(A)−
B∫
A

g(z)f ′(z)dz.

Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê äëÿ ôóíêöèè îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïå-
ðåìåííîãî (ñì. [ 3, ñëåäñòâèå 6.3]).
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Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé îãðàíè-
÷åííîé îáëàñòè D è íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îáëàñòè D, è ïóñòü ∂D �
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ãðàíèöà îáëàñòè D. Òîãäà∮

∂D

f(z)dz = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [ 8, ñ. 49�51].

Òåîðåìà 6.3 (Êîøè äëÿ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè). Ïóñòü D � (m+
1)-ñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ãðàíèöà ∂D êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñîâîêóïíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ çàìêíóòûõ
êðèâûõ Γ0, Γ1, ..., Γm, ãäå Γ1, Γ2, ..., Γm ëåæàò âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè-
÷åííîé êðèâîé Γ0. Åñëè ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D è íåïðåðûâíà
â D, òî

∫
∂D

f(z)dz =

∮
Γ+

0

f(z)dz +
m∑
k=1

∮
Γ−k

f(z)dz =

∮
Γ+

0

f(z)dz −
m∑
k=1

∮
Γ+

k

f(z)dz = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òðåõñâÿçíóþ îáëàñòü D,
èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 6.3. Ðàçðåæåì îáëàñòüD ïî êðèâûì γ1 è γ2 (ðèñ. 6.4).
Ïîëó÷åííàÿ îáëàñòü D1 ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå

6.2 ,

∮
∂D1

f(z)dz = 0. Îòìåòèì, ÷òî òî÷êè b è c ðàçáèâàþò Γ0 íà äâå
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•

Γ0 Γ0Γ0,2

Γ0,1

Γ2 Γ2
Γ1 Γ1

γ2

γ1

D D1

a b

c

e

Ðèñ. 6.3 Ðèñ. 6.4

êðèâûå Γ0,1 è Γ0,2 (Γ0 = Γ0,1 ∪ Γ0,2). Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ (5.3),∮
∂D1

f(z)dz =

∫
Γ0,1(cb)

f(z)dz +

∫
γ1(ba)

f(z)dz +

∮
Γ−1

f(z)dz +

∫
γ1(ab)

f(z) dz+

+

∫
Γ0,2(bc)

f(z)dz +

∫
γ2(ce)

f(z)dz +

∮
Γ−2

f(z)dz +

∫
γ2(ec)

f(z)dz = 0;
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çíà÷èò, èñïîëüçóÿ (5.2) è ïåðåñòàâëÿÿ ñëàãàåìûå∫
Γ0,1(cb)

f(z)dz +

∫
Γ0,2(bc)

f(z)dz −
∫

γ1(ab)

f(z)dz +

∫
γ1(ab)

f(z)dz+

+

∫
γ2(ce)

f(z)dz −
∫

γ2(ce)

f(z)dz −
∮
Γ+

1

f(z)dz −
∮
Γ+

2

f(z)dz = 0.

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû (ó÷èòûâàÿ, ÷òî Γ0 = Γ0,1 ∪ Γ0,2), ïîëó÷èì:∮
Γ+

0

f(z)dz −
∮
Γ+

1

f(z)dz −
∮
Γ+

2

f(z)dz =

∫
∂D

f(z)dz = 0.

Èçìåíåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå äëÿ (m+ 1)-ñâÿçíîé îáëàñòè î÷åâèäíû.

Çàìå÷àíèå 6.2. Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé òåîðåìû 6.3 ôóíêöèÿ f
àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D è íåïðåðûâíà â D è ïîòîìó f íå ìîæåò èìåòü
èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê âíóòðè îáëàñòè. Ðàçðåçû äîïóñòèìû, íî èõ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàìêíóòîãî êîíòóðà, è äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ. ⊗

7. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè

Òåîðåìà 7.1 (èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè). Åñëè ôóíêöèÿ f
àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ñ ãðàíèöåé Γ = ∂D è íåïðåðûâíà â
D, òî äëÿ ëþáîãî z0 ∈ D

f(z0) =
1

2πi

∮
Γ+

f(z)

z − z0
dz. (7.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì îêðóæíîñòü Γ1 ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ðà-
äèóñà ε > 0, öåëèêîì ëåæàùóþ â îáëàñòè D. Ðàññìîòðèì äâóõñâÿçíóþ
îáëàñòü

D1 = D \ {z | |z − z0| ≤ ε}

(ðèñ. 7.1). Ôóíêöèÿ
f(z)

z − z0
àíà-

ëèòè÷íà â D1 è íåïðåðûâíà â
D1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå
Êîøè (ñì. òåîðåìó 6.3 ):
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•

Γ
Γ1

z0

ε
D1

Ðèñ. 7.1∮
Γ+

f(z)

z − z0
dz =

∮
Γ+

1

f(z)

z − z0
dz.
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Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíèé èíòåãðàë, ó÷èòûâàÿ (5.4)∮
Γ+

1

f(z)

z − z0
dz =

∮
Γ+

1

f(z)− f(z0) + f(z0)

z − z0
dz =

∮
Γ+

1

f(z)− f(z0)

z − z0
dz+

+ f(z0)

∮
Γ+

1

dz

z − z0
=

∮
Γ+

1

f(z)− f(z0)

z − z0
dz + 2πif(z0).

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D, òî ñóùåñòâóåò

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= f ′(z0),

ïîýòîìó ôóíêöèÿ
f(z)− f(z0)

z − z0
îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

z0. Âîçüìåì ε > 0 ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû îêðóæíîñòü |z − z0| = ε ïîïàëà â
ýòó îêðåñòíîñòü. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå M > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî

z ∈ {z | |z − z0| = ε}

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣f(z)− f(z0)

z − z0

∣∣∣∣ ≤M.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèå 5.1 ,

0 ≤

∣∣∣∣∣∣
∮
Γ+

f(z)

z − z0
dz − 2πif(z0)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∮
Γ+

1

f(z)− f(z0)

z − z0
dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∫
|z−z0|=ε

∣∣∣∣f(z)− f(z0)

z − z0

∣∣∣∣ dl ≤M

∫
|z−z0|=ε

dl = M2πε.

Ïî òåîðåìå î ñæàòîé ôóíêöèè ïðè ε→ 0 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

lim
ε→0

 ∮
Γ+

f(z)

z − z0
dz − 2πif(z0)

 = 0,

è òàê êàê ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò ε, òî∫
Γ+

©
f(z)

z − z0
dz − 2πif(z0) = 0;
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çíà÷èò, f(z0) =
1

2πi

∮
Γ+

f(z)

z − z0
dz.

Òåîðåìà 7.2. Ôóíêöèÿ f , àíàëèòè÷íàÿ â îáëàñòè D, èìååò â ëþáîé
òî÷êå îáëàñòè ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî z0 ∈ D

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
Γ+

f(ζ)

(ζ − z0)n+1dζ, (7.2)

ãäå Γ � ëþáàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, öåëèêîì ëåæàùàÿ â D è îõâàòûâàþùàÿ
òî÷êó z0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà, òî ñóùåñòâóåò
f ′(z0). Äîêàæåì ôîðìóëó (7.2) ïðè n = 1. Ñîãëàñíî èíòåãðàëüíîé ôîð-
ìóëå Êîøè (7.1) äëÿ ëþáîé òî÷êè z0 â îáëàñòè D1 ñ ãðàíèöåé ∂D1 = Γ
âûïîëíåíî:

f(z0) =
1

2πi

∮
Γ+

f(ζ)

ζ − z0
dζ.

Ïóñòü |h| < δ è δ âûáðàíî òàê, ÷òî
z = z0 +h ∈ D1 (ðèñ. 7.2), ò. å. òî÷êà
z íàõîäèòñÿ âíóòðè êîíòóðà Γ. Òî-
ãäà îïÿòü ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå
Êîøè (7.1) ñïðàâåäëèâî:

f(z) =
1

2πi

∮
Γ+

f(ζ)

ζ − z
dζ.
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Γ
z0

ζ

z

δ

D1
D

Ðèñ. 7.2

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(z)− f(z0)

h
=

1

2πih

∮
Γ+

f(ζ)

(
1

ζ − z
− 1

ζ − z0

)
dζ =

=
1

2πih

∮
Γ+

f(ζ)h

(ζ − z0)(ζ − z)
dζ =

1

2πi

∮
Γ+

f(ζ)

(ζ − z0)(ζ − z)
dζ.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

f(z)− f(z0)

z − z0
− 1

2πi

∮
Γ+

f(ζ)

(ζ − z0)2dζ =
f(z)− f(z0)

h
− 1

2πi

∮
Γ+

f(ζ)

(ζ − z0)2dζ =

=
1

2πi

∮
Γ+

f(ζ)

ζ−z0

(
1

ζ−z
− 1

ζ−z0

)
dζ =

h

2πi

∮
Γ+

f(ζ)dζ

(ζ−z0)2(ζ−z)
.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç d > 0 ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z0 äî ãðàíèöû Γ : d =
= min

ζ∈Γ
|ζ − z0| > 0. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 7.2)

d ≤ |ζ − z0| = |h+ ζ − z0 − h| ≤ |h|+ |ζ − z0 − h| = |h|+ |ζ − z|.

Âîçüìåì δ>0 òàê, ÷òî d−δ > 0, òîãäà |ζ−z| ≥ d−|h| > d−δ > 0. Òàê êàê
ïî óñëîâèþ òåîðåìû f àíàëèòè÷íà íà Γ, à ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíà è
îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M > 0, ÷òî |f(ζ)| ≤M äëÿ ëþáîãî
ζ ∈ Γ. Çíà÷èò, ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèÿ 5.1

0 ≤

∣∣∣∣∣∣f(z)− f(z0)

z − z0
− 1

2πi

∮
Γ+

f(ζ)

(ζ − z0)2dζ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ h2πi
∮
Γ+

f(ζ)

(ζ − z0)2(ζ − z)
dζ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ |h|

2π

∫
Γ

|f(ζ)|
|ζ − z0|2|ζ − z|

dl ≤ |h|
2π

M

d2(d− δ)

∫
Γ

dl =
M |l|

2πd2(d− δ)
|h|,

ãäå |l| � äëèíà êðèâîé Γ.
Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ñæàòîé ôóíêöèè ïðè h→ 0

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
− 1

2πi

∮
Γ+

f(ζ)

(ζ − z0)2dζ

 = 0

è f ′(z0) = lim
h→0

f(z)− f(z0)

z − z0
=

1

2πi

∮
Γ+

f(ζ)

(ζ − z0)2dζ. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî

(7.2) äëÿ n = 1.
Çàìåòèì, ÷òî ïîïóòíî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè f ïî îïðåäåëåíèþ 3.2 . Êîíå÷íî, äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ýòî íå
íóæíî, ò. ê. åå ñóùåñòâîâàíèå ãàðàíòèðîâàíî àíàëèòè÷íîñòüþ ôóíêöèè f .

Ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóþùèõ ïðîèçâîäíûõ è ôîðìóëû (7.2) äëÿ n > 1
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå 7.1 (òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). Îãðàíè÷åííàÿ, àíàëèòè÷åñ-
êàÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ f ïîñòîÿííà (f(z)≡const).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M > 0, ÷òî
|f(z)| ≤ M äëÿ ëþáîãî z ∈ C. Çàôèêñèðóåì òî÷êó z0 ∈ C è â êà÷åñòâå Γ
âîçüìåì îêðóæíîñòü |z − z0| = R. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 7.2

|f ′(z0)| =

∣∣∣∣∣∣ 1

2πi

∮
Γ+

f(z)

(z − z0)2dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
|z−z0|=R

|f(z)|
|z − z0|2

dl ≤
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≤ 1

2π

∫
|z−z0|=R

M

R2dl =
M

2πR2

∫
|z−z0|=R

dl =
M

2πR22πR =
M

R

ñëåäîâàòåëüíî, 0 ≤ |f ′(z0)| ≤
M

R
.

Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ñæàòîé ôóíêöèè ïðè R→ +∞ ïîëó÷àåì

lim
R→+∞

f ′(z0) = 0

è, òàê êàê ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò R, f ′(z0) = 0 äëÿ ëþáîãî z0 ∈ C. Çíà÷èò,
f ïîñòîÿííà íà C.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ìîæíî ëåãêî äîêàçàòü îñíîâíóþ òåî-
ðåìó àëãåáðû.

Òåîðåìà 7.3 (Ãàóññ). Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí Pn(z) = cnz
n+ · · ·+ c1z+ c0

(cn 6= 0, n ≥ 1) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ìíîãî÷ëåí Pn(z) íå èìååò íóëåé. Òîãäà ôóíê-
öèÿ g(z) = 1/Pn(z) àíàëèòè÷íà è òàê êàê g(z) → 0 ïðè z → ∞ (Pn(z) ∼
∼ cnz

n, z →∞), òî ýòà ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè. Ïîýòîìó, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 7.1 , ïîëó÷èì g(z) ≡ const, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè g(z). Èòàê, ìíîãî÷ëåí Pn(z) èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí íóëü.

8. Ôóíêöèîíàëüíûå è ñòåïåííûå êîìïëåêñíûå ðÿäû

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ôóíêöèîíàëüíûå
ðÿäû, ÷ëåíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(z)} ïî-
òî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(z) íà ìíîæåñòâå X ⊂ C, åñëè ñóùåñòâó-
åò lim fn(z) = f(z) äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ X.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
k=1

uk(z) ñõîäèòñÿ ê ñóì-

ìå S(z) íà ìíîæåñòâå X ⊂ C, åñëè ñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
k=1

uk(z) è

∞∑
k=1

uk(z) = S(z) äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ X.

Â òåîðèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé, òàê æå êàê è â ñëó÷àå âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, îñîáóþ ðîëü èãðàåò
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ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Èç êóðñà òåîðèè ôóíêöèé âåùåñòâåííîé
ïåðåìåííîé èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [ 4, ñ. 337]), ÷òî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (èëè ðÿä) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé äàëåêî íå âñåãäà ñõîäèòñÿ ê
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Äàííûå ôàêòû ïîä÷åðêèâàþò âàæíîñòü ââåäåíèÿ
ïîíÿòèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 8.3. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { fn(z) }
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(z) íà ìíîæåñòâå X ⊂ C, åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N(ε), òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N(ε) è äëÿ
ëþáîãî z ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |fn(z) − f(z)| < ε. Ðàâíîìåðíóþ

ñõîäèìîñòü èíîãäà îáîçíà÷àþò: fn
⇀
⇁f .

Îïðåäåëåíèå 8.4. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
k=1

uk(z) ðàâíîìåðíî ñõî-

äèòñÿ ê S(z) íà X, åñëè Sn
⇀
⇁S íà X, ãäå Sn(z) =

n∑
k=1

uk(z) � ÷àñòè÷íàÿ

ñóììà ðÿäà.

Äëÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ îñ-
òàþòñÿ ñïðàâåäëèâû êðèòåðèé Êîøè, íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè,
ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà. Äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè â [ 12, ãë. 2, �1].

Òåîðåìà 8.1 (Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü D � îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàä-
êîé ãðàíèöåé ∂D, uk(z) � àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè D ôóíêöèè, íåïðåðûâ-

íûå â D è ðÿä
∞∑
k=1

uk(z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ∂D. Òîãäà:

1) ðÿä
∞∑
k=1

u
(m)
k (z), m ∈ IN, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â D;

2) ñóììà ðÿäà S(z) =
∞∑
k=1

uk(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè

D ôóíêöèåé;

3) ðÿä
∞∑
k=1

u
(m)
k (z), m ∈ IN, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â ëþáîé çàìêíóòîé

ïîäîáëàñòè D′ îáëàñòè D, òàêîé, ÷òî D′ ⊂ D;

4) S(m)(z) =
∞∑
k=1

u
(m)
k (z), z ∈ D′ (ðÿä

∞∑
k=1

u
(m)
k (z) ìîæíî ïî÷ëåííî

äèôôåðåíöèðîâàòü).

Òåîðåìà ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà; åãî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,
â [ 13, ñ. 50]. Èç äàííîé òåîðåìû ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäñòâèå.
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Ñëåäñòâèå 8.1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8.1 , òî ôóíêöèî-

íàëüíûé ðÿä
∞∑
k=1

uk(z) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü, ò. å. ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå

∞∑
k=1

∫
γ

uk(z)dz

 =

∫
γ

( ∞∑
k=1

uk(z)

)
dz =

∫
γ

S(z)dz,

ãäå γ ⊂ D.

Îïðåäåëåíèå 8.5. Ïóñòü {cn}, cn ∈ C, z0 ∈ C. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

âèäà
∞∑
n=0

cn(z−z0)
n, ãäå z ∈ C, íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì ïî ñòåïåíÿì

z − z0.

Âñå äàëüíåéøèå äîêàçàòåëüñòâà îïóñêàþòñÿ, òàê êàê îíè â òî÷íîñòè
ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî (ñì.,
íàïðèìåð, [ 4, ãë. 13, �4]). Äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [ 12, ãë. 2 �2 ].

Òåîðåìà 8.2 (Àáåëÿ). Åñëè ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n ñõîäèòñÿ

â íåêîòîðîé òî÷êå z1 6= z0, òî îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è â ëþáîé òî÷êå z,
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ |z− z0| < |z1− z0|; ïðè÷åì â êðóãå |z− z0| ≤ ρ,
ãäå ρ ìåíüøå |z1 − z0|, ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Èç òåîðåìû Àáåëÿ ìîæíî âûâåñòè âàæíûå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 8.2. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n ðàñõîäèòñÿ â

íåêîòîðîé òî÷êå z1, òî îí ðàñõîäèòñÿ è âî âñåõ òî÷êàõ z, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |z − z1| > |z1 − z0|.

Ïóñòü z � òî÷êè, â êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n,

îáîçíà÷èì ÷åðåç M = {ρ | ρ = |z − z0|} � ìíîæåñòâî ðàññòîÿíèé îò òî÷êè
z0 äî òî÷åê z. Åñëè M � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç R
åãî òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíèöó (R = supM). Âî âñåõ òî÷êàõ z′, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ |z′ − z0| > R, äàííûé ñòåïåííîé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ïóñòü
R > 0, òîãäà íàèáîëüøåé îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ êðóã
|z − z0| < R. Âñþäó âíå ýòîãî êðóãà ðÿä ðàñõîäèòñÿ, â òî÷êàõ îêðóæíîñòè
|z − z0| = R îí ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ. Åñëè ìíîæåñòâî
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íåîãðàíè÷åííî, òî ïîëàãàþò R = +∞. Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n

ñõîäèòñÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C .

Îïðåäåëåíèå 8.6. Îáëàñòü |z− z0| < R (R ≥ 0) íàçûâàåòñÿ êðóãîì
ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà, à ÷èñëî R � åãî ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè.

Ñëåäñòâèå 8.3. Âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ
ê àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ñëåäñòâèå 8.4. Ñòåïåííîé ðÿä âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè ìîæíî
ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü è äèôôåðåíöèðîâàòü ëþáîå ÷èñëî ðàç, ïðè÷åì
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ ðàâåí ðàäèóñó ñõîäèìîñòè èñõîäíîãî
ðÿäà.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ñëåäñòâèé íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåî-
ðåìîé Âåéåðøòðàññà è ñëåäñòâèåì 8.1 .

Ñëåäñòâèå 8.5. Êîýôôèöèåíòû ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n âû-

ðàæàþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ñóììû ðÿäà S(z) è åå ïðîèçâîäíûõ â öåíòðå
êðóãà ñõîäèìîñòè ïî ôîðìóëàì:

cn =
1

n!
S(n)(z0). (8.1)

Ñëåäñòâèå 8.6 (Êîøè�Àäàìàðà). Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè { n

√
|cn|} è l = lim n

√
|cn|, òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ñòå-

ïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé R =

1

l
.

9. Ðÿä Òåéëîðà

Îïðåäåëåíèå 9.1. Åñëè ñõîäèòñÿ ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0

cn(z−z0)
n, z0∈

∈ D, è äëÿ ëþáîãî z ∈ D âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(z) =
∞∑
n=0

cn(z−z0)
n, òî

ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f â îáëàñòè D ⊂ C ïðåäñòàâëÿåòñÿ 1 ñòåïåííûì
ðÿäîì (ïî ñòåïåíÿì z − z0).

1 Èíîãäà ãîâîðÿò ôóíêöèÿ f ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä.
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Äëÿ ëþáîé àíàëèòè÷åñêîé â z0 ôóíêöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñòåïåí-

íîé ðÿä
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n.

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n íàçûâàåòñÿ

ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f ïî ñòåïåíÿì z − z0.

Åñëè äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n ðàäèóñ ñõîäèìîñòè îòëè÷åí

îò íóëÿ, òî âíóòðè ñâîåãî êðóãà ñõîäèìîñòè ýòîò ðÿä îïðåäåëÿåò àíàëèòè-
÷åñêóþ ôóíêöèþ S(z), ÿâëÿþùóþñÿ åãî ñóììîé (ñì. ñëåäñòâèå 8.3 ). Ñëåä-

ñòâèå 8.5 îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ñâîåé

ñóììû S(z). Êðîìå òîãî, èç ñëåäñòâèÿ 8.5 âûòåêàåò, ÷òî åñëè f(z) ðàçëà-
ãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä, òî òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî (òàê êàê êîýô-
ôèöèåíòû ðÿäà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (8.1)) è ÿâëÿåòñÿ
ðàçëîæåíèåì f(z) â ðÿä Òåéëîðà.

Ïðèâåäåííûå ôàêòû ñëåäóþò, ïî ñóùåñòâó, òîëüêî èç òåîðèè ñòåïåí-
íûõ ðÿäîâ è ñïðàâåäëèâû è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå. Îäíàêî äëÿ âåùåñòâåí-
íûõ ôóíêöèé f(x) âîçìîæíà è ñèòóàöèÿ, êîãäà f(x) áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìà â x0 è èìååò ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì x− x0, íî íå ÿâëÿåòñÿ

ñóììîé ñâîåãî ðÿäà Òåéëîðà. Íàïðèìåð, äëÿ f(x) =

{
e−1/x2

, x 6= 0

0, x = 0
ïðè

âñåõ n ≥ 0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà f (n)(0) = 0, íî f(x) 6≡ 0. Äëÿ óêàçàííîé
ôóíêöèè f(x) ñóììîé åå ðÿäà Òåéëîðà áóäåò ôóíêöèÿ S(x) ≡ 0. Ýòî ïðèâî-
äèò ê òîìó, ÷òî â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ðàçíûå ôóíêöèè ìîãóò èìåòü îäèí
è òîò æå ðàä Òåéëîðà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî â êîìïëåêñíîì
ñëó÷àå ïîäîáíîå ïîëîæåíèå èñêëþ÷åíî.

Òåîðåìà 9.1. Åñëè ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D, òî äëÿ ëþ-
áîãî z0 ∈ D ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé f ïðåäñòàâèìà ñòå-

ïåííûì ðÿäîì, ò. å. f(z) =
∞∑
n=0

cn(z− z0)
n. Ïðè ýòîì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

ðÿäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî cn =
f (n)(z0)

n!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó D � îáëàñòü, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0
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Γ

z0z1

ε
D

Ðèñ. 9.1

÷òî îêðåñòíîñòü Kε(z0) ñîäåðæèòñÿ â îá-
ëàñòè D. Ïóñòü Γ = {z | |z − z0| =
= ε} ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé Kε(z0) (ðèñ.
9.1). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z1 ∈
∈ Kε(z0). Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ f àíàëè-
òè÷íà â Kε(z0), ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî
òåîðåìå 7.1

f(z1) =
1

2πi

∮
Γ+

f(z)

z − z1
dz =

1

2πi

∮
Γ+

f(z)

(z − z0)− (z1 − z0)
dz =

=
1

2πi

∮
Γ+

f(z)

z − z0

1

1− z1 − z0

z − z0

dz. (9.1)

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî z ∈ Γ∣∣∣∣z1 − z0

z − z0

∣∣∣∣ =
|z1 − z0|
|z − z0|

=
|z1 − z0|

ε
< 1,

òî ôóíêöèÿ
1

1− z1 − z0

z − z0

ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

1

1− z1 − z0

z − z0

=
∞∑
n=0

(
z1 − z0

z − z0

)n
. (9.2)

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ
∞∑
n=0

f(z)

z − z0

(
z1 − z0

z − z0

)n
=

∞∑
n=0

un(z) ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì, êîòîðûé â ñèëó íåðàâåíñòâà

∣∣∣∣z1 − z0

z − z0

∣∣∣∣ < 1 è àíà-

ëèòè÷íîñòè ôóíêöèè
f(z)

z − z0
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 8.1

ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü, è, ó÷èòûâàÿ (9.1) è
(9.2), ïîëó÷èì:

f(z1)=
1

2πi

∮
Γ+

f(z)

z − z0

∞∑
n=0

(
z1 − z0

z − z0

)n
dz =

1

2πi

∮
Γ+

∞∑
n=0

f(z)

z − z0

(
z1 − z0

z − z0

)n
dz =

=
∞∑
n=0

1

2πi

∮
Γ+

f(z)

z − z0

(
z1 − z0

z − z0

)n
dz =

∞∑
n=0

(z1 − z0)
n 1

2πi

∮
Γ+

f(z)

(z − z0)n+1dz.
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Îáîçíà÷èì cn =
1

2πi

∮
Γ+

f(z)

(z − z0)n+1dz, òîãäà f(z1) =
∞∑
n=0

cn(z1 − z0)
n.

Òàê êàê z1 ïðîèçâîëüíî, òî ðàçëîæåíèå f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n âûïîë-

íåíî äëÿ ëþáîãî z ∈ Kε(z0).
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 8.5

n!cn =
n!

2πi

∮
Γ+

f(z)

(z − z0)n+1dz = f (n)(z0),

ñëåäîâàòåëüíî, cn =
f (n)(z0)

n!
.

Óòâåðæäåíèå 9.1. Äëÿ ëþáîãî z ∈ C ez =
∞∑
n=0

zn

n!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì z0 = 0, òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî (ez)(n) = ez

è e0 = 1, ïîëó÷èì

ez =
∞∑
n=0

1

n!
zn =

∞∑
n=0

zn

n!
.

Òàê êàê ez àíàëèòè÷íà íà C, òî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.1 ñëå-
äóåò, ÷òî â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, ãäå ñïðàâåäëèâî ïîëó÷åííîå
ðàçëîæåíèå, ìîæíî âçÿòü ëþáîé êðóã |z| < R, à òàê êàê ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì R òàêîé êðóã çàõâàòûâàåò ëþáóþ òî÷êó z, òî, çíà÷èò, ðàçëîæåíèå
ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî z ∈ C.

Îïðåäåëåíèå 9.3. Íóëåì ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ òî÷êà a ∈ C, â
êîòîðîé ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ, ò. å. êîðåíü óðàâíåíèÿ f(z) = 0.

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè Kδ(a)
ñâîåãî íóëÿ a è íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ÷èñëî m ∈ IN, òàêîå, ÷òî

f(z) = (z − a)mg(z), (9.3)

ãäå ôóíêöèÿ g(z) àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a è íå
îáðàùàåòñÿ òàì â íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.1 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-
êè a: Kε(a) ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâèìà ñòåïåííûì ðÿäîì. Ñâîáîäíûé ÷ëåí
ýòîãî ðÿäà ðàâåí íóëþ, òàê êàê f(a) = 0, íî âñå åãî êîýôôèöèåíòû íå ìîãóò
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áûòü ðàâíûìè íóëþ, èáî òîãäà ñóììîé S(z) ñòåïåííîãî ðÿäà áóäåò òîæäå-
ñòâåííûé íóëü è, çíà÷èò, S(z) = f(z) ≡ 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
a. Ïóñòü cm � ïåðâûé îòëè÷íûé îò íóëÿ êîýôôèöèåíò. Òîãäà ðàçëîæåíèå
èìååò âèä

f(z) = cm(z − a)m + cm+1(z − a)m+1 + · · · , cm 6= 0. (9.4)

Ðàññìîòðèì ðÿä cm + cm+1(z − a) + · · · , êîòîðûé (êàê âñÿêèé ñòåïåí-
íîé ðÿä) ñõîäèòñÿ â òî÷êå z = a. Ïðè z 6= a ýòîò ðÿä ëèøü ìíîæèòåëåì
(z − a)m îòëè÷àåòñÿ îò ñõîäÿùåãîñÿ (ê f(z)) ðÿäà cm(z − a)m + cm+1(z−
−a)m+1 + · · · è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ òàìæå, ãäå ñõîäèòñÿ è ïîñëåäíèé
ðÿä. Çíà÷èò, ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè Kδ(a) òî÷êè a,
ãäå ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (9.4). Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(z) ñóììó ýòîãî ðÿäà,
ò. å.

g(z) = cm + cm+1(z − a) + · · · .
Ôóíêöèÿ g(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòèKδ(a) êàê ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ
ñòåïåííîãî ðÿäà è ïðåäñòàâëåíèå (9.3) äîêàçàíî.

Åäèíñòâåííîñòü ÷èñëà m ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè

f(z) = (z − a)mg1(z) = (z − a)ng2(z),

ãäå g1(z) 6= 0, g2(z) 6= 0 è, íàïðèìåð, m > n, òî (z − a)m−ng1(z) = g2(z), íî
òîãäà g2(z) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 9.2 óòâåðæäàåò, ÷òî ó àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
íóëè íåïðåìåííî èçîëèðîâàíû. Â òåîðèè ôóíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé íóëè äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ìîãóò èìåòü ïðåäåëüíûå òî÷êè, â
êîòîðûõ ôóíêöèÿ îñòàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, íàïðèìåð òî÷êà x = 0 äëÿ

ôóíêöèè f(x) = x2 sin
1

x
.

Èç òåîðåìû 9.2 âûòåêàåò òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè òåîðèè àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 9.3 (Ðèìàíà). Åñëè ôóíêöèè f1(z), f2(z) àíàëèòè÷íû â
îáëàñòè D è èõ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òî÷åê an, ñõîäÿùåéñÿ ê âíóòðåííåé òî÷êå a îáëàñòè D, òî âñþäó â D
f1(z) ≡ f2(z).

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [ 8, ñ. 73].
Ëåãêî, îäíàêî, ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü íóëåé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ê ãðàíè÷íîé òî÷êå åå îáëàñòè àíàëèòè÷-

íîñòè, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(z) = sin
1

z
îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè òî÷åê zn =
1

nπ
(n = ±1, ±2, . . . ), ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå z = 0 (â

êîòîðîé ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà).
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Îïðåäåëåíèå 9.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f � àíàëèòè÷íà â òî÷êå a ∈ C.
Ïîðÿäêîì (êðàòíîñòüþ) íóëÿ a ∈ C ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ íîìåð ìëàä-
øåé îòëè÷íîé îò íóëÿ ïðîèçâîäíîé f (k)(a). Èíûìè ñëîâàìè, òî÷êà a íà-
çûâàåòñÿ íóëåì ïîðÿäêà m, åñëè â ýòîé òî÷êå

f(a) = f ′(a) = · · · = f (m−1)(a), f (m)(a) 6= 0.

Ïðè m = 1 íóëü a íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, íå
ðàâíûå òîæäåñòâåííî íóëþ, íå ìîãóò èìåòü íóëåé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Ïîðÿäîê íóëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü ïðè ïîìîùè
äåëèìîñòè, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Óòâåðæäåíèå 9.2. Åñëè f � àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ,
òî ïîðÿäîê m íóëÿ a ∈ D ôóíêöèè f ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì íàèâûñøåé
ñòåïåíè (z − a)k, íà êîòîðóþ f ½äåëèòñÿ“, â òîì ñìûñëå, ÷òî ÷àñòíîå
f(z)

(z − a)k
(ïîñëå ïðîäîëæåíèÿ ÷àñòíîãî ïî íåïðåðûâíîñòè â òî÷êó a) îêà-

çûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n íàèâûñøèé ïîðÿäîê ñòåïåíè áè-
íîìà (z−a), íà êîòîðóþ äåëèòñÿ f . Èç ôîðìóëû (9.3) âèäíî, ÷òî f äåëèòñÿ
íà ëþáóþ ñòåïåíü k ≤ m:

f(z)

(z − a)k
= (z − a)m−kg(z),

ïîýòîìó n ≥ m. Òàê êàê f äåëèòñÿ íà (z− a)n, òî ÷àñòíîå f(z)

(z − a)n
= g1(z)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ, àíàëèòè÷åñêóþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ïðåä-
ñòàâëÿÿ g1 ðÿäîì ïî ñòåïåíÿì (z−a), íàéäåì, ÷òî òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå
f ñ öåíòðîì â òî÷êå a íà÷èíàåòñÿ ñî ñòåïåíè íå íèæå n. Ïîýòîìó m ≥ n, è
ñðàâíèâàÿ ýòî ñ ïîëó÷åííûì âûøå íåðàâåíñòâîì, íàéäåì, ÷òî m = n.

10. Ðÿä Ëîðàíà

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

−∞∑
n=−1

cn(z − z0)
n, (10.1)
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Γ
Γ1

Γ2

ε
z0 z1

γ

r1

R1

r

R

Ðèñ. 10.1

êàæäûé ÷ëåí êîòîðîãî îïðåäåëåí ïðè

z 6= z0. Ñäåëàåì çàìåíó z− z0 =
1

ζ
, òîãäà

ðÿä (10.1) çàïèøåòñÿ â âèäå ñòåïåííîãî
ðÿäà

−∞∑
n=−1

cnζ
−n =

+∞∑
n=1

c−nζ
n. (10.2)

Ïóñòü êðóã ñõîäèìîñòè ðÿäà (10.2)
åñòü |ζ| < r∗ è åãî ñóììà S∗(ζ).
Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (10.1) ñõîäèòñÿ ïðè∣∣∣∣ 1

z − z0

∣∣∣∣ =
1

|z − z0|
< r∗ èëè ïðè |z−z0| >

> 1/r∗ = r (ðèñ. 10.1). Ïðè ýòîì ñóììà

ðÿäà (10.1) S1(z) = S∗
(

1

z − z0

)
. Ïîñêîëüêó S∗(ζ) àíàëèòè÷íà â êðóãå

|ζ| < r∗, òî î÷åâèäíî, S1(z) àíàëèòè÷íà âíå êðóãà |z − z0| > r.Ðÿä (10.1)
íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì (z − z0).

Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n, ñõîäÿùèéñÿ â êðóãå |z−

−z0| < R ê ñóììå S2(z), êîòîðàÿ àíàëèòè÷íà â ýòîì êðóãå. Ïóñòü r < R.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

+∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n =

−∞∑
n=−1

cn(z − z0)
n +

+∞∑
n=0

cn(z − z0)
n. (10.3)

Òàê êàê ðÿä
−∞∑
n=−1

cn(z − z0)
n = S1(z) ïðè |z − z0| > r, è

+∞∑
n=0

cn(z − z0)
n =

= S2(z) ïðè |z − z0| < R, òî ðÿä (10.3) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè (êîëüöå) K =
= {z | r < |z − z0| < R} (ðèñóíîê), è åãî ñóììà S(z) = S1(z) + S2(z) åñòü
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â êîëüöå K.

Çàìå÷àíèå 10.1. Ìîæåò áûòü r = 0 èëè R = +∞. ⊗

Òåîðåìà 10.1 (Ëîðàíà). Ôóíêöèÿ f(z), àíàëèòè÷åñêàÿ â êîëüöå
K = {z | r < |z − z0| < R}, â êàæäîé òî÷êå z ∈ K ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âèäå ñóììû ðÿäà

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − z0)

n,
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ãäå

cn =
1

2πi

∮
Γ+

f(z)

(z − z0)n+1dz, n ∈ Z, (10.4)

ïðè÷åì êðèâàÿ Γ ⊂ K çàìêíóòà è êðóã {z | |z − z0| ≤ r} ðàñïîëîæåí
âíóòðè êðèâîé Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîëüöî K1 = {z | r < r1 < |z − z0| <
< R1 < R} ⊂ K. Ïóñòü z1 ∈ K1 (ñì. ðèñ. 10.1). Âûáåðåì ε íàñòîëüêî ìà-
ëûì, ÷òî êðóã {z | |z − z1| ≤ ε} ⊂ K1. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Γ1 = {z | |z − z0| = r1}, Γ2 = {z | |z − z0| = R1}, γ = {z | |z − z1| = ε}.
Ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Êîøè (7.1) äëÿ êðóãà |z − z1| < ε, ãðà-
íèöåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ γ, è òåîðåìó Êîøè 6.3 äëÿ òðåõñâÿçíîé îáëàñòè,
ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ γ∪Γ1∪Γ2, ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷èì

f(z1) =
1

2πi

∮
γ+

f(z)

z − z1
dz =

1

2πi

∮
Γ+

2

f(z)

z − z1
dz − 1

2πi

∮
Γ+

1

f(z)

z − z1
dz =

=
1

2πi

∮
Γ+

2

f(z)

(z − z0)− (z1 − z0)
dz +

1

2πi

∮
Γ+

1

f(z)

(z1 − z0)− (z − z0)
dz =

=
1

2πi

∮
Γ+

2

f(z)

z − z0

1

1− z1 − z0

z − z0

dz +
1

2πi

∮
Γ+

1

f(z)

z1 − z0

1

1− z − z0

z1 − z0

dz.

Òàê êàê r1 < |z1 − z0| < R1, òî äëÿ ëþáîãî z ∈ Γ1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-

øåíèå

∣∣∣∣ z − z0

z1 − z0

∣∣∣∣ =
r1

|z1 − z0|
< 1. Ïîýòîìó ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî

çíàìåíàòåëåì
z − z0

z1 − z0
ñõîäèòñÿ è

1

1− z − z0

z1 − z0

=
∞∑
n=0

(
z − z0

z1 − z0

)n

ïðè z ∈ Γ1. Àíàëîãè÷íî

∣∣∣∣z1 − z0

z − z0

∣∣∣∣ =
|z1 − z0|
R1

< 1 äëÿ ëþáîãî z ∈ Γ2 è

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

1− z1 − z0

z − z0

=
∞∑
n=0

(
z1 − z0

z − z0

)n
, z ∈ Γ2.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

f(z1) =
1

2πi

∮
Γ+

2

f(z)

z − z0

∞∑
n=0

(
z1 − z0

z − z0

)n
dz +

1

2πi

∮
Γ+

1

f(z)

z1 − z0

∞∑
n=0

(
z − z0

z1 − z0

)n
dz.

Èíòåãðèðóÿ ïî÷ëåííî ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû, ñõîäÿùèåñÿ ðàâíîìåðíî íà
Γ2 è Γ1 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì

f(z1) =
∞∑
n=0

(z1 − z0)
n 1

2πi

∮
Γ+

2

f(z)

(z − z0)n+1dz+

+
∞∑
n=0

(z1 − z0)
−n−1 1

2πi

∮
Γ+

1

f(z)

(z − z0)−n
dz.

Ñäåëàåì çàìåíó â ïåðâîé ñóììå n = k è âî âòîðîé ñóììå n = −k − 1,
òîãäà

f(z1) =
∞∑
k=0

(z1 − z0)
k 1

2πi

∮
Γ+

2

f(z)

(z − z0)k+1dz+

+
−∞∑
k=−1

(z1 − z0)
k 1

2πi

∮
Γ+

1

f(z)

(z − z0)k+1dz =
+∞∑

k=−∞

ck(z1 − z0)
k,

ãäå

ck =
1

2πi

∮
Γ+

2

f(z)

(z − z0)k+1dz, k = 0, 1, 2, ...;

ck =
1

2πi

∮
Γ+

1

f(z)

(z − z0)k+1dz, k = −1,−2, ...

Òàê êàê z1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â îáëàñòè K òî, ïîëó÷èì f(z) =

=
+∞∑

n=−∞
cn(z − z0)

n.

Âîçüìåì êðèâóþ Γ, çàäàííóþ â óñëîâèè òåîðåìû. Òàê êàê ôóíêöèÿ
f(z)

(z − z0)k+1 � àíàëèòè÷åñêàÿ â êîëüöå K ïðè ëþáîì k ∈ Z, òî ñîãëàñíî

òåîðåìå 6.3 ∮
Γ+

2

f(z)

(z − z0)n+1dz =

∮
Γ+

f(z)

(z − z0)n+1dz
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è ∮
Γ+

1

f(z)

(z − z0)n+1dz =

∮
Γ+

f(z)

(z − z0)n+1dz.

Ñëåäîâàòåëüíî, cn =
1

2πi

∮
Γ+

f(z)

(z − z0)n+1dz äëÿ ëþáîãî n ∈ Z.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ðÿä
+∞∑

n=−∞
cn(z − z0)

n, ãäå êîýôôèöèåíòû cn âû-

÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì (10.4), íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà (èëè ëîðàíîâñêèì
ðàçëîæåíèåì) àíàëèòè÷åñêîé â êîëüöå K ôóíêöèè f . Ïðè ýòîì ðÿä

+∞∑
n=0

cn(z − z0)
n

íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé (èëè ïðàâèëüíîé) ÷àñòüþ ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæå-
íèÿ, à ðÿä

−∞∑
n=−1

cn(z − z0)
n

íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 10.2. Ðÿä Òåéëîðà åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ðÿäà Ëîðàíà,
êîãäà f(z) àíàëèòè÷íà â êðóãå B = {z ∈ C | |z − z0| < R}. Äåéñòâèòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå f(z) àíàëèòè÷íà â êîëüöå K = {z ∈ C | r < |z − z0| < R},
ïðè r < R è ðàñêëàäûâàåòñÿ â K â ðÿä Ëîðàíà.

Ïðè ýòîì c−n =
1

2πi

∮
Γ+

f(z)(z − z0)
n−1dz = 0, åñëè n ≥ 1, òàê êàê

ôóíêöèÿ f(z)(z − z0)
n−1 àíàëèòè÷íà â B. Çíà÷èò, ðÿä Ëîðàíà äëÿ f(z) â

K ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ f(z) â B. ⊗

11. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îäíîçíà÷íûå àíàëèòè÷åñêèå
ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 11.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîé îê-
ðåñòíîñòè |z− z0| < δ òî÷êè z0 çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîé òî÷êè z0, â êîòî-
ðîé îíà ìîæåò áûòü è íå çàäàíà, òî òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé
îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f .
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Îïðåäåëåíèå 11.2 (êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê). Èçîëèðîâàí-
íàÿ îñîáàÿ òî÷êà z0 ôóíêöèè f , àíàëèòè÷íîé â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè 0 < |z − z0| < δ òî÷êè z0, íàçûâàåòñÿ

1) óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f , åñëè lim
z→z0

f(z) ñóùåñòâóåò

è êîíå÷åí;
2) ïîëþñîì ôóíêöèè f , åñëè lim

z→z0
f(z) = ∞;

3) ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f , åñëè íå ñóùåñòâóåò
lim
z→z0

f(z).

Ïóñòü z0 � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Ïî òåîðåìå 10.1 ôóíêöèÿ f
â êîëüöå 0 < |z − z0| < δ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Ëîðàíà

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − z0)

n. (11.1)

Òåîðåìà 11.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà z0 áûëà óñòðàíèìîé îñîáîé
òî÷êîé ôóíêöèè f , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ðàçëîæåíèè Ëîðà-
íà (11.1) îòñóòñòâîâàëà ãëàâíàÿ ÷àñòü ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ (cn = 0
äëÿ n = −1,−2, ...), ò. å. ÷òîáû ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(z)
èìåëî âèä

f(z) = c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)
2 + ..., 0 < |z − z0| < δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. =⇒ Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé lim
z→z0

f(z), òîãäà

ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, ò. å. |f(z)| ≤M â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Kε(z0), ñîäåðæàùåéñÿ â êðóãå |z − z0| < δ. Îáîçíà-
÷èì Γ = {z | |z− z0| = ε}. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ

(11.1) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (ñì. (10.4)) cn =
1

2πi

∮
Γ+

f(z)

(z − z0)n+1dz. Ñëåäî-

âàòåëüíî,

|cn| =

∣∣∣∣∣∣ 1

2πi

∮
Γ+

f(z)

(z − z0)n+1dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
|z−z0|=ε

|f(z)|
|z − z0|n+1dl ≤

≤ M

2πεn+1

∫
|z−z0|=ε

dl =
M

2πεn+12πε = Mε−n.

Ïóñòü n = −1,−2, ..., òîãäà 0 ≤ |cn| ≤ Mε−n è lim
ε→ 0

Mε−n = 0. Ïî òåî-

ðåìå î ïðåäåëå ñæàòîé ôóíêöèè cn = 0, n = −1,−2, ... . Ñëåäîâàòåëüíî,
ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(z) â êîëüöå 0 < |z− z0| < δ èìååò âèä

f(z) = c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)
2 + ... .
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⇐= Ïóñòü ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(z) èìååò âèä

f(z) = c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)
2 + ..., 0 < |z − z0| < δ.

Ïåðåõîäÿ ïî÷ëåííî ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò lim
z→z0

f(z) = c0. Ïî

îïðåäåëåíèþ z0 � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà.
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 11.1 âûòåêàåò, ÷òî óñëîâèå ñóùåñòâîâà-

íèÿ ïðåäåëà lim
z→z0

f(z) ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì |f(z)| ≤ M â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè Kε(z0), ò. å. ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 11.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè èçîëè-
ðîâàííîé îñîáîé òî÷êè z0, òî z0 � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà f(z).

Çàìå÷àíèå 11.1. Åñëè òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé

ôóíêöèè f , òî íîâàÿ ôóíêöèÿ: f̃(z) =

{
f(z), z 6= z0,

c0, z = z0
àíàëèòè÷íà è â

òî÷êå z0. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ f̃(z) âñþäó â êðóãå |z−z0| < δ ñîâïàäàåò
ñ ñóììîé ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà è, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 8.3 , ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ íàçâàíèå ½óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ
òî÷êà“. ⊗

Òåîðåìà 11.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà z0 áûëà ïîëþñîì ôóíêöèè
f(z), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿëàñü â
âèäå

f(z) = (z − z0)
−mh(z), h(z0) 6= 0, (11.2)

ãäå h(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 è m ∈ IN. Ïðåäñòàâ-
ëåíèå (11.2) åäèíñòâåííî.

×èñëî m íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïîëþñà z0 ôóíêöèè f . Åñëè m = 1, òî
ïîëþñ íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. =⇒ Ïóñòü z0 � ïîëþñ ôóíêöèè f . Òîãäà ôóíêöèÿ
f(z) àíàëèòè÷íà â êîëüöå 0 < |z − z0| < δ è lim

z→z0
f(z) = ∞, îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî
|f(z)| > 1 (11.3)

â íåêîòîðîì êîëüöå K = {z | 0 < |z − z0| < ρ} (ρ ≤ δ) è ôóíêöèÿ
f àíàëèòè÷íà â K. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z) = 1/f(z). Ôóíêöèÿ g(z)
àíàëèòè÷íà âK, òàê êàê ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà âK è íå îáðàùàåòñÿ â íóëü
â ýòîì êîëüöå â ñèëó íåðàâåíñòâà (11.3). Ñëåäîâàòåëüíî, z0 � èçîëèðîâàííàÿ
îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè g(z). Èç (11.3) ñëåäóåò, ÷òî |g(z)| < 1 â K, è ïî
òåîðåìå 11.2 ïîëó÷àåì, ÷òî z0 � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè g(z).
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Ïîëàãàÿ g(z0) = lim
z→z0

1

f(z)
= 0 ïîëó÷àåì, ÷òî g(z) àíàëèòè÷íà â êðóãå

|z − z0| < ρ è òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ åå íóëåì.
Ïóñòüm � ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè g(z). Ïî òåîðåìå 9.2 (ôîðìóëà (9.3))

èìååì g(z) = (z − z0)
mψ(z), ãäå ôóíêöèÿ ψ(z) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 è ψ(z0) 6= 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì

f(z) =
1

g(z)
= (z − z0)

−mh(z),

ãäå h(z) =
1

ψ(z)
� àíàëèòè÷íàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ôóíêöèÿ, h(z0) =

= 1/ψ(z0) 6= 0. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (11.2) ñëåäóåò èç åäèíñòâåí-
íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè g(z).

⇐= Èç ðàâåíñòâà (11.2) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà â íåêîòî-
ðîì êîëüöå 0 < |z − z0| < δ1 è ÷òî lim

z→z0
f(z) = ∞, ò. å. z0 � ïîëþñ ôóíêöèè

f(z).

Òåîðåìà 11.4. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà z0 áûëà ïîëþñîì ïîðÿäêà m
ôóíêöèè f , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ëîðà-
íîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ (11.1) ôóíêöèè f áûëè âûïîëíåíû ðàâåíñòâà cn = 0
ïðè n = −m− 1,−m− 2, ... è c−m 6= 0. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãëàâíàÿ
÷àñòü ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. =⇒ Ïóñòü z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà m, òîãäà ñîãëàñíî
òåîðåìå 11.3 èìååò ìåñòî ôîðìóëà (11.2). Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ h(z) â
îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 â ðÿä Òåéëîðà h(z) = b0+b1(z−z0)+ +b2(z−z0)

2+ ...,
b0 = h(z0) 6= 0, ïîëó÷àåì ðÿä Ëîðàíà äëÿ ôóíêöèè f(z) â ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè z0:

f(z) = (z − z0)
−mh(z) =

b0
(z − z0)m

+
b1

(z − z0)m−1 + ..., b0 6= 0.

ßñíî, ÷òî b0 = c−m 6= 0 è cn = 0, ïðè n = −m− 1, −m− 2,... .
⇐= Ïóñòü ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä

f(z) =
+∞∑
n=−m

cn(z − z0)
n =

c−m
(z − z0)m

+
c−m+1

(z − z0)m−1 + ..., c−m 6= 0. (11.4)

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè g(z) = (z − z0)
mf(z) = c−m + c−m+1(z − z0) + ...

lim
z→z0

g(z) = c−m 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
z→z0

f(z) = lim
z→z0

g(z)

(z − z0)m
= ∞
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è òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ 11.2 ïîëþñîì. Èç (11.4) ñëåäóåò

f(z) = (z − z0)
−m(c−m + c−m+1(z − z0) + ...) = (z − z0)

−mg(z),

ãäå c−m 6= 0. Òàê êàê g(z) � ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà, òî îíà
àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 è g(z0) = c−m 6= 0. Ñîãëàñíî (11.2), z0
� ïîëþñ ïîðÿäêà m ôóíêöèè f .

Óòâåðæäåíèå 11.1. Ïóñòü z0 � íóëü ïîðÿäêà m àíàëèòè÷åñêîé â
îêðåñòíîñòè z0 ôóíêöèè ψ(z), òîãäà òî÷êà z0 � ïîëþñ ïîðÿäêàm ôóíêöèè

f(z) =
1

ψ(z)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.2 ψ(z) = (z − z0)
mh(z), ãäå

ôóíêöèÿ h(z) àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè z0 è íå îáðàùàåòñÿ òàì
â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, f(z) = (z − z0)

−mg(z), ãäå g(z) = 1/h(z) àíàëè-
òè÷íà â îêðåñòíîñòè z0, ïîñêîëüêó h(z) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè z0 è íå
îáðàùàåòñÿ òàì â íóëü. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 11.3 .

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåì 11.1 è 11.4 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 11.5. Òî÷êà z0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ cn
ñ îòðèöàòåëüíûìè íîìåðàìè, îòëè÷íûìè îò íóëÿ, ò. å. ãëàâíàÿ ÷àñòü
ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ (11.1) áåñêîíå÷íà.

Îïðåäåëåíèå 11.3. Ôóíêöèÿ f : C → C íàçûâàåòñÿ öåëîé, åñëè
îíà íå èìååò îñîáûõ òî÷åê, è íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíîé, åñëè îíà èìååò
òîëüêî èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â êîëüöå R < |z| < +∞, è ïóñòü

åå ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä f(z) =
+∞∑

n=−∞
cnz

n. Ñäåëàåì çàìåíó

ζ =
1

z
, òîãäà êîëüöî R < |z| < +∞ ïåðåõîäèò â êîëüöî 0 < |ζ| < 1

R
, à

ôóíêöèÿ f(z) � â ôóíêöèþ g(ζ) =
+∞∑

n=−∞
cnζ

−n =
+∞∑

n=−∞
c−nζ

n.

Îïðåäåëåíèå 11.4. Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ èçîëèðî-
âàííîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f(z), åñëè òî÷êà ζ = 0 � èçîëèðîâàííàÿ
îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè g(ζ). Òèï òî÷êè z = ∞ äëÿ ôóíêöèè f(z) ñîâïàäà-
åò ñ òèïîì òî÷êè ζ = 0 äëÿ ôóíêöèè g(ζ).

Òåîðåìà 11.6 (Ñîõîòñêîãî). Ïóñòü òî÷êà z0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ
òî÷êà ôóíêöèè f(z). Òîãäà äëÿ ëþáîãî A ∈ C ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {zn}, zn → z0, ÷òî lim f(zn) = A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A = ∞, òî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà, òàê êàê f(z)
íå îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ â ëþáîé îêðåñòíîñòè ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè.

Ïóñòü A 6= ∞; äîêàæåì òåîðåìó îò ïðîòèâíîãî. Åñëè â ïðîèçâîëüíîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 íåëüçÿ íàéòè òî÷åê, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
ñêîëü óãîäíî áëèçêè ê A, òî ñóùåñòâóåò êîëüöî 0 < |z − z0| < δ è ÷èñëî
α > 0, äëÿ êîòîðûõ |f(z) − A| > α ïðè 0 < |z − z0| < δ. Ïîñòðîèì

íîâóþ ôóíêöèþ ϕ(z) =
1

f(z)− A
; îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â êîëüöå

0 < |z − z0| < δ è óäîâëåòâîðÿåò â íåì íåðàâåíñòâó

|ϕ(z)| = 1

|f(z)− A|
<

1

α
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 11.2 , äëÿ ôóíêöèè ϕ(z) òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ
óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé è åå çíà÷åíèå â ýòîé òî÷êå äîëæíî ðàâíÿòüñÿ

ïðåäåëó lim
z→z0

1

f(z)− A
. Íî f(z) íå îãðàíè÷åíà íè â êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

z0. Ïîýòîìó óêàçàííûé ïðåäåë ìîæåò áûòü òîëüêî íóëåì, ò. å. ϕ(z0) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
1

f(z)− A
èìååò íóëü â òî÷êå z0, îòêóäà âûòåêàåò,

÷òî ôóíêöèÿ f(z)−A, à çíà÷èò, è ôóíêöèÿ f(z) èìåþò ïîëþñ â ýòîé òî÷êå.
Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì òåîðåìû.

Ñïðàâåäëèâà áîëåå ñèëüíàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ïðèâîäèì áåç äîêàçà-
òåëüñòâà.

Òåîðåìà 11.7 (Ïèêàðà). Ïóñòü òî÷êà z0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ
òî÷êà ôóíêöèè f(z). Òîãäà â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ôóíêöèÿ f(z)
ïðèíèìàåò, è ïðèòîì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ëþáîå çíà÷åíèå A ∈ C, êðî-
ìå, áûòü ìîæåò, îäíîãî.

Ïðîèëëþñòðèðóåì òåîðåìó Ïèêàðà íà ïðèìåðàõ.
Ïðèìåð 11.1. Òî÷êà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé äëÿ ôóíê-

öèè f(z) = ez. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ez = A, A 6= 0. Ýòî óðàâíåíèå èìååò
ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ (ñì. óòâåðæäåíèå 4.2 ):

zk = ln |A|+ i(arg(A) + 2kπ), (11.5)

ãäå arg(A) � ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ÷èñëà A, k= 0, ±1, ±2, ....
Èç (11.5) ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z = ∞ èìååòñÿ áåñ÷èñ-
ëåííîå ìíîæåñòâî òî÷åê zk, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ez ïðèíèìàåò çíà÷åíèå A
(A 6= 0). Çíà÷åíèå A = 0 ôóíêöèÿ ez íå ïðèíèìàåò (òàêîå çíà÷åíèå íàçû-
âàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì äëÿ ez). •

Äëÿ ôóíêöèè f(z) = sin(z) òî÷êà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñî-
áîé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî A óðàâíåíèå sin(z) = A èìååò áåñ-
÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ sin(z) íå èìååò
èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé.
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12. Âû÷åòû àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

Ïóñòü z0 � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà (z0 6= ∞) ôóíêöèè f(z), ïðè
ýòîì f � àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîì êîëüöå 0 < |z − z0| < δ. Ðàññìîòðèì
çàìêíóòóþ êðèâóþ Γ, îõâàòûâàþùóþ òî÷êó z0 è öåëèêîì ëåæàùóþ â ýòîì

êîëüöå. Ïî òåîðåìå 6.3 çíà÷åíèå èíòåãðàëà

∮
Γ+

f(z)dz îäèíàêîâîå äëÿ âñåõ

êðèâûõ Γ.

Îïðåäåëåíèå 12.1. ×èñëî Res
z=z0

f(z)=
1

2πi

∮
Γ+

f(z)dz íàçûâàåòñÿ âû÷å-

òîì ôóíêöèè f â òî÷êå z0.

Çàìå÷àíèå 12.1. Ìîæíî îïðåäåëèòü âû÷åò è â íåîñîáîé òî÷êå, íî ïî
òåîðåìå 6.1 îí ðàâåí íóëþ, è ïîýòîìó òàêîå ïîíÿòèå íå ââîäèòñÿ. ⊗

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(z) â êîëüöå 0 < |z − z0| < δ â ðÿä Ëîðàíà

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − z0)

n. (12.1)

Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü z0 � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà (z0 6= ∞)
àíàëèòè÷åñêîé â íåêîòîðîì êîëüöå 0 < |z − z0| < δ ôóíêöèè f(z). Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Res
z=z0

f(z) = c−1, ãäå c−1 � êîýôôèöèåíò ïðè
1

z − z0
â ëîðàíîâñêîì

ðàçëîæåíèè (12.1).
2. Åñëè z0 � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà, òî Res

z=z0
f(z) = 0.

3. Åñëè z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà m, òî

Res
z=z0

f(z) =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

((z − z0)
mf(z))(m−1) . (12.2)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè z0 � ïðîñòîé ïîëþñ (m = 1), òî

Res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

((z − z0)f(z)). (12.3)

4. Åñëè ϕ(z0) 6= 0, ψ(z0) = 0, ψ′(z0) 6= 0, òî z0 � ïðîñòîé ïîëþñ

ôóíêöèè f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
è Res
z=z0

f(z) =
ϕ(z0)

ψ′(z0)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 12.1 â êà÷åñòâå Γ ìîæíî
âçÿòü îêðóæíîñòü Γ = {z | |z − z0| = r}, ãäå r < δ. Ïðîèíòåãðèðóåì ðÿä
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(12.1) ïî÷ëåííî è èñïîëüçóåì ëåììó 5.1 , òîãäà

Res
z=z0

f(z) =
1

2πi

∮
Γ+

f(z)dz =
+∞∑

n=−∞

cn
2πi

∮
Γ+

(z − z0)
ndz =

c−1

2πi
2πi = c−1.

2. Ñëåäóåò èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî: Res
z=z0

f(z) = c−1 = 0, òàê êàê â

ñëó÷àå óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êè c−1 = 0.
3. Ïóñòü z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà m, òîãäà ðàçëîæåíèå (12.1) èìååò âèä

f(z) =
c−m

(z − z0)m
+

c−m+1

(z − z0)m−1 + ...+
c−1

z − z0
+ c0 + c1(z − z0) + ...

Äîìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà (z − z0)
m, ïîëó÷èì

(z − z0)
mf(z) = c−m + c−m+1(z − z0) + ...

...+ c−1(z − z0)
m−1 + c0(z − z0)

m + c1(z − z0)
m+1 + ...

Ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðóÿ, íàéäåì

((z − z0)
mf(z))(m−1) = c−1(m− 1)! + c0m(m− 1) · · · 2(z − z0) +

+c1(m+ 1)m · · · 3(z − z0)
2 + ...

Ïåðåõîäÿ ïî÷ëåííî ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

lim
z→z0

((z − z0)
mf(z))(m−1) = (m− 1)!c−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ï. 1

Res
z=z0

f(z) = c−1 =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

((z − z0)
mf(z))(m−1).

4. Òàê êàê z0 � ïðîñòîé íóëü ôóíêöèè ψ(z) è íå ÿâëÿåòñÿ íóëåì ϕ(z),
òî z0 � ïðîñòîé ïîëþñ f(z). Âîñïîëüçóåìñÿ ï. 3 äëÿ ïðîñòîãî ïîëþñà

Res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

(
(z − z0)

ϕ(z)

ψ(z)

)
= lim

z→z0

ϕ(z)

ψ(z)− ψ(z0)

z − z0

=

=
lim
z→z0

ϕ(z)

lim
z→z0

ϕ(z)− ψ(z0)

z − z0

=
ϕ(z0)

ψ′(z0)
.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà èñïîëüçîâàíî îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé.
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Òåîðåìà 12.2 (îñíîâíàÿ òåîðåìà î âû÷åòàõ). Ïóñòü àíàëèòè-
÷åñêàÿ â îáëàñòè D è íåïðåðûâíàÿ â D ôóíêöèÿ f(z), çà èñêëþ÷åíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê zk ∈ D, k = 1, 2, ..., n, à
∂D (ãðàíèöà D) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé èëè îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà çàìêíóòûõ êðèâûõ. Òîãäà∫

∂D

f(z)dz = 2πi
n∑
k=1

Res
z=zk

f(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íå ïåðåñåêàþùèåñÿ êðóãè Kε(zk) òàêî-
ãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ε, ÷òî-
áû â ýòèõ êðóãàõ ñîäåðæàëîñü òîëü-
êî ïî îäíîé îñîáîé òî÷êå (ðèñóíîê,
äëÿ ñëó÷àÿ n = 3). Ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü, òàê êàê îñîáûå òî÷êè èçîëèðî-
âàííûå. Ïóñòü Γk = {z | |z−zk| = ε}
� ñîîòâåòñòâóþùèå îêðóæíîñòè. Òî-
ãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 12.1

1

2πi

∮
Γ+

k

f(z)dz = Res
z=zk

f(z). (12.4)
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•

•

•

Γ1

Γ2

Γ3

∂D

z2

z3

z1
ε

ε

ε

D1

Ðèñ. 12.1

Âûðåçàâ òåïåðü ýòè êðóãè èç îáëàñòè D, ïîëó÷èì îáëàñòü D1. Ñîãëàñíî

òåîðåìå 6.3

∫
∂D1

f(z)dz = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

∫
∂D

f(z)dz =
n∑
k=1

∮
Γ+

k

f(z)dz.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (12.4), ïîëó÷èì∫
∂D

f(z)dz =
n∑
k=1

2πiRes
z=zk

f(z) = 2πi
n∑
k=1

Res
z=zk

f(z).

Ïóñòü òåïåðü z = ∞ � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà f , ò. å. â íåêîòî-
ðîì êîëüöå K : R < |z| < +∞ ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà, è ñïðàâåäëèâî
ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cnz

n. (12.5)

63



Ïóñòü Γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, îõâàòûâàþùàÿ êðóã |z| ≤ R è öåëèêîì ëåæà-

ùàÿ â K. Èíòåãðàë

∮
Γ−

f(z)dz, ãäå Γ− îçíà÷àåò, ÷òî Γ îáõîäèòñÿ ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå (òî÷êà 0 îñòàåòñÿ ñïðàâà), ñîãëàñíî òåîðåìå 6.3 íå çàâèñèò îò Γ.

Îïðåäåëåíèå 12.2. ×èñëî Res
z=∞

f(z)=
1

2πi

∮
Γ−

f(z)dz íàçûâàåòñÿ âû÷å-

òîì ôóíêöèè f â òî÷êå z = ∞.

Óòâåðæäåíèå 12.1. Res
z=∞

f(z) = −c−1, ãäå c−1 � êîýôôèöèåíò ïðè
1

z
â ëîðàíîâñêîì ðàçëîæåíèè (12.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì â êà÷åñòâå Γ îêðóæíîñòü |z| = r, ãäå r >
R. Ïðîèíòåãðèðîâàâ (12.5) ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì

Res
z=∞

f(z) =
1

2πi

∮
Γ−

f(z)dz =
1

2πi

+∞∑
n=−∞

cn

∮
Γ−

zndz =

= −
+∞∑

n=−∞
cn

1

2πi

∮
Γ+

zndz = −c−1
1

2πi
2πi = −c−1.

Çäåñü ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà èñïîëüçîâàíà ëåììà 5.1 .

Òåîðåìà 12.3. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà âñþäó â C, çà èñ-
êëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê z1, z2, ..., zn−1,

zn = ∞, òî
n∑
k=1

Res
z=zk

f(z) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó êîíå÷íûõ îñîáûõ òî÷åê êîíå÷íîå ÷èñëî,
òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî R > 0, ÷òî ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â êîëüöå
R < |z| < +∞. Âîçüìåì çàìêíóòóþ êðèâóþ Γ, îõâàòûâàþùóþ êðóã |z| ≤ R
è öåëèêîì ëåæàùóþ â ýòîì êîëüöå, òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 12.2∮

Γ+

f(z)dz = 2πi
n−1∑
k=1

Res
z=zk

f(z).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ 12.2∮
Γ−

f(z)dz = 2πiRes
z=∞

f(z)
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èëè

−
∮
Γ+

f(z)dz = 2πiRes
z=∞

f(z).

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, íàéäåì

0 = 2πi

(
n−1∑
k=1

Res
z=zk

f(z) + Res
z=∞

f(z)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
n∑
k=1

Res
z=zk

f(z) = 0.

13. Ïðèëîæåíèå òåîðèè âû÷åòîâ ê âû÷èñëåíèþ
îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

Ðàññìîòðèì çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ òîëüêî òðåõ âèäîâ îïðåäåëåííûõ èí-
òåãðàëîâ, êîòîðûå ìîæíî âû÷èñëÿòü ñ èñïîëüçîâàíèåì îñíîâíîé òåîðåìû
î âû÷åòàõ (òåîðåìà 12.2 ). Ñ âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëîâ äðóãîãî âèäà ìîæíî
ïîçíàêîìèòüñÿ â ó÷åáíèêå [ 7, �29].

I. Èíòåãðàëû âèäà

+∞∫
−∞

f(x)dx

Ëåììà 13.1 (ïåðâàÿ ëåììàÆîðäàíà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) àíà-
ëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè =m z > 0, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê, è ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå
R0, M , δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ {z | =m z > 0, |z| > R0} ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

|f(z)| ≤ M

|z|1+δ . (13.1)

Òîãäà

lim
R→+∞

∫
CR

f(z)dz = 0, (13.2)

ãäå CR = {z | |z| = R, =m z > 0} � ïîëóîêðóæíîñòü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì R > R0 á�îëüøèì ìàêñèìàëüíîãî ðàññòî-
ÿíèÿ îò 0 äî îñîáûõ òî÷åê. Èñïîëüçóÿ îöåíêó (13.1) èìååì

0 ≤

∣∣∣∣∣∣
∫
CR

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
CR

|f(z)|dl ≤
∫
CR

M

|z|1+δdl =

=

∫
CR

M

R1+δdl =
M

R1+δ

∫
CR

dl =
M

R1+δπR =
πM

Rδ
.

Òàê êàê δ > 0, òî lim
R→+∞

πM

Rδ
= 0, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïðåäåëå

ñæàòîé ôóíêöèè âûïîëíåíî (13.2).

Òåîðåìà 13.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû
13.1 è íå èìååò îñîáûõ òî÷åê íà âåùåñòâåííîé îñè. Òîãäà

+∞∫
−∞

f(x)dx = 2πi
n∑
k=1

Res
z=zk

f(z), (13.3)

ãäå zk (k = 1, 2, ..., n) � îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f , ðàñïîëîæåííûå â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè (=m zk > 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàñïîëîæåííóþ â âåðõíåé ïîëóïëîñêî-
ñòè îáëàñòü D = {z | |z| < R ∧ =m z > 0}, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå îñîáûå
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•

•

•

•
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•

D

CR

x

y

R−R

z2 zn
z1

0

Ðèñ. 13.1

òî÷êè z1, z2,..., zn (ðèñ. 13.1), ãäå
x = <e z è y = =m z. Åå ãðàíèöà
∂D ñîñòîèò èç ïîëóîêðóæíîñòè CR
è îòðåçêà âåùåñòâåííîé îñè [−R,R]
è íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê. Ñîãëàñ-
íî òåîðåìå 12.2 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà
âåùåñòâåííîé îñè z = x + i0 = x,
ïîëó÷èì

∮
∂D+

f(z)dz =

R∫
−R

f(x)dx+

∫
CR

f(z)dz = 2πi
n∑
k=1

Res
z=zk

f(z).

Ïðàâàÿ ÷àñòü îò R íå çàâèñèò, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè
R→ +∞ è èñïîëüçóÿ (13.2), ïîëó÷èì

+∞∫
−∞

f(x)dx = 2πi
n∑
k=1

Res
z=zk

f(z).

66



Ïðèìåð 13.1. Âû÷èñëèòü I =

+∞∫
−∞

x2dx

(x2 + 1)(x2 − 2x+ 2)
.

Ôóíêöèÿ f(z) =
z2

(z2 + 1)(z2 − 2z + 2)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû

13.1 ñ δ = 1 > 0. Çíàìåíàòåëü ôóíêöèè f(z) èìååò íóëè êðàòíîñòè 1 â
òî÷êàõ ±i, 1 ± i. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(z) èìååò ïðîñòûå ïîëþñû â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â òî÷êàõ i è 1+ i. Âû÷èñëèì âû÷åòû â ýòèõ òî÷êàõ,
èñïîëüçóÿ (12.3):

Res
z=i

f(z) = lim
z→i

z2(z − i)

(z2 + 1)(z2 − 2z + 2)
=
−2 + i

10

è

Res
z=1+i

f(z) = lim
z→1+i

z2(z − 1− i)

(z2 + 1)(z2 − 2z + 2)
=

1− 2i

5
.

Ñîãëàñíî (13.3)

I=2πi

(
Res
z=i

f(z)+Res
z=1+i

f(z)

)
=2πi

(
−2 + i

10
+

1− 2i

5

)
=

3π

5
. •

II. Èíòåãðàëû âèäà

+∞∫
−∞

f(x)eiaxdx, a > 0

Ëåììà 13.2 (âòîðàÿ ëåììàÆîðäàíà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) àíà-
ëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè =m z > 0, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê. Åñëè

lim
R→+∞

(
sup
CR

|f(z)|
)

= 0, (13.4)

ãäå CR = {z | |z| = R, =m z > 0} � ïîëóîêðóæíîñòü, è a > 0, òî

lim
R→+∞

∫
CR

f(z)eiazdz = 0. (13.5)

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàæåì ñíà÷àëà âñïîìîãàòåëüíîå íåðàâåíñòâî. Íà
îòðåçêå [0, π/2] ðàññìîòðèì ôóíêöèþ sinϕ. Òàê êàê
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•

•

xπ/2

y

1

A

B

0

Ðèñ. 13.2

(sinϕ)′′ = − sinϕ ≤ 0

ïðè ϕ ∈
[
0,
π

2

]
, òî ôóíêöèÿ sinϕ âû-

ïóêëà ââåðõ íà ïðîìåæóòêå
[
0,
π

2

]
è ãðàôèê ôóíêöèè sinϕ ðàñïîëîæåí
âûøå (ðèñ. 13.2) õîðäû AB (ïðÿìîé

y =
2

π
ϕ). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþ-

áûõ çíà÷åíèé ϕ ∈
[
0,
π

2

]
âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

sinϕ ≥ 2

π
ϕ, ϕ ∈

[
0,
π

2

]
. (13.6)

Îáîçíà÷èì J(R) =

∫
CR

f(z)eiazdz è M(R) = sup
CR

|f(z)|. Åñëè z = x+ iy, òî

∣∣eiaz∣∣ =
∣∣∣eia(x+iy)∣∣∣ = e−ay. (13.7)

Îöåíèì ìîäóëü èíòåãðàëà J(R), ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (13.7):

|J(R)| ≤
∫
CR

∣∣eiaz∣∣ |f(z)|dl ≤
∫
CR

e−ayM(R)dl = M(R)

∫
CR

e−aydl. (13.8)

Çàïèøåì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫
CR

e−aydl, çàäàâàÿ ïîëóîêðóæíîñòü â

ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

{
x(ϕ) = R cosϕ,

y(ϕ) = R sinϕ,
, ãäå ϕ ∈ [0, π]. Òîãäà

∫
CR

e−aydl =

π∫
0

e−aR sinϕRdϕ = R

π∫
0

e−aR sinϕdϕ.

Ðàçîáüåì ïîñëåäíèé èíòåãðàë íà äâà è, ñäåëàâ âî âòîðîì èíòåãðàëå çàìåíó
ϕ = π − ψ, ïîëó÷èì

π∫
0

e−aR sinϕdϕ =

π/2∫
0

e−aR sinϕdϕ+

π∫
π/2

e−aR sinϕdϕ =

=

π/2∫
0

e−aR sinϕdϕ+

π/2∫
0

e−aR sinψdψ = 2

π/2∫
0

e−aR sinϕdϕ.
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Èòàê, ∫
CR

e−aydl = 2R

π/2∫
0

e−aR sinϕdϕ. (13.9)

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (13.6), ïîëó÷èì äëÿ èíòåãðàëà (13.9) îöåíêó

∫
CR

e−aydl ≤ 2R

π/2∫
0

e−
2aR
π ϕdϕ = − 2R

2aR

π

e
−2aR

π ϕ
∣∣∣∣π/2
0

=
π

a

(
1− e−aR

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî â îöåíêó (13.8) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñî-
ãëàñíî óñëîâèþ (13.4) M(R) −→

R→+∞
0, ïîëó÷èì

0 ≤ |J(R)| ≤M(R)
π

a

(
1− e−aR

)
−→
R→+∞

0.

Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ñæàòîé ôóíêöèè ïðè R → +∞ ïîëó÷èì, ÷òî
lim

R→+∞
J(R) = 0, ò. å. óòâåðæäåíèå (13.5) äîêàçàíî.

Òåîðåìà 13.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû
13.2 è íå èìååò îñîáûõ òî÷åê íà âåùåñòâåííîé îñè. Òîãäà

+∞∫
−∞

f(x)eiaxdx = 2πi
n∑
k=1

Res
z=zk

(
f(z)eiaz

)
, a > 0, (13.10)

ãäå zk (k = 1, 2, ..., n) � îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z), íàõîäÿùèåñÿ â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â òåîðåìå 13.1 , ðàññìîòðèì ïîëóêðóã íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè D = {z | |z| < R, =m z > 0}, ñîäåðæàùèé âñå îñî-
áûå òî÷êè z1, z2, ..., zn ôóíêöèè f â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 13.1),
∂D = CR ∪ {z | x ∈ [−R,R], y = 0}. Ñîãëàñíî (5.3) è òåîðåìå 12.2∮
∂D+

f(z)eiazdz =

R∫
−R

eiaxf(x)dx+

∫
CR

f(z)eiazdz = 2πi
n∑
k=1

Res
z=zk

(
f(z)eiaz

)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâà îò R íå çàâèñèò. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè
R→ +∞ è èñïîëüçóÿ (13.5), ïîëó÷àåì

+∞∫
−∞

f(x)eiaxdx = 2πi
n∑
k=1

Res
z=zk

(
f(z)eiaz

)
,
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ò. å. óòâåðæäåíèå (13.10) äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 13.1. Åñëè ôóíêöèÿ f âåùåñòâåííà ïðè âåùåñòâåííûõ x
è a > 0, òî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ýéëåðà eiax = cos(ax)+i sin(ax) è ðàçäåëÿÿ
â ôîðìóëå (13.10) âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷àåì

+∞∫
−∞

cos(ax)f(x)dx = −2π=m

[ ∑
=m zk>0

Res
z=zk

(
f(z)eiaz

)]
, a > 0,

+∞∫
−∞

sin(ax)f(x)dx = 2π<e

[ ∑
=m zk>0

Res
z=zk

(
f(z)eiaz

)]
, a > 0.

(13.11)

Îòìåòèì, ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè çàïîìèíàòü ôîðìóëû (13.11). Ãîðàçäî
âàæíåå óñâîèòü ïðèåìû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îíè ïîëó÷àþòñÿ. ⊗

Ïðèìåð 13.2. Âû÷èñëèòü I =

+∞∫
−∞

(x+ 1)eixdx

x2 + 1
.

Ôóíêöèÿ f(z) =
z + 1

z2 + 1
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 13.2 . Çíàìå-

íàòåëü ôóíêöèè f(z) èìååò íóëè êðàòíîñòè 1 â òî÷êàõ ±i. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ f(z) èìååò ïðîñòîé ïîëþñ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â òî÷êå i.
Âû÷èñëèì âû÷åò ôóíêöèè f(z)eiz â ýòîé òî÷êå:

Res
z=i

f(z)eiz = lim
z→i

(z + 1)(z − i)eiz

z2 + 1
=

1− i

2e
.

Ñîãëàñíî (13.10)

I =

+∞∫
−∞

(x+ 1)eixdx

x2 + 1
= 2πi

(
Res
z=i

f(z)eiz
)

= 2πi
1− i

2e
=
π(1 + i)

e
.

Îòñþäà, äàæå áåç èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóë (13.11), ëåãêî ïîëó÷èòü

I1 =

+∞∫
−∞

(x+ 1) cos(x)dx

x2 + 1
=
π

e
, I2 =

+∞∫
−∞

(x+ 1) sin(x)dx

x2 + 1
=
π

e
,

ñëåäîâàòåëüíî, I1 =
π

e
è I2 =

π

e
. •
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III. Èíòåãðàëû âèäà J =

2π∫
0

R(sinϕ, cosϕ)dϕ

Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ R(sinϕ, cosϕ) åñòü ðàöèî-
íàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, íå èìåþùàÿ îñîáûõ òî÷åê íà [0, 2π].

Ñäåëàåì çàìåíó z = eiϕ, òîãäà dz = ieiϕdϕ, dϕ =
dz

iz
, è èñïîëüçóåì

ôîðìóëû Ýéëåðà

sinϕ =
eiϕ − e−iϕ

2i
=

1

2i

(
z − 1

z

)
, cosϕ =

eiϕ + e−iϕ

2
=

1

2

(
z +

1

z

)
.

Ïðè èçìåíåíèè ϕ îò 0 äî 2π íîâûé àðãóìåíò z ïðîáåãàåò îêðóæíîñòü
|z| = 1, êîòîðóþ îáîçíà÷èì Γ. Ñëåäîâàòåëüíî,

J =
1

i

∮
Γ+

R

(
1

2i

(
z − 1

z

)
,

1

2

(
z +

1

z

))
1

z
dz =

1

i

∮
Γ+

f(z)dz,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

f(z) =
1

z
R

(
1

2i

(
z − 1

z

)
,

1

2

(
z +

1

z

))
. (13.12)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 12.2 èìååì

J =

2π∫
0

R(sinϕ, cosϕ)dϕ =
1

i

∮
Γ+

f(z)dz = 2π
n∑
k=1

Res
z=zk

f(z), (13.13)

ãäå zk (k = 1, 2, ..., n) � îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z), ëåæàùèå âíóòðè êðóãà
|z| < 1.

Ïðèìåð 13.3. Âû÷èñëèòü I =

2π∫
0

dϕ

(5 + 3 cosϕ)2 . Ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó

eiϕ = z ïîëó÷èì (ñì. (13.12)) f(z) =
4z

(3z2 + 10z + 3)2 è ñîãëàñíî (13.13)

èìååì I = 2π
∑
|zk|=1

Res
z=zk

f(z). Òàê êàê ìíîãî÷ëåí 3z2+10z+3 èìååò êîðíè −3

è −1/3, òî âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà íàõîäèòñÿ òîëüêî îäèí ïîëþñ âòîðîãî
ïîðÿäêà z1 = −1/3. Âû÷åò ôóíêöèè f(z) îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîëþñà ìîæíî
íàéòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (12.2)

Res
z=−1/3

f(z) = lim
z→−1/3

d

dz

(
4z(z + 1/3)2

(3z2 + 10z + 3)2

)
=

5

64
.

Èòàê, I =
5π

32
. •
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14. ×èñëî íóëåé è ïîëþñîâ àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 14.1. Ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè f(z)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ:

f ′(z)

f(z)
=
d

dz
Ln f(z).

Òåîðåìà 14.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â çàìêíóòîé îáëàñòè
D çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, ïîëþñîâ, ëåæàùèõ â îãðàíè÷åííîé îä-
íîñâÿçíîé îáëàñòè D.

Åñëè f(z) íå èìååò íà Γ = ∂D � ãðàíèöå îáëàñòè D íè íóëåé, íè
ïîëþñîâ, òî

1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz = N − P, (14.1)

ãäå N � ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè f ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà, à P � ÷èñëî ïîëþñîâ
ôóíêöèè f ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà.

Äðóãèìè ñëîâàìè ñóììà âû÷åòîâ îò ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé îò
ôóíêöèè f(z) (ñóììà ëîãàðèôìè÷åñêèõ âû÷åòîâ) ðàâåí N − P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) ìîæåò èìåòü â îáëàñòè
D ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëþñîâ, òàê êàê, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñóùåñòâî-
âàëà áû â îáëàñòè D ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîëþñîâ (íå èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ
òî÷êà). ×èñëî íóëåé ôóíêöèè f(z) â îáëàñòè D òàêæå êîíå÷íî. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè ÷èñëî íóëåé áåñêîíå÷íî, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ òî÷êà íó-
ëåé ôóíêöèè f(z), ëåæàùèõ â îáëàñòè D è, ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå 9.3 ,
f(z) ≡ 0 â D.

Îñîáûìè òî÷êàìè ôóíêöèè f ′(z)/f(z) ÿâëÿþòñÿ ëèøü íóëè è ïîëþñû

f(z). Ïî òåîðåìå 12.2 èíòåãðàë

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz ðàâåí ñóììå âû÷åòîâ â èçîëèðî-

âàííûõ îñîáûõ òî÷êàõ ôóíêöèè
f ′

f
, êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ â äàííîì ñëó÷àå

íóëè è ïîëþñû ôóíêöèè f .
Ïóñòü z = α � íóëü ôóíêöèè f ïîðÿäêà m. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ

9.1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = α f(z) = (z − α)mf(z), g(α) 6= 0 è g �
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

f ′(z)

f(z)
=
m(z − α)m−1g(z) + (z − α)mg′(z)

(z − α)mg(z)
=

m

z − α
+
g′(z)

g(z)
.
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Òàê êàê g(α) 6= 0, òî ôóíêöèÿ
g′

g
àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = α

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 9.1

g′(z)

g(z)
= c0 + c1(z − α) + c2(z − α)2 + ...

Çíà÷èò, ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå â êîëüöå 0 < |z − α| < ε èìååò âèä

f ′(z)

f(z)
=

m

z − α
+ c0 + c1(z − α) + ...

Ñëåäîâàòåëüíî, òî òåîðåìå 12.1 Res
z=α

f ′(z)

f(z)
= m � ïîðÿäêó íóëÿ z = α èëè

÷èñëó íóëåé z = α.
Ïóñòü òåïåðü z = β � ïîëþñ ïîðÿäêà l ôóíêöèè f . Ïî îïðåäåëåíèþ

11.2 â íåêîòîðîì êîëüöå 0 < |z − β| < δ

f(z) =
c−l

(z − β)l
+

c−l+1

(z − β)l−1 + ...

è c−l 6= 0.
Ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì

f ′(z) = − lc−l
(z − β)l+1 −

(l − 1)c−l+1

(z − β)l
− ...

Òîãäà â 0 < |z − β| < δ

f ′(z)

f(z)
=

− 1

(z − β)l+1 (lc−l + (l − 1)c−l+1(z − β) + ...)

1

(z − β)l
(c−l + c−l+1(z − β) + ...)

= − 1

z − β
g(z),

ãäå

g(z) =
lc−l + (l − 1)c−l+1(z − β) + ...

c−l + c−l+1(z − β) + ...

g(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = β, êàê ÷àñòíîå
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê êàê c−l 6=
6= 0. Ïðè ýòîì g(β) = l. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 9.1 g(z) = l+b1(z−β)+

+b2(z− β)2 + ..., çíà÷èò, ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè
f ′

f
â íåêîòîðîì

êîëüöå 0 < |z − β| < ε

f ′(z)

f(z)
= − l

z − β
− b1 − b2(z − β)− ...

73



Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 12.1 Res
z=β

f ′(z)

f(z)
= −l ñ ìèíóñîì ïîðÿäêà ïîëþñà z = β

èëè ñ ìèíóñîì, ðàâíûì ÷èñëó ïîëþñîâ z = β.
Çíà÷èò, îêîí÷àòåëüíî

1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz = N − P,

ãäå N è P � ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî íóëåé è ïîëþñîâ ôóíêöèè f(z) â îáëàñòè
D, ïðè÷åì êàæäûé íóëü è ïîëþñ áåðåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâû èõ ïîðÿäêè.

Ñëåäñòâèå 14.1 (ïðèíöèï àðãóìåíòà). Åñëè ôóíêöèÿ f óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 14.1 , òî ôîðìóëó 14.1ìîæíî çàïèñàòü òàê:

1

2π
∆Γ arg f(z) = N − P, (14.2)

ãäå ∆Γ arg f(z) � ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè f ïðè îáõîäå ãðàíèöû Γ
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íåêîòîðîé ïîëîñå, ñîäåðæàùåé ãðàíèöó Γ ôóíê-

öèè
f ′

f
ïî óñëîâèþ àíàëèòè÷íîñòè, åñëè ïîëîñó ðàçðåçàòü, òî ïîëó÷èòñÿ îä-

íîñâÿçíàÿ îáëàñòü, â êîòîðîé ó ôóíêöèè
f ′(z)

f(z)
åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ ln f(z).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 14.1

N − P =
1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi
(ln f(z))

∣∣∣∣
Γ

=

=
1

2πi
(ln |f(z)|+ i arg f(z))

∣∣∣∣
Γ

=
1

2π
arg f(z)

∣∣∣∣
Γ

=
1

2π
∆Γ arg f(z),

òàê êàê |f(z)| ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó âîçâðàùàåòñÿ ê ïåðâîíà-
÷àëüíîìó çíà÷åíèþ. Îòêóäà èç (14.1) âûòåêàåò ôîðìóëà (14.2)

Çàìå÷àíèå 14.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê, òî ïî
òåîðåìå 14.1 è ñëåäîâàòåëüíî ïî ôîðìóëå (14.1 ) ìîæíî ñîñ÷èòàòü ÷èñëî
íóëåé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, åñëè æå f(z) íå èìååò íóëåé, òî ìîæíî
ñîñ÷èòàòü ÷èñëî ïîëþñîâ.

Â ÷àñòíîñòè åñëè ôóíêöèÿ f(z) íå èìååò ïîëþñîâ â îáëàñòè D, òî
ôîðìóëà (14.2) ïðèíèìàåò âèä

1

2π
∆Γ arg f(z) = N. (14.3)
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x u

y v

0

0

Γ

Γ′

(z) (w)

w = f(z)

Ðèñ. 14.1

Ïîÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ∆Γ arg f(z). Ïóñòü Γ′ � îáðàç êðèâîé Γ ïðè
îòîáðàæåíèè w = f(z) ( ðèñ. 14.1). ïðè ïîëíîì îáõîäå çàìêíóòîãî êîíòóðà
Γ òî÷êîé z ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà îïèñûâàåò íà ïëîñêîñòè w çàìêíóòûé
êîíòóð Γ′. Èçìåíåíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè f(z) íà êîíòóðå Γ îïðåäåëÿåòñÿ
÷èñëîì ïîëíûõ îáîðîòîâ, êîòîðûå ñîâåðøàåò âåêòîð w ïðè äâèæåíèè òî÷êè
w ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó Γ′.

Â íàøåì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ f(z) íå èìååò ïîëþñîâ â îáëàñòè D, òî
ôîðìóëà (14.3) ïîêàçûâàåò, ÷òî f(z) èìååò â îáëàñòè D (ñì. ðèñ. 14.1) äâà
íóëÿ. Åñëè âåêòîð w íå äåëàåò íè îäíîãî ïîëíîãî îáîðîòà âîêðóã òî÷êè
w = 0, òî ∆Γ arg f(z) = 0. ⊗

Òåîðåìà 14.2 (Ðóøå). Ïóñòü ôóíêöèè f(z) è g(z) àíàëèòè÷åñêèå
â çàìêíóòîé îáëàñòè D, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî z ∈ Γ = ∂D (ãðàíèöå D)
|f(z)| > |g(z)|. Òîãäà ÷èñëî íóëåé â D ôóíêöèè F (z) = f(z) + g(z) ñîâïà-
äàåò ñ ÷èñëîì íóëåé ôóíêöèè f(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ f íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà Γ, òàê êàê
|f(z)| > |g)z)| ≥ 0, òàêæå íà Γ |F (z)| = |f(z) + g(z)| ≥ |f(z)| − |g(z)| > 0
è F íå îáðàùàåòñÿ íà Γ â íóëü.

Ïî óñëîâèþ ó f è F íåò ïîëþñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñëåäñòâèþ 14.1
÷èñëî íóëåé

NF =
1

2π
∆Γ argF (z) =

1

2π
∆Γ arg(f(z) + g(z))

è

Nf =
1

2π
∆Γ arg f(z).

Òîãäà

NF −Nf =
1

2π
∆Γ arg(f(z) + g(z))− 1

2π
∆Γ arg f(z) =

=
1

2π
∆Γ(arg(f(z) + g(z))− arg f(z)) =

1

2π
∆Γ arg

f(z) + g(z)

f(z)
=
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=
1

2π
∆Γ arg

(
1 +

g(z)

f(z)

)
.

Ïóñòü w = 1+
g(z)

f(z)
. Ïðè îáõîäå òî÷êîé z ãðàíèöû Γ ñîîòâåòñòâóþùàÿ

òî÷êà w îïèñûâàåò çàìêíóòóþ êðèâóþ Γ′, è òàê êàê

|w − 1| = |g(z)|
|f(z)|

< 1,

òî êðèâàÿ Γ′ ëåæèò â êðóãå |w − 1| < 1. Çíà÷èò, òî÷êà w = 0 ëåæèò âíå
êðèâîé Γ′, è â ñèëó çàìå÷àíèÿ 14.1, ∆Γ argw = 0. Çíà÷èò NF = Nf .

Ïðèìåð 14.1. Íàéòè ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ

z9 − 6z4 + 3z − 1 = 0

âíóòðè êðóãà |z| = 1.
Îáîçíà÷èì f(z) = −6z4, g(z) = z9+3z−1. Åñëè z ∈ Γ, ãäå Γ : |z| = 1,

òî
|f(z)| = 6, |g(z)| ≤ |z|9 + 3|z|3 + 1 = 5,

îòêóäà |f(z)| > |g(z)| ïðè z ∈ Γ. Ïî òåîðåìå Ðóøå ÷èñëî êîðíåé èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ â êðóãå |z| < 1 ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êîðíåé óðàâíåíèÿ f(z) =
= −6z4 = 0 â ýòîì êðóãå, ò. å. ðàâíî 4. •

Ïðèìåð 14.2. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå

z + λ− ez = 0, λ > 1 (14.4)

èìååò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè åäèíñòâåííûé (è ïðè òîì äåéñòâèòåëüíûé)
êîðåíü.

Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé êîíòóð, ñîñòàâëåííûé èç äóãè ïîëóîêðóæíî-
ñòè CR : |z| = R, <e z ≤ 0 è îòðåçêà l : [−iR, iR ]. Ïîëîæèì f(z) = z+λ,
g(z) = −ez. Íà îòðåçêå l èìååì |f(z)| = |λ+ iy| ≥ λ > 1, |g(z)| = |eiy| = 1.
Íà ïîëóîêðóæíîñòè CR ïðè R > λ+ 1 èìååì

|f(z)| ≥ |z| − λ = R− λ > 1, |g(z)| = |ex+iy| = ex ≤ 1,

òàê êàê x ≤ 0. Â ñèëó òåîðåìû Ðóøå ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ (14.4) â îáëà-
ñòè |z| < R, <e z < 0 ïðè ëþáîì R > λ+ 1 ðàâíî ÷èñëó êîðíåé óðàâíåíèÿ
z + λ = 0, ò. å. ðàâíî 1. îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è âî âñåé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè
óðàâíåíèå (14.4) èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü. Ýòîò êîðåíü ÿâëÿåòñÿ äåéñòâè-
òåëüíûì, òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (14.4) ïîëîæèòåëüíà (ðàâíà λ−1)
ïðè z = x = 0 è ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðè x→ −∞. •

Ñëåäñòâèå 14.2 (îáîáùåíèå îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû). Ìíî-
ãî÷ëåí n-îé ñòåïåíè èìååò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðîâíî n íóëåé (ñ
ó÷åòîì ïîðÿäêà).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

F (z) = anz
n + an−1z

n−1 + ...+ a0 = f(z) + g(z),

ãäå f(z) = anz
n, an 6= 0, g(z) = an−1z

n−1 + ...+ a0,

g(z)

f(z)
=
an−1

an

1

z
+ ...+

a0

an

1

zn
.

Î÷åâèäíî ñóùåñòâóåò r0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî R > R0

o <

∣∣∣∣g(z)f(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣
|z|=R

=
|g(z)|
|f(z)|

∣∣∣∣
|z|=R

< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îêðóæíîñòè |z| = R |f(z)| > |g(z)|.
Ïî òåîðåìå 14.2 ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè F (z) â êðóãå |z| < R ðàâíî

÷èñëó íóëåé â ýòîì êðóãå ôóíêöèè f(z) = anz
n, íî ôóíêöèÿ f èìååò åäèí-

ñòâåííûé íóëü z = 0 ïîðÿäêà n. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó R > R0 ïðîèç-
âîëüíî, òî F (z) èìååò n íóëåé.
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