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X → Y
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X ⊂ R

�
Y ⊂ R

%
U �U� 8 CXDCD�M?NLAK �F?@�YY
��������� �f��q���� 
����� � ���
f
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�
$� $�q �� �
�
� � �����

��$ b������ z ` { � �������� z _ { %
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f : X → Y
�������� �� ���� �� � ���� �

� ����
a ∈ X � ����

a � ������ ������� � ����
X � ���

a � �� �������� � ����
X

�
lim
x→a

f(x) = f(a) �
 ���

f
��b������
 � �
q��� 
���� $��q��
�


X
c 
� ��
 ��b������


�

X

%
+CNDC¡> U�U � ¢ ���� £������

f : X → Y
�

g : Y → R
���� �� ���� �

� ����¤
a

�
f(a)

���� ��� �� ������ ¥�¦�� �¤ ����� �������
g◦f

���� �� ����
� � ����

a �
+CNDC¡> U�S � ¢ ���� £������

f, g : X → R
���� �� � ��� � � ����

a �
¥�¦��

f + g � f − g � fg � f/g (
�� �

g(a) 6= 0)
���� �� ���� � � ����

a �
.XDCICJC?YC U�S � �������

f : X → Y
�������� �� ���� �� �����

�� ���
(
������

)
� � ����

a ∈ X � ����
lim

x→a−0
f(x) = f(a) ( lim

x→a+0
f(x) = f(a)) �

+CNDC¡> U�§ � ¢ ����
a ∈ X � �� �������� � ����

X � �������
f : X →

Y
���� �� ���� � � ����

a
� �¦�� � � ����� � �¦��� ��¦��

f
���� �� � ��� �� ���

� ������
(
������ �¨ ����

)
� � ����

a �
- DCIJN©C?YC U�U � �������

f : X → Y
���� �� ���� � �� ��������

��� ¨ ��ª ��� ��
X

� ����
a� ���� ��������� �� � ��� ����

:
1) f

��� ���� ��� � � ����
a;

2)
��« ��� ����

lim
x→a

f(x);

3) lim
x→a

f(x) = f(a) �
- DCIJN©C?YC U�S � ¬ ­®�� �� �������¤ ¯� �¨ ��� �� ��¤ £������

(c�
xα � ax � loga x� sin x� cos x� arcsin x� arccos x� tg x� ctg x� arctg x� arcctg x)���� �� ���� � ����� �®���� � ��� ���� ���� �

U�S � +NW@Y D>HD�M> � F?@�YY
.XDCICJC?YC U�§ � ° ��� � � ����

a� �� �������� ��� ¨ ��ª ��� ��
X ���� �± ��� ¤��� ®� ���� �� ��� ����

1, 2, 3
�� ��� �ª ����

1.1 ,
� �

a
����²

���� �� � ����� ���� ��� £������
f �

[
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a

£������
f

�������� ��
:

1)
� ����� �������¨ �¦� ���� � ��� ���� ��« ��� ���� ��������

lim
x→a

f(x);

2)
� ����� ���� ��� ��� ��¦� � ���� ���� ��« ��� ��­� ��������� �� ���²

������
lim

x→a−0
f(x)

�
lim

x→a+0
f(x);

3)
� ����� ���� ��� �� �� �¦� � ���� ���� ��� �� � ��� �� �� � ����� ���� �²

�� ��� ��¤ ���¤ � ����� � � �� ���� ¤��� ®� ���� �� ������ �� ����¤ �� ���� ��
�� ��« ��� ���� ��� ®��������� �

U�§ � 3 LY¡XANA� GD>� Y@> �F?@�YY
.XDCICJC?YC U�´ � ¢ ����

f : X → Y � ° ��� ¤ ��� ®� ���� �� �� �²
��� ��

lim
x→x0−0

|f(x)| ���
lim

x→x0+0
|f(x)| �����

+∞� � � ���¨ ��
x = x0

������²
�� �� ��� � �������� ���¨ �� �� �� ¦��£���

f �
�������� c ���� b�($
(

x = x0
��
' ���
��
�'�
( 
��$b
�

 ��
r��
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�
x0
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���
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f���
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����� ���
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f

%
.XDCICJC?YC U�µ � ° ��� ��« ��� ��­� � ����

k, b ∈ R� �� �
lim

x→+∞
(f(x) − (kx + b)) = 0,

� � ���¨ ��
y = kx + b

�������� �� ���� ����� ���¨ �� �� �� ¦��£��� £���²
���

f
�� �

x → +∞ �
��
������� �b�����(�
�( �
�����
( 
��$b
�

 ��
r��
 r���s��

fb��
x → −∞ %
+CNDC¡> U�³ � ¶ �� � �¦� �� �®� ���¨ ��

y = kx + b
®��� ���������

���¨ �� �� �� ¦��£��� £������
f

�� �
x → +∞� � ��®¤ ���¨ � � ���� �� ������� �®� ������ �¨ ���� ��« ��� ������ ������� � �� �����

k = lim
x→+∞

f(x)

x
, b = lim

x→+∞
(f(x) − kx).

��
������
( 
����$
 ����
 ��( �
������� 
��$b
�
� ��
r��
 r����
s��

f
b��

x → −∞ %
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f : X → Y
�������� ��

:
1)

������� �­« ��
(
���®���­« ��

)� ���� ��� �­®�¤
x1, x2 ∈ X � � ���¤��� �

x1 < x2
���������

f(x1) < f(x2) (f(x1) ≤ f(x2));
2)

�®���­« ��
(
��������� �­« ��

)� ���� ��� �­®�¤
x1, x2 ∈ X � � ���¤��� �

x1 < x2
���������

f(x1) > f(x2) (f(x1) ≥ f(x2));

}



3)
¨ ���� ������ ���� ��� �¤ ���� � ���� �� ����� �¤ ��� ����� ����¤

�������
;

4)
��� �¦� ¨ ���� ������ ���� ��� ������� ��� ��� �®����� �

���
' r���s�(
f : [a, b] → Y

��b������
 �

[a, b]

� ��rr����s����$

�


(a, b)
%

+CNDC¡> U�´ �
1.

�������
f

�� �®�����
(
�� ������� ��� � ���� �����

)��
[a, b]

� �¦�� � � ����� � �¦��� ��¦��
f ′ ≥ 0 (≤ 0� = 0)

��
(a, b);

2.
°���

f ′ > 0 (< 0)
��

(a, b)� � � £������
f

������� ���
(
�®�����

)��
[a, b] �

.XDCICJC?YC U�V � ¥����
x0

�������� �� ����� ����� � ����� ¨ ��²
ª ��� ��

X � ���� ��« ��� ����
ε > 0

� ����� �� �
Kε(x0) ⊂ X �

.XDCICJC?YC U�¹ � ¢ ����
f : X → Y � x0 ∈ X � º���� �� � �� � £���²

���
f

� � ����
x0

�����¦���
:

1)
¨ ����¨ �¨ �

(
¨ ���¨ �¨ �

)� ����
x0 � ����� ����� � ����

X
� ��« �²

�� ����
ε > 0

� ����� �� � ��� �­ ®�¦�
x ∈

◦
Kε(x0) ∩ X

��������� ��� ����
f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0));

2)
¯���� �¨ �¨ �� ����

f
� � ����

x0
���� �¦��� ¨ ����¨ �¨ � ��� ¨ ���²

¨ �¨ �
;

3)
���®���± �¦�

(
���¨ ���± �¦�

)
��������� ���� ��� �­ ®�¦�

x ∈ X
����²

�������
f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)) �

¥����� � ��� �� �¤
f

�����¦��� ¨ ����¨ �¨ �
(
¨ ���¨ �¨ �� ¯���� �¨ �¨ �

)������­� �� � ����¨ � ¨ ����¨ �¨ �
(
¨ ���¨ �¨ �� ¯���� �¨ �¨ �

)
£������

f �
+CNDC¡> U�µ � »�CD¡>¼� ° ��� � � ����

x0 � ����� ����� � ���� ¨ ��²
ª ��� ��

X � £������
f

�����¦��� ¨ ����¨ �¨ �
(
¨ ���¨ �¨ �� ���®���± �¦�

��� ���¨ ���± �¦� ��������
)

� ��« ��� ����
f ′(x0)� � �

f ′(x0) = 0 �
.XDCICJC?YC U�UT � ¢����

f : X → Y � x0 ∈ X
����� ����� � ����

¨ ��ª ��� ��
X � ° ���

f ′(x0) = 0
���

f ′(x0)
�� ��« ��� ���� � � �

x0
������²

�� �� �� ��������� � ����� £������ �
~���s�( $�q�
 �$�
' ���
��$�$ 
��'�� � ���
������� 
���
� %
+CNDC¡> U�¸ � ¢ ���� £������

f
���� �� ���� � � ����

x0 � ° ��� ���
����� �� �¦�

ε > 0 Kε(x0) ⊂ X
� ��« ��� ����

f ′ � ◦
Kε(x0)� � �¦��

:
1)

����
f ′ > 0

��
(x0 − ε, x0)

�
f ′ < 0

��
(x0, x0 + ε)� � �

x0 � � ����
¨ ����¨ �¨ �

;
2)

����
f ′ < 0

��
(x0 − ε, x0)

�
f ′ > 0

��
(x0, x0 + ε)� � �

x0 � � ����
¨ ���¨ �¨ �

;
3)

����
f ′ > 0 (f ′ < 0)

��
(x0−ε, x0)∪(x0, x0+ε)� � � �

x0
¯���� �¨ �¨ �

��� �
^
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f

�������� ��
�� ������� ���� ����

f ′(x0) = 0 �+CNDC¡> U�V � ¢ ����
x0

�� ������� ��� � ���� £������
f

� ��« ��� ��²
��

f ′′(x0) � ¥�¦��� ����
f ′′(x0) > 0 (f ′′(x0) < 0)� � �

x0 � � ���� ¨���¨ �¨ �
(
¨ ����¨ �¨ �

) �
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f : X → Y
��££�� ����� ��¨ � � � ����

x0 ∈ X � ¾���¨ ¦���� ���� �� � £������
f

������� ����
(
����¤

)
� ��� ��� ²

����� � ����
x0 � ���� ��« ��� ����

ε > 0
� ����� �� � ��� �­ ®�¦�

x ∈
∈

◦
Kε(x0) ∩ X

����������� ��������� ��
f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x − x0);

(f(x) < f(x0) + f ′(x0)(x − x0)).d��$�
������� ��b�����
' ���f )����� * � 
����
x0

�f�
�
�
c �
� �
����
���� b������
�� �����
���
�

x0
��
r�� r���s��

f
��q �
 ��g� )���

q�* �
�

��'��� � ��
r���
f

� 
����
x0

%
+CNDC¡> U�¹ � ¢ ����

f : X → Y
���ª �� ��££�� ����� ��¨ � �� ��²

� �� ��� �
(a, b) ⊂ X � ° ���

f ′′ > 0 (f ′′ < 0)
��

(a, b)
� � £������

f
�������

����
(
����¤

)
��

[a, b] �.XDCICJC?YC U�U§ � ¥����
x0 ∈ X

�������� �� � ����� ��� �¦�®�
£������

f � ���� � ����
x0 � ����� ����� � ���� ¨ ��ª ��� ��

X
� ��« �²

�� ����
ε > 0

� ����� �� � ��� �­®�¦�
x ∈ (x0 − ε, x0)

f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x − x0)� �­®�¦�
x ∈ (x0, x0 + ε)

f(x) < f(x0) + f ′(x0)(x − x0)��� ���®�� �� �+CNDC¡> U�UT � ¢ ����
x0 � � ���� ��� �¦�®� £������

f � ° ��� ��« �²
�� ����

f ′′(x0)� � �
f ′′(x0) = 0 �&��
������ 
���� �f $��q��
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���
c �
f��
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�� � ��� �¤ ��� ��� �� � ���­ � ���� �� ���� �� ��� ������ ¨ ��� �� ����� � �
x0� � ���� ��� �¦�®� £������

f �¿ �� �� ����¨ ������ � � ����
x0
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' f
�
���p r���s�p % ���
���
' ����f
��
r��
 r���s�� a

f(x) =











−2 3

√

(x + 3)2 − 2x − 6, x ≤ −1

−2(x − 2)2

(x + 1)2
, x > −1

.

#�����
�( ��������

' r���s�p
f(x)

� c ��b��'f�( b��������� ��f��'�
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�
���$ ���
�
' �b��������(
f(x)

% "

 r���s�( f
�
�
 b� �
f��$
b�
���
$ �
 b��$�q�
�
�

(−∞; 1]
�

(−1; +∞)
% ������'�� r���s�(

−2 3

√

(x + 3)2 − 2x − 6
�b�������
 ��( ����

x ≤ −1
� r���s�( −2(x − 2)2

(x + 1)2�b�������
 ��( ����
x > −1

c 
� r���s�(
f(x)

�b�������
 �
 ���� ��������
��� |

R
%

i % �������$ f
�
���p r���s�p
f(x)

�
 ��
���
' c ����
���
' � b����
�������
' %

~���s�(
f(x)

�
f��
�
�( ��
��� c ���� ��b���(�
�( �������
f(−x) =

= f(x)
� | ����
��� c ����

f(−x) = −f(x)
��( ����

x
�f ���
�
� �b�������

�



��( r���s�� % �������� c �
� ��( r���s��
f(x)

�
� 
�����
��( �� ��b���
�(p
�( % �
�
��$ c �
b��$�� c

x = −3
�

x = 3
a

f(−3) = −2 3
√

(−3 + 3)2 − 2(−3) − 6 = 0, f(3) =
−2(3 − 2)2

(3 + 1)2
= −1

8
.

	�����

��'�� c
f(x)

�� (��(�
�( ��
��� � �� (��(�
�( ����
��� r���s��� %
~���s�(

f(x)
�
f��
�
�( b������������ c ���� ��y��
���
 

��� b����

q �
��'��� �����
T

c �
� ��b���(�
�( �
����
��
f(x + T ) = f(x)

��( ����
x

�f ���
�
� �b��������( r���s�� % �������� c �
� 

���� ����
 ��
% ���
�
�$�

f(x)
�� (��(�
�( b������������ r���s��� % ��
��


f(x)
| r���s�(

��y��� ���
 %
` % �
���$ 
���� b���������( ��
r��
 r���s��

y = f(x)
� �������

�

��$� ��($� %
�
�
��$

x = 0
a
f(0) =

−2(0 − 2)2

(0 + 1)2
= −8

% d�
r�� b������
�
 ��'
OY

� 
����
(0,−8)

%
���
'

y = 0
% ��g�$ ��
������

f(x) = 0
%


 % ���
x ≤ −1

a

f(x) = 0 ⇔ −2 3
√

(x + 3)2 − 2(x + 3) = 0 ⇔

⇔ −2 3
√

(x + 3)2 = 2(x + 3) ⇔
⇔ (x + 3)2 = −(x + 3)3 ⇔ (x + 3)2(1 + x + 3) = 0.����� a

x = −4
c
x = −3

%
� % ���

x > −1
a

f(x) = 0 ⇔ −2(x − 2)2

(x + 1)2
= 0 ⇔ x = 2.

d�
r�� r���s��
y = f(x)

b������
�
 ��'
OX

� 
���
�
(−4, 0)

c
(−3, 0)

c
(2, 0)

%
_ % ��������$ r���s�p

f(x)
�
 ��b��������
' %

~���s�( −2 3

√

(x + 3)2 − 2x − 6
��b������
 b��

x ≤ −1
% ~���s�(

−2(x−2)2

(x+1)2
��b������
 b��

x > −1
% ��
 �$��
 �
f��� � 
����

x = −1
| ��
�

������ 
���� b��$�q�
�

x > −1

% ��������$ r���s�p
f(x)

� �����
���
�
�
�� 
���� % �
���$ b������ ����
 � �b�
�
 � 
����

x = −1
a

lim
x→−1−0

f(x) = f(−1) = −2 3
√

(−1 + 3)2 − 2(−1) − 6 = −2
3
√

4 − 4 ≈ −7.175,

lim
x→−1+0

f(x) = lim
x→−1+0

−2(x − 2)2

(x + 1)2
= −∞.

\]
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x = −1

r���s�(
f(x)

�$��
 �
f��� i��� ���
 % &� ���� ��

�'���

���
� ���
�
� �b��������( r���s�( ��b������
 %

[ % ��������$ r���s�p �
 �����������
� %
&������$ b������ r���s��

f(x)
�


+∞ � −∞ a
lim

x→−∞
f(x) = lim

x→−∞
−2 3
√

(x + 3)2 − 2(x + 3) = +∞,

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

−2(x − 2)2

(x + 1)2
= −2.

} % �
���$ 
��$b
�
� ��
r��
 r���s��
y = f(x)

%
��($
(

x = −1
(��(�
�( ���
��
�'��� 
��$b
�
�� ��
r��
 r����

s�� c b�����'�� � 
����
x = −1

r���s�(
f(x)

�$��
 �
f��� �
����� ���
 a
lim

x→−1+0
f(x) = −∞.��($
(

y = −2
(��(�
�( ����f��

�'��� 
��$b
�
�� ��
r��
 r����

s�� b��
x → +∞ c 

� �
� �
 b�p� �����������
�

f(x)
�$��
 ��������

b����� a
lim

x→+∞
f(x) = −2

%
�
 $���� �����������
� r���s�( �� ���
�����
 c b��
�$� b��

x →
→ −∞ ��
r�� r���s�� $�q�
 �$�
' �
������p 
��$b
�
�

y = kx + b
%

�������$ �
� �������� b������ a

k = lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞
−2 3

√

(x + 3)2 − 2(x + 3)

x
=

= lim
x→−∞

−2x
2

3 (1 + 3
x)

2

3

x
− 2 − 6

x
= −2,

b = lim
x→−∞

(f(x) − (−2x)) = lim
x→−∞

(−2 3
√

(x + 3)2 − 6) = −∞.
������'�� b�������( ����������� b����� c 
� �
������� 
��$b
�
� b��
x → −∞ ��
%

^ % �
���$
f ′(x)

a

f ′(x) =



















− 4

3 3
√

x + 3
− 2, x ≤ −1

−12(x − 2)

(x + 1)3
x > −1.

��b��'f��$
f ′(x)

��( �b��������( ��
���
��� $���
������ b�������( �
���
��$�$�� r���s�� % 	�
�
�
 �
���$ ���
������� 
���� c 
% Â� % 
���� c �
��
����

f ′(x)
�$��
 �
f��� ��� �
��
 ���p %


 % #���

x = −1

(��(�
�( ���
������� 
����� % "
� ������
 �f 
��� c
�
� � �
�� 
����

f ′(x)
�$��
 �
f��� �
����� ���
 a

lim
x→−1+0

f ′(x) = lim
x→−1+0

−12(x − 2)

(x + 1)3
= +∞.

\\



� % ���
x < −1

r���s�(
f ′(x)

�$��
 �
f��� � 
����
x = −3

% �
���$
�
 �
�$ ��
���
�� 
���� � ��
����

f ′(x) = 0
a

− 4

3 3
√

x + 3
− 2 = 0 ⇔ − 4

3 3
√

x + 3
= 2 ⇔ 3

√
x + 3 = −2

3
⇔

⇔ x + 3 =

(

−2

3

)3

⇔ x = −3
8

27
.

#
��$ ���
f�$
x ≈ −3.296

%
� % ���

x > −1
r���s�(

f ′(x)
��b������
 �

f ′(x) = 0
� 
����

x = 2
%

���������$ ��� ���
������� 
���� | 
���� � ��
����
f ′(x)

�$��
 �
f�
��� ��� �
��
 ���p a −3.296, −3, −1, 2. "
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���� �����(p
 ��
���
��
�
 ��
���� r���s�(

f(x)
$���
���� ��f�
�

�
 ��� $���
���� ����
�
%

�
b����$ 

���s�c ��
f
� f�
�
f ′(x)

�
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q��$ ��
���
�� % ���
q�$ �
���
������ b�������� r���s�� %

ÃÄÅÆÇÈÄ ÉÊÉ
Ë−∞,−3.296Ì −3.296 (−3.296,−3) −3 (−3,−1) −1 (−1, 2) Í (2,+∞)

f ′(x) − Î + © − © + Î −

f(x) ↘ min ↗ max ↘ ↗ max ↘

#����
x = −3.296

c
x = −3

c
x = 2

(��(p
�( 
���
$� ���
��$�$

r���s�� % ��� �
�$ c

x = −3.296
�

x = 2
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���� ��
����� $���$�$
 �

$
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 c 

x = −3

| �
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���
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���$�$
 r���s�� %
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f ′′(x)

a

f ′′(x) =



















4

9 3

√

(x + 3)4
, x ≤ −1

−12(7 − 2x)

(x + 1)4
, x > −1.
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����
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 ��
���
�� �b����������� �
b�
�����( ��b���
���
� r���s��

f(x)
%


 % & 
����
x = −1

r���s�(
f ′′(x)

�$��
 �
f��� �
����� ���
 a

lim
x→−1+0

f(x) = lim
x→−1+0

−12(7 − 2x)

(x + 1)4
= −∞.

� % ���
x < −1

r���s�(
f ′′(x)

�$��
 ���� 
���� �
f���

x = −3

%
#���� � ��
����

f ′′(x) = 0
��
%

\i



� % ���
x > −1


���� �
f���
 r���s�(
f ′′(x)

�� �$��
 �
f(x) = 0

c ����
x = 3.5

%�
b�g�$ ��� 
���� ���
OX

c � ��
����
f ′′(x)

�� ��y��
���
 ��� �
��
�
 ���p a −3,−1, 3.5.

�
b����$ 

���s�c ��
f
� f�
�
f ′′(x)

� �
b�
��������b�����
� r���s�� �
 ��
���
�
� c �����(�$�� ���
������$� 
���
$� %
ÏÐÑÒÓÔÐ ÕÖ×

Ø
−∞,−3) −3 (−3,−1) −1 (−1, 3.5) Ù ÚÛ ØÙ ÚÛ ÜÝ∞)

f ′′(x) + © + © − Þ +

f(x) ^ ^ _ ^

#���

x = 3.5
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�( 
����� b������
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' ��( b��
�����( ����f
 ��
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���� ���
OX

� ��
���� r���s��
f(x)

c
f ′(x)

�
f ′′(x)

�$�p
 �
f��� ��� ���
y 
p
�( � ���' a −4, −3.296, −3, −1, 2, 3.5.�
 ��
���
�
� c �b�����(�$�� 
���
$� �
$�
�$ f�
�� ���� b������������
r���s�� � ��b��'f�( �
������� ��
q�$ b�������� r���s��

f(x)
%
ßàáâãäà åæç

èé∞ êéë ì éë èéë êéí îïðñì éí îïðñ èéí îïðñ êéíì éí èéí êé òì èé òêïì ï èï êí îóì í îó èí îó êô∞ì
f(x) + õ − éõ îïðñ − õ − − õ − éõ îïïï −

f ′(x) − − õ + © − + õ − −

f ′′(x) + + + © + − − õ +

f(x) ↘ ^ ↘ ^ min ↗ ^ max ↘ ^ ↗ _ max ↘ _ ↘ ^
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y
p
�
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��'�� b��
���$ ����f �

���������� ��
���
�
� c �
���
( � b������ %

\`



0 2−1−3−4

y

x

−2

−1x=

y=

ö÷ø Ú ùÚù
S � , 8 +1O2, 2 ./3 8 , 1 23 � , .8 37 ú8 0 û : 2 .ü1<
S �U� 9 ?NGNWJC?� Y Yý LMNÀLAM>
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$� $�q �� �
�
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� ������$ b������ z [ { %
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P : C → C� ��� ���� ����� �������¨

P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0 =
n
∑

k=0

akz
k, an 6= 0,

)i %\*

�������� �� ¨ ��¦��� ���¨
(
������¨ �¨

)
�� �����

n � þ��� �
an � an−1 � . . . , a0������­� �� ��¯££������ �¨ � ¨ ��¦��� ���

P (an � �� �� ±�¨ ��¯££���²
��� �¨

)� � � �� �� ����� ���� ������ ���� �
n � �¦� �� �����­ � ÿ� ����� ¨ ��²

¦��� ���
P

®���¨ �®������� � �
%
P

� ������ ��� �
:

�
%
P = n �Z�( $���������� c �
� � ��( �p��� �������� r���s�� � ��y�� ���
�

�
'p �b��������( c �b�������� ������$ ���
f�$ ���q���� c ����

��� �
�$��q���� c b����$ ��$$
 c �
f���
' � b���f������� $���������� 

�q� c
�������� c (��(p
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� �ª ���� ����� �������­��� � �� P (z) = Q(z)
�� � ���¤

z ∈ C� � � �������­� �¤ �� ����� � ��¯££���²
����

(
�� � ���������¤ �� �����¤

z) �
���������� ���
�
p
 ����
���$� �����
�
$� c 
�
�������$� �����

�
�
$ s���� ����� % �f���
�� c �
� b�� �$��q���� s���� ����� b����
�$
s���� ����� % "
� q� �����
�� �b�
������� � ��( $���������� | b���$��q
(
$��������� c b����
�$ $�������� % Z ������ q� �
s��� ���� s���� ����� c

%� % b�������� � ��f��'


� s����� ����
 c ��f$�q �� �
���� �� �����
 % &
��y�$ ����
� b�� ������� s����� ����


n
�
 s����

m
b����
�$ ����
����

�
�
���
k

� ��


��
r

% ��� �
�$ �b�
������� �
����
��
n = mk + r

% #� q�
$�q �� ��
f

' � � ������� $���������� % 	b�
������
 �����py
( 
����$
 %
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�
Q� �� �Q > 0� ��« ��� ��²

­� ������ ������ ¨ ��¦��� ���
q

�
r � � ����� �� �

P (z) = Q(z)q(z) + r(z),
)i %i*

�� ���¨ �� ����� ¨ ��¦��� ���
r

¨ ���± � �� ����� ¨ ��¦��� ���
Q� � ������²

���� ���¨ �ª ��
r(z) ≡ 0 � � ��¦��� ��

q
���� ���� �� ������¨

(
�� ��� ����

P
��

Q)� �
r � ��� �� ��¨ �

#����$
 i %i �$��
 �
q ��� �����
��� %
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P � ¨ ��¦��� ��� �� ���¨ �
%
P ≥ 1 � ¥�¦��

��� �� �� �� ��� ����
P

�� ¨��¦��� ��
(z − c)

�����
P (c) �
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P

�������� �� ��� ��� ������²
���

P (z) = 0� z ∈ C �
� ��� c �
� $�������� ������� �
�b��� ����� �� �$��
% ���
' �
%

P > 0
%

�f 
����$� i %` ������
c �
� ����
c

| ���' $��������

P

c 
�
P (z) = (z − c)q(z),

)i %`*
��� �
%

q = (
�
%

P ) − 1
% ���

��� �
���q����� �������� % #
��$ ���
f�$ c

�����
c

(��(�
�( ����$ $��������
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 c ����

P
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c
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�
�������$ ����
q(z) = (z − c)q1(z)
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c ��(
P

b����
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b����

������

P (z) = (z − c)2q1(z))(��� c �
� �
%
q1 =

�
%
P − 2

* % ������q
( �
� �
���q����( c b������$ �
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�p ��

���
� ���( $��������
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P

���� ²
�����

k (k ∈ N )� ���� �¨ ��� ¨ ��� � �� ���� ��� ����
P (z) = (z − c)kq(z), q(c) 6= 0.

)i %_ *
6>¡CW>?YC S �U�  ���

k = 1
c 
� �����(
c �
�

c
| b���
�� ���' $�����

����

P

%
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c
� ��� �� �� ��� �¨ ¨ ��¦��� ���

P
���������

k� �¦�� � � ����� � �¦��� ��¦��
P (c) = P ′(c) = . . . = P (k−1)(c) = 0, P (k)(c) 6= 0.

)i %[*
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P (z) = a0 + a1z + . . . + anz
n

�� �����
n ≥ 1

¨ �ª �� ®��� �� ���� ��� �� � ����
P (z) = an(z − c1) . . . (z − cn),

)i %}*
¦��� �� ������� ���� �

c1, c2, . . . , cn
� ���­� �� ����¨ � ¨��¦��� ���

P � �� �
�� ���� ��� ���� ������ �����

(
� � �������­ �� ������� ��¨ ��ª �� �� ��

) �
& ��y�$ ����
� � �
f��q���� )i %}* ����� �����

c1, c2, . . . , cn
$���
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' �
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%� % �
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� ���� $��������

P

$���
 �$�
' ��

���
' ���'�
g� �����s� % ���
' �
f�����$� ���($� $��������


P
���q

 ����


c1,
c2, . . . , cm (m ≤ n)

% ���f�
��$ �� ��

���
� ����f
k1, k2, . . . , km

���
��
�
�
����� %

#���
 �
f��q���� )i %}* b����$
�
 ���
P (z) = an(z − c1)

k1(z − c2)
k2 . . . (z − cm)km.

)i %^*
����'

1 ≤ ki ≤ n, i = 1, . . . , m, k1 + k2 + . . . + km = n
% ~��$��
 )i %^*

�f�
�
�
c �
� �p��� $�������� �
�b���
n

�$��
 �����
n

����� � ���
�$ ��
��

���
�� %

& #� ��
���
p
�( 
��'�� ��y��
������ $��������� )i %^* c � ��
����
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c
an−1

c
. . . , a0 ∈ R

%
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6>¡CW>?YC S �S � ��q �� b��
f
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� ��
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� ��$b���������b�(�
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������� $��������
 ���b
�
p
%
#�b��' $�q �� �
����
' r��$��� )i %^* �
f��q���( ��y��
������� $���

������
 �
 $��q �
��� % ���
'
c1

)��� k�
(c1) 6= 0

* �
c̄1

| ��$b���������b�(�
q����� ���� ��y��
������� $��������
 % & r��$��� )i %^* �
�$ ���($ ���
�
��
�
��p
 $��q �
���

(z − c1)
k1

�
(z − c̄1)

k1
% �� b���f������� �
���

[

(z − c1)(z − c̄1)
]k1 =

[

z2 − (c1 + c̄1)z + c1c̄1

]k1 = (z2 + α1z + β1)
k1,

���
α1 = −(c1 + c̄1)

�
β1 = c1c̄1

| ��y��
������ ����
 c b����$
α2

1−4β1 < 0
%

#
��$ ���
f�$ � �
f��q���� )i %^* $�q �� ��������
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�� $��q �
��
��� c ���
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�
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������� �����py�� �
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���g�$ c �����( 
�
��s�� c 
���$��
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x
%
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��� �� �����

n
����������� �� ���� ��� ����

:

P (x) = an(x
2+α1x+β1)

k1 . . . (x2+αlx+βl)
kl(x−d1)

n1 . . . (x−dm)nm,
)i %j*

¦��
d1, . . . , dm � ��« ��� ����� � ���� ¨ ��¦��� ���

P
� ���������­

n1, . . . ,
nm

���� ��� �� ������ ¨ ��ª �� ���
(x2+αpx+βp)

kp
�� ����­� ����¨ ��¨ �²

� �����²�����ª ����¤ ��� ��� ���������
kp � � ��� αp, βp ∈ R� α2

p−4βp < 0�
p = 1, 2, . . . , l,

�
2(k1 + k2 + . . . + k l) + n1 + n2 + . . . + nm = n �
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.XDCICJC?YC S �³ � ¢ ����

P
�
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P � ����� ���� ¨ ��¦��� �� � �������
R � �������� ��� �� �� �������­� ²

�� �� �������
R(x) =

Q(x)

P (x)
,

)i %�*
�������� �� ��« ��� ������ ������������ �� �®�­ ��� ��« ��� ������ �� �®²
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α, β ∈ R
�

R1 � R2 � ���������� �����²
������� �� �®�� � �

αR1 +βR2
�

R1 ·R2
� �� ª � ���������� ������������

�� �®� � ��� ����' ��b�
���'�
( c 
� �� $�q �� b����
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' � ���� ��$$� $���
������
 � b�
���'��� ����� % Z ���
��
��'�� c �
 �����
��� 
����$� i %i

Q(x) = P (x)p(x) + r(x)
� c ������

��'�� c

Q(x)

P (x)
= p(x) +

r(x)

P (x)
,

��� �
�b��'
r

�
���� $��'g� �
�b���
P

%
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A

(x − c)k

� Mx + L

(x2 + αx + β)m
,

¦��
k, m ∈ N� α2−4β < 0� ®���¨ ���� ��� � �� ��� ��±�¨ � ��« ��� �����¨ �

�� �®�¨ � �
+CNDC¡> S �¸ � ¢ ���� Q(x)

P (x)
� ���������� ��« ��� ������ ������������

�� �®�� ¦��
(
�¨ � )i %`**

P (x) = an(x
2 + α1x + β1)

k1 . . . (x2 + αlx + βl)
kl(x − d1)

n1 . . . (x − dm)nm.
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Q(x)

P (x)
=

A
(1)
n1

(x − d1)n1
+

A
(1)
n1−1

(x − d1)n1−1
+ . . . +

A
(1)
1

x − d1
+ . . . +

+
A

(m)
nm

(x − dm)nm
+

A
(m)
nm−1

(x − dm)nm−1
+ . . . +

A
(m)
1

x − dm
+

+
M

(1)
k1

x + L
(1)
k1

(x2 + α1x + β1)k1
+

M
(1)
k1−1x + L

(1)
k1−1

(x2 + α1x + β1)k1−1
+ . . . +

M
(1)
1 x + L

(1)
1

x2 + α1x + β1
+

+ . . . +
M

(l)
kl

x + L
(l)
kl

(x2 + αlx + βl)
kl

+
M

(l)
kl−1x + L

(l)
kl−1

(x2 + αlx + βl)
kl−1

+ . . . +
M

(l)
1 x + L

(l)
1

x2 + αlx + βl
.
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R(x) =
x4 + 4x3 + 11x2 + 12x + 8

(x2 + 2x + 3)2(x + 1)
.

�
f��q���� � ���b���������$� ���rr�s���

$� �$��
 ���

R(x) =
Ax + B

(x2 + 2x + 3)2
+

Cx + D

x2 + 2x + 3
+

E

x + 1
.

�������$ ��
�
�$�� c f
b��
���� � b�
��� �
�
� �
����
�
 c � ��y�$� f�
�
$��

��p � b���
��(�$ �����
��� �������� � b��������� �
s���
�'���
������ % ������$

x4 + 4x3 + 11x2 + 12x + 8 =

= (Ax + B)(x + 1) + (Cx + D)(x2 + 2x + 3)(x + 1) + E(x2 + 2x + 3)2.����
����
( ���rr�s���
� b�� ����
����� �
�b��(�
x

c )�$ % 
����$� i %\ *
�
����$ a



























C + E = 1,

3C + D + 4E = 4,

A + 5C + 3D + 10E = 11,

A + B + 3C + 5D + 12E = 12,

B + 3D + 9E = 8,�
���

A = 1

c
B = −1

c
C = 0

c
D = 0

c
E = 1

� c ������

��'�� c

R(x) =
x − 1

(x2 + 2x + 3)2
+

1

x + 1
. •
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�'��� ����� � ��$$�
b���
��g�� 
�����
�( ������(
' ��
���
�� �
 $���������� � b���
��g��
�
s���
�'��� ������ % �������$ ��������$�� r��$��� c 
 b����� �f��q��
��� $�q �� �
�
� � �������� zi{ %

Z�( ��
�������
��( $��������
 ��b��'f��
�( ��������
' ��
���
�

� r��$��
 a

∫

xn dx =
1

n + 1
xn+1 + C, n ≥ 0.

)i %\]*
Z�( ��
�������
��( b�
���'��� �
s���
�'��� ������ f�
$��

���

��
���� �$�p
 
��'�� ��y��
������ ����� c ��b��'f�p
�( r��$��� a
∫

dx

x − a
= ln |x − a| + C

)i %\\*

\�



�
∫

dx

(x − b)k
=

1

1 − k
(x − b)1−k + C, k > 1.
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 f�
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��' b�
���'��� �
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�'��� ����� �$��


b���
�� ��$b���������b�(q����� ����� c ��( �� ��
�������
��( ��b��'�
f��
�( r��$��
 a

∫

Mx + N

x2 + px + q
dx =

M

2
ln(x2 + px + q)+

+
2N − Mp
√

4q − p2
arctg

(

2x + p
√

4q − p2

)

+ C.
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& # � �
��
�
��p
 b��$��� 
����py�� ��
�������
��( b�
���'���
�
s���
�'��� ������ c ����
 �� f�
$��

��' �$��
 ��

��� ��$b����������
b�(q����� ����� c 
% � % ��
���
�� ���


∫

Mx + N

(x2 + px + q)k
dx, k > 1.

)i %\_ *
Z�( ���������( ��
���
��� ���
 )i %\_ * $�q �� ���b��'f��

'�( ��������
�
��$� r��$��
$� c ��
���� b�������� � b�������� 

���s
� ��
���
���
)�$ %c �
b��$�� z } { c � % i^ c t t \}] %]� � \}] %\�* � b�f���(p
 b���q

' �
��
b��' f�
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��( %
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p
�( ��������
�'��� f
�
��( ���
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+2 S �§ � />D � T � �
�
� ��
���
�� %
U� ∫ x4 + 3x3 − 7x − 9

(x − 2)(x + 3)(x − 1)
dx,

S � ∫ −2x4 − 13x3 − 8x2 + 98x + 181

(x + 3)4(x − 1)
dx,

§ � 0
∫

−1

2x3 − 7x2 + 13x − 5

(x − 2)2(x2 − 4x + 13)
dx.
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�
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I1 =

∫

x4 + 3x3 − 7x − 9

(x + 2)(x + 3)(x − 1)
dx

%

i]



���f�
��$
f1(x) =

x4 + 3x3 − 7x − 9

(x + 2)(x + 3)(x − 1)

% ����$��q �� �������� f�
�
$��

��( c b�����$

f1(x) =
x4 + 3x3 − 7x − 9

x3 + 4x2 + x − 6

| ��b�
���'��p �
s���
�'�
��p ����' %

� � &�����$ s���p �
�
' c ��( �
��� �
f����$ �����
��' �
 f�
$��
�

��' � ��


��$ a

− x4 + 3x3 − 7x − 9

x4 + 4x3 + x2 − 6x

∣

∣

∣

∣

x3 + 4x2 + x − 6

x − 1

− −x3 − x2 − x − 9

−x3 − 4x2 − x + 6
3x2 − 15 (

��


��
)

	�����

��'�� c
f1(x) = (x − 1) +

3x2 − 15

x3 + 4x2 + x − 6

%
	 � �
f��q �$ � ��$$� b���
��g�� b�
���'��p �
s���
�'��p ����' c

f�
$��

��' ��
���� �$��
 b���
�� ��y��
������ ����
3x2 − 15

(x + 2)(x + 3)(x − 1)
=

A

x + 2
+

B

x + 3
+

C

x − 1
.

�������$ b�
��p �
�
' b��������� �
����
�
 � ��y�$� f�
$��

��p �
b���
��(�$ �����
��� � ����� �
�
(� �
����
�
 % & �
��� �$��$

3x2 − 15 = A(x + 3)(x − 1) + B(x + 2)(x − 1) + C(x + 2)(x + 3).
Z�( �
��q����( f�
�����

A
c
B

�
C

b��$���$ $�
�� �
���'��� f�
���
��� 
���$��

 % ����

��$ � �
� �
����
�� ����� f�
$��

��( % "
�
 b���$
b�f���(�
 b�����
' b���
�� ���
��g���( ��( �
��q����(

A
c
B

�
C

%
x = −3 4B = 12, B = 3,
x = −2 −3A = −3, A = 1,
x = 1 12C = −12, C = −1.

����$�� �
f��q���� �$��
 ���
3x2 − 15

(x + 2)(x + 3)(x − 1)
=

1

x + 2
+

3

x + 3
− 1

x − 1
.

��
��

f1(x) = (x − 1) +

1

x + 2
+

3

x + 3
− 1

x − 1
.
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I1 =

∫

f1(x) dx =

∫ (

(x − 1) +
1

x + 2
+

3

x + 3
− 1

x − 1

)

dx =

i\



=
1

2
x2 − x + ln |x + 2| + 3 ln |x − 3| − ln |x − 1| + C.

S � �
�
�
I2 =

∫ −2x4 − 13x3 − 8x2 + 98x + 181

(x + 3)4(x − 1)
dx

%

� � ���
'
f2(x) =

−2x4 − 13x3 − 8x2 + 98x + 181

(x + 3)4(x − 1)
.

~���s�(
f2(x)

| b�
�
���'�
( �
s���
�'�
( ����' c f�
$��

��' ��
���� �$��
 ��y��
������
���'

x1 = 3
��

���
�

l1 = 4
%

f2(x) =
A

x + 3
+

B

(x + 3)2
+

C

(x + 3)3
+

D

(x + 3)4
+

E

x − 1
.
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−2x2 − 13x3 − 8x2 + 98x + 181 = A(x + 3)3(x − 1)+
+B(x + 3)2(x − 1) + C(x + 3)(x − 1) + D(x − 1) + E(x + 3)4.Z�( �
��q����( f�
�����

A
c
B

c
C

c
D

�
E

��
�
�
 b��$���$ $�
�� �
���'�
��� f�
����� 
���$��

 % �
�
��$

x
�
���$ �
f�����$ ����($ f�
$��
�


��( )
x = 1

c
x = −3

* % "
� b�f����
 b���
� �
�
�
D

�
E

% �

�$ f
�
��$
�y� 
�� �
f������ f�
����(

x
)�����'g �� s���� ����
* c �
b��$��

x = 0
c

x = −2
c
x = 2

% & ��f��'


� b�����$
x = −3 4 = −4D, D = −1,
x = 1 256 = 256E, E = 1.
x = 0 181 = −27A − 9B − 3C − D + 81E,
x = −2 25 = −3A + 25B − 3C − 3D + E,
x = 2 209 = 125A + 25B + 5C − D + 625E,����

��(( � b�������� 
�� ��
�����( �
������� �q� f�
����(

D = −1�
E = 1

c b�����( b������� ����� � ����
y 
( c b�����$ ���
�$� ��������
��
������ ��( �
��q����(

A
c
B

�
C











9A + 3B + C = −33,

A + B + C = −7,

25A + 5B + C + −83.��g����$ �
�� ���
�$� (��(p
�( a
A = −3

c
B = −1

c
C = −3

%
#
��$ ���
f�$ c ����$�� �
f��q���� b��$�
 ��� a

f2(x) =
−3

x + 3
− 1

(x + 3)2
− 3

(x + 3)3
− 1

(x + 3)4
+

1

x − 1
.
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I2 =

∫

f2(x) dx=−3 ln |x+3|+ 1

x+3
+

3

2(x + 3)2
+

1

3(x + 3)3
+ln |x−1| + C.
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§ � �
�
�
I3 =

0
∫

−1

2x3 − 7x2 + 13x − 5

(x − 2)2(x2 − 4x + 13)
dx

%

� � ���f�
��$
f3(x) =

2x3 − 7x2 + 13x − 5

(x − 2)2(x2 − 4x + 13)
.

~���s�(
f3(x)

| b�
�
���'�
( �
s���
�'�
( ����' c f�
$��

��' ��
���� �$��
 ��y��
������
���'

x1 = 2
��

���
�

l1 = 2
�$��
 b
�� b���
�� ��$b���������b�(q�����

������ )�$ % �����
��� ` %\* c f�
��

f3(x)

$�q �� �
f��q �
' � �����py�p
��$$� b���
��g �� ������ a

2x3 − 7x2 + 13x − 5

(x − 2)2(x2 − 4x + 13)
=

A

x − 2
+

B

(x − 2)2
+

Cx + D

x2 − 4x + 13
.

���������� b�
��� �
�
� b��������� �
����
�
 � ��y�$� f�
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��p �
b������py�$ ������q�����$ �
 f�
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��( � ����� �
�
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����
�
 �
�
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�q���
�� a

2x3 − 7x2 + 13x − 5 = A(x − 2)(x2 − 4x + 13) + B(x2 − 4x + 13)+
+(Cx + D)(x − 2)2 = A(x3 − 6x2 + 21x − 26) + B(x2 − 4x + 13)+
+C(x3 − 4x2 + 4x) + D(x2 − 4x + 4).

����
����
( ���rr�s���
� b�� ����
����� �
�b��(�
x

� ����� � b�
���
�
�
(� 
�q���
�
 )�$ % 
����$� i %\ * b�����$ a

x3 A + C = 2,
x2 −6A + B − 4C + D = −7,
x1 21A − 4B + 4C − 4D = 13,
x0 −26A + 13B + 4D = −5.

Z�( �
��q����(
A

c
B

c
C

�
D

��g�$ ���
�$� �������� ��
������
$�
���$ d
���
|� ���
�
 a



















A + C = 2,

−6A + B − 4C + D = −7,

21A − 4B + 4C − 4D = 13,

−26A + 13B + 4D = −5,
� b�����$

A = 1
c
B = 1

c
C = 1

c
D = 2

% & �
��� �$��$

f3(x) =
1

x − 2
+

1

(x − 2)2
+

x + 2

x2 − 4x + 13
.
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���
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∫

f3(x)dx =

∫

1

x − 2
dx +

∫

1

(x − 2)2
dx +

∫

x + 2

x2 − 4x + 13
dx.

i`



	�
�
�
 c ��b��'f�( r��$��� )i %\\* � )i %\i*c �������$ b����� ��
 ��
�
�
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∫

1

x − 2
dx +

∫

1

(x − 2)2
dx = ln |x − 2| − 1

x − 2
+ C.

#��
'� ��
�
�$�� $�q �� �������
' ��b��'f��
� r��$��� )i %\`* %
∫

x + 2

x2 − 4x + 13
dx =

1

2
ln(x2 − 4x + 13) +

4

3
arctg

(

x − 2

3

)

+ C.


 � �� r��$��� �'p
��
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I3 =

0
∫

−1

f3(x) dx =

[

ln |x − 2| − 1

x − 2
+

1

2
ln(x2 − 4x + 13)+

+
4

3
arctg

(

x − 2

3

)]∣

∣

∣

∣

0

−1

= −0.138.

.AMCA� U�
I1 =

1

2
x2 − x + ln |x + 2| + 3 ln |x − 3| − ln |x − 1| + C.

S �
I2 = −3 ln |x + 3| + 1

x + 3
+

3

2(x + 3)2
+

1

3(x + 3)3
+ ln |x − 1| + C.

§ � I3 =

0
∫

−1

f3(x) dx =

[

ln |x − 2| − 1

x − 2
+

1

2
ln(x2 − 4x + 13)+

+
4

3
arctg

(

x − 2

3

)]∣

∣

∣

∣

0

−1

= −0.138
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���� $�q �� �������
' b�����q����� f�
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����$� % ��
��
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�
( r��$��
 �
f��
�
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�
b�s�� c ����

b
∫

a

f(x) dx ≈ b − a

2
(f(a) + f(b)).
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c �
� b��y 
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y = f(x)

�
 �
��f��
[a, b]

b�����q
�
�( b��y
�'p b�� ������ c ������(py�� 
����
(a, f(a))

�
(b, f(b))

%  ��� r���s�(
f(x)

�$��
 �

[a, b]
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�������p �
���p b���f�
�����p c 
� �b�
������
 �s���


R =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b − a

2
(f(a) + f(b)) −

b
∫

a

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ (b − a)3

12
M2,

)` %i*

���
M2 = max

a≤x≤b
|f ′′(x)| % �
� ����� c b����g���
' ���������( ��
���
�
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�

����
 �
 ����� �
��f�

[a, b]

%
e
��� �������
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����� ��
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�
 � b����g���
'p c �� b����g 
�

py�� ����
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ε > 0

c b��
�b
p
 �����py�$ ���
�
f�$ % �
��f��

[a, b]
�
f���
p
 �


n
�
���� b�� �
��f���

[xi, xi+1]
c
i =

0, 1, ..., n − 1
c �����

h =
b − a

n

c b��
�
(
x0 = a

c
xn = b

% �
 �
q��$ 

��$
�
��f�� b��$��(p
 r��$��� 
�
b�s�� )` %\*

b
∫

a

f(x) dx =
n−1
∑

i=0





xi+1
∫

xi

f(x) dx



 ≈
n−1
∑

i=0

h

2
(f(xi) + f(xi+1)).
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b�s��
b
∫

a

f(x) dx ≈ h

(

f(x0) + f(xn)

2
+

n−1
∑

i=1

f(xi)

)
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���� r��$��� 
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b�s��

R =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

a

f(x) dx − h

(

f(x0) + f(xn)

2
+

n−1
∑

i=1

f(x)

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ (b − a)h2
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M2.
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[a, b]
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ε
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�( �f ���
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 (b − a)h2

12
M2 < ε
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% � %

n ≥
⌈
√

M2(b − a)3

12ε

⌉

,
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~���s�( 
��

(x)
c �
f��
�$
( ��
���
��$ ����(
���
� ��� r���s���

�g ���� c �b�����(�
�( r��$����


��
(x) =

2√
π

x
∫

0

e−t2 dt.

"

 r���s�( �b�������
 �
 ���$ $��q��
�� ��y��
������ �����
R

%
���������$ ����
���� b���
��g�� �����
�
 ��
���
�
 ����(
���
� a
\*

lim
x→+∞


��
(x) = 1

v
i* 
��

(0) = 0
v

` * 
��
(−x) = −
��

(x)
c 
% � % r���s�( 
��

(x)
����
�
( v

_ * 
��
(x)

$���
���� ��f�
�

�
 �

R

v
[* ��y��
���
 ���
( � b�
�
( ����f��

�'��� 
��$b
�
�

y = −1
�

y = 1
���
��
�
����� v

}* b��
x → +∞ �b�
������
 
��$b
�
�����
( r��$��



��
(x) ∼ 1 − 1

x
√

π
e−x2

.

Z�( �b��������( ���������� f�
����( r���s�� 
��
(x)

� ����
����

����

x
������
 ���b��'f��

'�( 

���s�� f�
����� ��
���
�
 ����(
���

�
� )r���s�� �g����* c �
b��$�� z ^ { %
- DY¡CD § �U� �
��$�
��$ b��$������ 

���s ��
���
�
 ����(
���
�

�
 b��$��� ���������( f�
����( β
∫

α

e−t2 dt
%

�
b�g�$
β
∫

α

e−t2 dt =

√
π

2





2√
π

β
∫

0

e−t2 dt − 2√
π

α
∫

0

e−t2 dt



 =

√
π

2
[

��

(β) − 
��
(α)].

�b������� f�
����( 
��
(β)

� 
��
(α)

�f 

���s c �
���$ f�
����� ����$���
��
���
�
 % •
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~���s�( l �

(x)
)��
���
�'��� �����* �b�����(�
�( r��$����

l �
(x) =

x
∫

0

sin t

t
dt.

i}



"

 r���s�( �b�������
 �
 ���$ $��q��
�� ��y��
������ �����
R

%
����
��g�� �����
�
 r���s�� ��
���
�'���� �����
 a
\* l �

(0) = 0
v

i* l �
(−x) = − l �

(x)
c 
% � % r���s�( ����
�
( v

`* l �
(x)

�$��
 $
���$�$ � 
���
�
(2k + 1)π

c
k = 0, 1, 2, ...

c b����$
l �

(π) ≈ 1.35
c l �

(3π) ≈ 1.67
c %%%v r���s�( l�

(x)
�$��
 $���$�$ � 
���
�

2kπ
c
k = 1, 2, ...

� l�
(2π) ≈ 1.45

c l �
(4π) ≈ 1.49

c %%%v
_ *

lim
x→+∞

l �
(x) =

π

2

%

- DY¡CD § �S � &������
' f�
����� ��
���
�

I =

β
∫

α

sin t

t
dt.

&��
f�$ ��
���
� ����f ��
���
�'��� ������ a

I =

β
∫

α

sin t

t
dt =

β
∫

0

sin t

t
dt −

α
∫

0

sin t

t
dt =

l �
(β) − l�

(α).

������� �f 

���s� f�
����( r���s�� l �
(β)

� l�
(α)

c �
���$ f�
�����
��
���
�


I
% •�b��������( � 

���s� f�
����� ��
���
�'���� �����
 � �������


b�������� � �b�
������� z ^ { %
~���s�( ��

(x)
)��
���
�'��� �������* f
�
�
�( r��$����

��
(x) = −

+∞
∫

x

cos t

t
dt

� �b�������
 �
 ��
���
��
(0, +∞)

%
	����
�
 r���s�� ��

(x)
a

\*
lim

x→+∞
��

(x) = 0
v

i*
lim

x→0+0

��
(x) = −∞ v

` * � 
���
� (
2k +

1

2

)

π
c
k = 0, 1, ...

r���s�( ��
(x)

���
��
�
 $
����
$
�'��� f�
����� v � 
���
� (

2k − 1

2

)

π
c
k = 1, 2, ...

r���s�( ��
(x)

���
��
�
�
 $���$
�'��� f�
����� %
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' f�
����� ��
���
�

I =

β
∫

α

cos t

t
dt.
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f�$ ��
���
� ����f ��
���
�'��� �������� a

I =

+∞
∫

α

cos t

t
dt −

+∞
∫

β

cos t

t
dt = − ��

(α) +
��

(β),

������

��'��
β
∫

α

cos t

t
dt =

��
(β) − ��

(α).

������� �f 

���s� f�
����( r���s�� ��
(β)

� ��
(α)

c �
���$ f�
�����
��������� ��
���
�


I
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����

$ ���
p
�( ��������
�'��� f
�
��( c �$�py�� �����py��
��� a

+2 S �³ � />D � T �

I =

1.2
∫

0.6

sin
√

3x + 16

x
dt.


 % &������
' b�����q����� f�
����� ��
���
�
 � 
�����
'p
ε =

= 0.001
� b�$�y'p r��$��� 
�
b�s�� %

� % &������
' f�
����� ��
���
�
 c ��b��'f�( 

���s� �b�s�
�'���
r���s�� z ^ { %

- DY¡CD M�XNJ?C?YÁ +2 S �³ � />D � T �
> � ������q����� f�
����� ��
���
�
 ������(�
�( b� ��
��

�����

r��$��� 
�
b�s�� )` %`* % e
��� ����������� f�
����� b� �
�� r��$���
�
���
���' �
 ��
������ f�
����( ��
���
�
 �
 �������� �� �����

ε =
= 0.001

c ��������$� �
��f�� ��
�������
��(
[0.6, 1.2]

�
f��
' �

n

�
�
��f��� % "
� ����� �
f������ $�q�
 ��
' �b�������� �f ���
����
�
 )` %_ * %
���
�� ��������$� b�����
' �s���� $
���$�$
 $����(

M2
�
���� b���f�

������ �
 b����
���
�'��� r���s�� %
�$��$

f(x) =
sin

√
3x + 16

x
.

ij



�
���$ b����p b���f�����p a

f ′(x) =
3

2

cos
√

3x + 16

x
√

3x + 16
− sin

√
3x + 16

x2
.

Z�( �b��y���( ����
��� ���f�
��$
y1 =

cos
√

3x + 16

x
√

3x + 16

c
y2 =

sin
√

3x + 16

x2

%
#���


f ′′(x) =
3

2
y

′

1 + y
′

2.

Z�( ���������(
y

′

1

���b��'f��$�( ���
��r $������� b���f������

ln y1 = ln(cos
√

3x + 16 ) − ln x − 1

2
ln(3x + 16).

#���


y
′

1 = y1

[

−3

2

sin
√

3x + 16

cos
√

3x + 16

1√
3x + 16

− 1

x
− 3

2(3x + 16)

]

,


% � %
y

′

1 = −3

2

sin
√

3x + 16

x(3x + 16)
− cos

√
3x + 16

x2
√

3x + 16
− 3

2

cos
√

3x + 16

x(3x + 16)3/2
;

y
′

2 =
3

2

cos
√

3x + 16

x2
√

3x + 16
− 2

sin
√

3x + 16

x3� �����

��'�� b����
�$ a

f ′′(x)=−9

4

sin
√

3x+16

x(3x+16)
−3

cos
√

3x + 16

x2
√

3x + 16
− 9

4

cos
√

3x + 16

x(3x + 16)3/2
− 2

sin
√

3x + 16

x2
.

Z�( b�������( �s����
f ′′(x)

��f'$�$ $����' �
 ����� �
�
�� �
��� �
����
�
�
 c b�����$

|f ′′(x)| ≤ 9

4

∣

∣

∣

∣

sin
√

3x + 16

x(3x + 16)

∣

∣

∣

∣

+ 3

∣

∣

∣

∣

cos
√

3x + 16

x2
√

3x + 16

∣

∣

∣

∣

+

+
9

4

∣

∣

∣

∣

cos
√

3x + 16

x(3x + 16)3/2

∣

∣

∣

∣

+ 2

∣

∣

∣

∣

sin
√

3x + 16

x2

∣

∣

∣

∣

.

���
��
( c �
� | sin
√

3x + 16 | ≤ 1
c | cos

√
3x + 16 | ≤ 1

c
0.6 ≤ x ≤ 1.2

c
17.8 < (3x + 16) < 19.8

�
4.22 ≤

√
3x + 16 ≤ 4.43

c b�����$

|f ′′(x)| ≤ 9

4

1

0.6 · 17.8
+ 3

1

(0.6)24.22
+

9

4

1

0.6(17.8)3/2
+ 2

1

0.6

2

≈ 7.79.

i�
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� �

 �s���
 ��b���(�
�( ��( ����
x ∈ [0.6, 1.2]

c 
� ��
 �b�
������

� ��(

x
c b�� ��
���$ |f ′′(x)| ���
��
�
 $
���$
�'���� f�
����( c 
% � %

max |f ′′(x)| ≤ 7.79.
���$���� r��$��� )` %_ * c �
���$ ��������$�� ����� �
f�����( �
��f�

�
 ��
�������
��(
[0.6, 1.2]

n =

⌈
√

5.57(0.6)3

12 · 0.001

⌉

≈ d11.84e = 12.

�
����$ ����� b�� �
��f�


h =
b − a

n
=

0.6

12
= 0.05.

&�������
f(x) =

sin
√

3x + 16

x

� 
���
�
xi = 0.6 + ih

c
i = 0, 1, ..., 12

c
b����
�$ a

f(x0) = −1.4679 f(x5) = −1.0811 f(x10) = −0.8632
f(x1) = −1.3677 f(x6) = −1.0285 f(x11) = −0.8302
f(x2) = −1.2814 f(x7) = −0.9811 f(x12) = −0.7997
f(x3) = −1.2061 f(x8) = −0.9382
f(x4) = −1.1399 f(x9) = −0.8990

���$���� r��$��� )` %i*
1.2
∫

0.6

sin
√

3x + 16

x
dx ≈ h

2

(

f(x0) + f(x11) + 2
10
∑

i=1

f(xi)

)

= −0.6375.

�������$ �
������� ����� �� 
��(���� � b�����$ f�
����� c ��
���� �
�
���
�
�( �
 ��
������ f�
����( ��
���
�
 �
 �������� �� �����

ε = 0.001
a

1.2
∫

0.6

sin
√

3x + 16

x
dx = −0.638 ± 0.001.

E � �������$ �������� ��
���
�
I =

1.2
∫

0.6

sin
√

3x + 16

x
dx

� ���
q���p c
�����q
y�$� r���s�� ��
���
�'���� �����
 l �

(x)
� ��
���
�'���� �����

���
 ��
(x)

% Z�( �
��� ��b����$ b���

�����
u2 = 3x + 16

c 
% � %

x =
1

3
(u2 − 16), dx =

2

3
u du,

`]



� �
���$ ����� b������ ��
�������
��( a b��
x1 = 0.6

����� b����� ��
��
������
��( ����


u1 =
√

3 · 0.6 + 16 =
√

17.8 ≈ 4.219
c 
 b��

x2 = 1.2
�$��$

u2 =
√

3 · 1.2 + 16 =
√

19.6 ≈ 4.427
c 
% � %

I = 2

4.427
∫

4.219

u sin u

(u2 − 16)
du.

)` %[*

&��
q���� u

u2 − 16

b����

��$ � ���� ��$$� b���
��g�� ������

u

u2 − 16
=

A

u − 4
+

B

u + 4
.

�b������� c �
�
A = B =

1

2

� b���

��� �
� �
f��q���� � ��
���
� )` %[* c
b�����$

I =

4.427
∫

4.219

sin u

(

1

u − 4
+

1

u + 4

)

du =

4.427
∫

4.219

sin u

u − 4
du +

4.427
∫

4.219

sin u

u + 4
du.

)` %}*

& b����$ ��
���
�� ����� �
�
� �
����
�
 )` %}* �b(
' ��b����$ b���
�

�����

v = u − 4
a

4.427
∫

4.219

sin u

u − 4
du =

0.427
∫

0.219

sin(v + 4)

v
dv =

0.427
∫

0.219

sin v cos 4 + cos v sin 4

v
dv =

= cos 4

0.427
∫

0.219

sin v

v
dv + sin 4

0.427
∫

0.219

cos v

v
dv =

= cos 4(
l �

(0.427) − l�
(0.219)) + sin 4(

��
(0.427) − ��

(0.219)).&� �
���$ ��
���
�� ����� �
�
� �
����
�
 )` %}* ��b����$ b���

�
�����

v = u + 4
a

4.427
∫

4.219

sin u

u + 4
du =

8.427
∫

8.219

sin(v − 4)

v
dv =

8.427
∫

8.219

sin v cos 4 − cos v sin 4

v
dv =

= cos 4

8.427
∫

8.219

sin v

v
dv − sin 4

8.427
∫

8.219

cos v

v
dv =

= cos 4(
l �

(8.427) − l�
(8.219) − sin 4(

��
(8.427) − ��

(8.219)).

` \
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��(( b��������� ���
q���� � )` %}* c �����

��'�� b�����$
I = cos 4[

l �
(0.427) − l�

(0.219) +
l�

(8.427) − l �
(8.219)]+

+ sin 4[
��

(0.427) − ��
(0.219) − ��

(8.427) +
��

(8.219)].�f 

���s f�
����� r���s�� l �
(x)

� ��
(x)

z ^ { �$��$ a
l�

(0.219) = 0.2184
��

(0.219) = −0.9534l�
(0.427) = 0.4227

��
(0.427) = −0.3190l�

(8.219) = 1.6003
��

(8.219) = 0.1156l�
(8.427) = 1.6225

��
(8.427) = 0.1044� ���
��
( c �
�

cos(4) ≈ −0.6536
�

sin(4) ≈ −0.7568
c b�����$

I ≈ −0.637
%

�� ��� � f�
����� ��
���
�
 ������������

* � b�$�y'p r��$��� 
�
b�s��

I1 ≈ −0.638
v

� * � ��b��'f��
���$ 

���s �b�s�
�'��� r���s��
I2 ≈ −0.637
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���f�
��$ ����f
(x, y)

b���f���'��p 
���� b������
�
R

2 %
.XDCICJC?YC ³ �U � ��� ��� �����­

Kδ(x0, y0)
�������

δ > 0
� ����

(x0, y0) ∈ R
2 �������� �� ¨ ��ª ��� �� � ����

(x, y)
���������� ��� ��� �²

� �¤ ����������� ��������� �� √
(x − x0)2 + (y − y0)2 < δ �

� ��ª ��� �� ◦
Kδ (x0, y0) = Kδ(x0, y0)\{(x0, y0)}

�������� �� �� ���� �²
� �� ��� ��������­ �������

δ > 0
� ����

(x0, y0) �.XDCICJC?YC ³ �S � ¢ ����
D ⊂ R

2 � ¢������
f � �� ��� �� �¨ � ��ª ���

� ����
(x, y) ∈ D

�� ���� �� � ���� ��� �� ��� ������ ������ ��« ��� ���²
��� ���� �

z ∈ R� �������� �� £������� ���¤ ��« ��� �����¤ ��� �¨ ����¤
� �®� ��� �­ ��� ���� ����

D
� ¨ ��ª ��� ��¨ �������� �

R � ¢� � ¯� �¨ ��²
�������� �� �®���������

f : D → R� �
z = f(x, y)

�������� �� ��������¨
£������

f
� � ����

(x, y) �
`i
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���
' f
�
�
 r���s�(
f : D → R

� 
���

(x0, y0) ∈ R

2 % �
��$�
��$
r���s�p

f(x, y0)
b���$�����

x
� r���s�p

f(x0, y)
b���$�����

y
%

.XDCICJC?YC ³ �§ � ° ��� ��« ��� ��­� �� ����� �

lim
x→x0

f(x, y0) − f(x0, y0)

x − x0
= f ′

x(x, y0) =
∂f(x0, y0)

∂x
,

lim
y→y0

f(x0, y) − f(x0, y0)

y − y0
= f ′

y(x0, y) =
∂f(x0, y0)

∂y
,

� � ��� ������­� �� ������¨ � �� ��������¨ � � � ����
(x0, y0)

£������
f(x, y)

�� ��� �¨ �����
x

� �� ��� �¨ �����
y

� �®������­� �� ∂f(x0, y0)

∂x

�
∂f(x0, y0)

∂y
� ���� ��� �� ������

° ��� ������� �� �������� � ��« ��� ��­� � �­®�� � ����
(x, y) ∈ D �� � � �®���� �

D
� �¨ ��¨ �¨ ��� ���� ��� ���� � £������ ���¤ ��« ��� ���²

��¤ ��� �¨ ����¤
∂f(x, y)

∂x

� ∂f(x, y)

∂y
.

- DY¡CD � ³ �U� ���
'
f(x, y) = x3y + x2y2 + y3 �

(x0, y0) = (2, 1)
c 
���


∂f(x, y)

∂x
=

d
(

x3y + x2y2 + y3
)

dx
= 3x2y + 2xy2,

∂f(2, 1)

∂x
=
(

x31 + x212 + 13
)′ ∣
∣

x=2
= 3x2 + 2x

∣

∣

x=2
= 16,

∂f(x, y)

∂y
=

d
(

x3y + x2y2 + y3
)

dy
= x3 + 2x2y + 3y2,

∂f(2, 1)

∂y
=
(

8y + 4y2 + y3
)′ ∣
∣

y=1
= 8 + 4 · 2y + 3y2

∣

∣

y=1
= 19. •

���
' � ���
�
�
D

��y��
��p
 r���s��

g1(x, y) =
∂f(x, y)

∂x

�
g2(x, y) =

∂f(x, y)

∂y
.
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 ��� � 
����
(x0, y0) ∈ D

��y��
��p
 �
�
��� b���f������ a
∂g1(x0, y0)

∂x
=

∂

∂x

(

∂f(x0, y0)

∂x

)

=
∂2f(x0, y0)

∂x2
,

∂g1(x0, y0)

∂y
=

∂

∂y

(

∂f(x0, y0)

∂x

)

=
∂2f(x0, y0)

∂y∂x
,

∂g2(x0, y0)

∂x
=

∂

∂x

(

∂f(x0, y0)

∂y

)

=
∂2f(x0, y0)

∂x∂y
,

∂g2(x0, y0)

∂y
=

∂

∂y

(

∂f(x0, y0)

∂y

)

=
∂2f(x0, y0)

∂y2
,


� ��� �
f��
p
�( �
�
��$� b���f�����$� �
����� b��(��
 �
 r���s��
f(x, y)

� 
����
(x0, y0)

%
	b�
������
 �����py 
( 
����$
 %
+CNDC¡> ³ �U � ° ��� £������

f(x, y)
�¨ ��� � ����� �� �� ��� ��� �����

Kδ((x0, y0))
������� �� �������� � �� �� �¦� ��� ����� � ��� �� � ���� � � ����

(x0, y0)� � �
∂2f(x0, y0)

∂x∂y
=

∂2f(x0, y0)

∂y∂x
.

- DY¡CD � ³ �S �
(
	$ % b��$�� _ %\

)
% ���
'

f(x, y) = x3y+x2y2 +y3 % #���

∂2f(x, y)

∂x2
= 6x + 2y2,

∂2f(x, y)

∂y∂x
= 3x2 + 4xy =

∂2f(x, y)

∂x∂y
= 3x2 + 4xy,

∂2f(x, y)

∂y2
= 2x2 + 6y. •

.XDCICJC?YC ³ �³ � ° ��� £������
f(x, y)

�¨ ��� � � ����
(x0, y0)

���
������� �� �������� � �� �� �¦� ��� ����� � � ���������� ¨ ��� ���

H(x0, y0) =











∂2f(x0, y0)

∂x2

∂2f(x0, y0)

∂x∂y

∂2f(x0, y0)

∂y∂x

∂2f(x0, y0)

∂y2











�������� �� ¨ ��� ���� º���� £������
f

� � ����
(x0, y0) �

4JCILAMYC ³ �U � ¿ ��� ����¤ � ��� �¨ � _ %\ ¨ ��� ��� º���� � ��¨¨ �� ²
� �����
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.XDCICJC?YC ³ �´ � ° ���
(x0, y0) � ����� ����� � ���� �®���� � ��� �²

��� ���� £������
f : D ⊂ R

2 → R
� ��« ��� ���� � ���� �� ���� �� ��

��� �������� ◦
Kδ (x0, y0) ⊂ D

� ����
(x0, y0)� �� � ��� ���¤

(x, y) ∈
∈

◦
Kδ (x0, y0)

����������� ��������� ��
f(x, y) < f(x0, y0) (f(x, y) >

> f(x0, y0))� � � � ����
(x0, y0)

�������� �� � ����� ��������¦� ¨ ����¨ �²
¨ �

(
��������¦� ¨ ���¨ �¨ �

)
£������

f � ¢� ���� � ¦���� ���� �� �
(x0, y0) �� ���� ��������¦� ¯���� �¨ �¨ �

f � ���� � ����
(x0, y0) � � ���� ��������¦�

¨ ����¨ �¨ � ��� ��������¦� ¨���¨ �¨ ��.XDCICJC?YC ³ �µ � ° ���
(x0, y0) � ����� ����� � ���� �®���� � ��� �²

��� ���� £������
f : D ⊂ R

2 → R� � ��� �� �� ��« ��� ��­� �������
�� ��� ����� � ∂f

∂x
,

∂f

∂y

� ∂f(x0, y0)

∂x
= 0,

∂f(x0, y0)

∂y
= 0,

� � � ����
(x0, y0)�������� �� �� ������� ��� � ����� £������

f �+CNDC¡> ³ �S � »8 CNEýNIY¡NC FLJNMYC ·@LADC¡F¡>¼� ° ��� � ����
(x0, y0) � � ���� ��������¦� ¯���� �¨ �¨ �

f
� £������

f(x, y)
��� ���� �²

�� � �¨ ��� � ����� �� �� ��� ��������
Kδ((x0, y0))

������� �� �������� �
∂f(x, y)

∂x

� ∂f(x, y)

∂y
� � � � ����

(x0, y0)
� ��� �� �� �� ������� ��� � �����

£������
f ��
$�
�$ c �
� 
���


(x0, y0)
$�q�
 ��
' 
����� ���
�'���� ���
��$�$


f
c � 
q� ���� �
�
��� b���f������ ∂f

∂x

� ∂f

∂y

�� ��y��
��p
 � 
����
(x0, y0)

%
- DY¡CD � ³ �§ � ���
'

f(x, y) = x2/3 + y2/3 c 
���
 b��
x 6= 0

�
y 6= 0�
�
��� b���f������ ∂f

∂x
(x, y) =

2

3x1/3
,

∂f

∂y
(x, y) =

2

3y1/3

�b�������� b��
(x, y) ∈ R

2 \{(0, 0)} � �� ��y��
��p
 � 
����
(0, 0)

% �� �������� c �
� 
���

(0, 0)

| 
���
 �
������ ���
�'���� $���$�$
 r���s��
f. •�
$�
�$ c �
� � # � b������� ��
�
s�� ����p���� %

.XDCICJC?YC ³ �¸ � ½ ������ ����� £��¨ �
(H ~X, ~X)

� �� ¨ ��� ���
H������­� �� ����ª �� �����

(
��� ���� �����

)
��� ���� ����¨ �� ���� ��� �­ ²

®�¦� ~X 6= ~0
������� �� �� ��� ����

(H ~X, ~X) > 0 ((H ~X, ~X) < 0) � ½ �����²
������ £��¨ �

(H ~X, ~X)
� �� ¨ ��� ���

H
������­� �� �������� �¨ ����¨ ������

(H ~X, ~X)
¨ �ª �� �� ���¨ �� � ��� ����ª �� ������� � �� � ��� ���²

� ������ �������� ��

��s

H

����
 b���q �
��'��
(
�
��s

��'��

)
�b���������� c ����

��� ����
������ ����
 $

��s�
λi > 0 (λi < 0)

% �

��s

H

(��(�
�( f�
�

`[



��b���$����� c ���� ����� �� ����
������ ����� ��
' �
� b���q �
��'��� c


� � �
��s

��'��� )�$ % z � { �
f��� ` %i* %

+CNDC¡> ³ �§ � »: NLA>ANW?NC FLJNMYC ·@LADC¡F¡>¼� ¢ ���� £���²
���

f(x, y)
��� ���� ��� � � ����

(x0, y0)� �¨ ��� � ����� �� �� �� ��� �����²
���

Kδ((x0, y0))
��� ������� �� ��� ����� � �� �� �¦� ��� ����� ���� �� ����� �

� ����
(x0, y0)

� � ���� � ��� �� �� �� ������� ��� � ����� £������
f � ¥�¦��

:
1)

���� ¨ ��� ��� º���� £������
f

� � ����
(x0, y0)

����ª �� �����
��� ���� �����

(
�®� ��®�� �����¤ ����� ¨ ��� ��� ����ª �� �����

)� � � � ��²
��

(x0, y0) � � ���� ��������¦� ¨ ���¨ �¨ � £������
f ;

2)
���� ¨ ��� ��� º���� £������

f
� � ����

(x0, y0)
��� ���� ����� ��� �²

��� �����
(
�®� ��®�� �����¤ ����� ¨ ��� ��� ��� ���� �����

)� � �
(x0, y0) �� ���� ��������¦� ¨ ����¨ �¨ � £������

f ;
3)

���� ¨ ��� ��� º���� £������
f

� � ����
(x0, y0)

�������� �¨ �����
(
��®�� ����� � ����� ¨ ��� ��� º���� �¨ �­� �� �� �������ª ��� �����

)� � �
£������

f
�� �¨ ��� � � ����

(x0, y0)
��������¦� ¯���� �¨ �¨ ��

³ �³ � +YXNMNÀ D>LWCA XN AC¡C RP@LADC¡F¡� �F?@�YÀ
IMFý XCDC¡C??�ý

“
»+2 S �´¼

	
����

$ ���
p
�( ��������
�'��� f
�
��( ���
 a
+2 S �´ � />D � T � �
�
� �

s���
���� 
���� r���s��

f(x, y)
� ��������

'

r���s�p �
 ���
��$�$ a
f(x, y) = x3 + 3x2y + 3xy2 + 5y3 − 108x − 120y + 7.

- DY¡CD M�XNJ?C?YÁ +2 S �´ � />D � T �
> � �
���$ �

s���
���� 
���� % Z�( �
��� �
���$ �
�
��� b���f����

��� r���s��
f(x, y)

∂f(x, y)

∂x
= 3x2 + 6xy + 3y2 − 108

�
∂f(x, y)

∂y
= 3x2 + 6xy + 15y2 − 120.

	���
��� �b��������p _ %} 
���

(x, y)

| �

s���
��
( c ����


















∂f(x, y)

∂x
= 0,

∂f(x, y)

∂y
= 0.

`}



& �
�$ b��$��� ���
�$
 �$��
 ��� a
{

3x2 + 6xy + 3y2 − 108 = 0,

3x2 + 6xy + 15y2 − 120 = 0.
�
f����$ ��
 �
����
�
 �
 ` � ���
�$ b����� ��
������ �f �
����� % �����
��$ �
������'��p ���
�$� a

{

y2 = 1,

x2 + 2xy + y2 − 36 = 0,
��
��
( c � ���p ������' c �
������'�
 ���$ ���
�$
$ ��
������ a

{

y = 1,

x2 + 2xy + y2 = 36

�
{

y = −1,

x2 + 2xy + y2 = 36.
����

��(( f�
�����

y
�� �
���� ��
������ c b�����$

{

y = 1,

x2 + 2x − 35 = 0

�
{

y = −1,

x2 − 2x − 35 = 0.

��g 
( �
� ���
�$� c b�����$ _ �

s���
���� 
���� a
P1 = (−7, 1)

c
P2 =

= (5, 1)
c
P3 = (7,−1)

�
P4 = (−5,−1)

%
E � �
���$ �
�
��� b���f������ �
����� b��(��


∂2f(x, y)

∂x2
= 6x + 6y = 6(x + y),

∂2f (x, y)

∂y∂x
=

∂2f (x, y)

∂x∂y
= 6x + 6x = 6(x + y),

�
∂2f(x, y)

∂y2
= 6x + 30y = 6(x + 5y).

Z�( 
��� c �
��� ��������

' �

s���
���� 
���� �
 ���
��$�$ c b��
�$�
��$ c �
��� ��� �$��
 $

��s
 d���� � �
q��� �f ��� %

H(P1) =











∂2f(−7, 1)

∂x2

∂2f(−7, 1)

∂x∂y

∂2f(−7, 1)

∂y∂x

∂2f(−7, 1)

∂y2











=

[−36 −36

−36 −12

]

.

�
���$ ����
������ ����
 $

��s� c ��( �
��� ��g�$ �
�
�
����
�������
��
������

(−36 − λ)(−12 − λ) − (−36)2 = 0
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���
λ2 + 48λ − 864 = 0.�����
�$ ��
 ��g���( a

λ1 =
−48 −

√
5760

2
≈ −61, 947

�
λ2 =

−48 +
√

5760

2
≈ 13, 947.

	���
������ ����
 $

��s� d����
H(P1)

�$�p
 �
f��� f�
�� c ������
�

��'�� % $

��s
 (��(�
�( f�
��b���$����� % � b� 
����$� _ %` r���s�(

f�� �$��
 � 
����
P1 = (−7, 1)

���
�'���� ���
��$�$
 % &������$ f�
�����
r���s�� � 
����

P1 f(−7, 1) = 431
%

�
�� f
$�
�
' c �
� f�
�� ����
������ ����� $�q �� �b������
' c � ��
��g 
( ��
��

��� ��
������ % ��b��'f�( 
����$� &��

 c b����
�$

{

λ1 + λ2 = −48,

λ1λ2 = −864.

#
� �
� b���f������� ����
������ ����� �
��s

��'�� c f�
��
 ��� �$��
p
 �
f��� f�
�� c � $

��s
 d����

H(P1)
(��(�
�( f�
��b���$����� % ���

��������
��� ������ �

s���
���� 
���� ����$ ��b��'f��

' �
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b�����'�� �� $���� 
�����$��� %

H(P2) =











∂2f(−5,−1)

∂x2

∂2f(−5,−1)

∂x∂y

∂2f(−5,−1)

∂y∂x

∂2f(−5,−1)

∂y2











=

[−36 −36

−36 −60

]

.
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������ ����� �$��

��� a

(36 − λ)(60 − λ) − (36)2 = 0���
λ2 − 96λ + 864 = 0.�� 
����$� &��


{

λ1 + λ2 = 96,

λ1λ2 = 864.����f������� ����
������ ����� b���q �
��'�� c ������

��'�� c ����
����
��� ����
 �$�p
 ���� � 
�
 q� f�
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������ ����
 b���q �
��'�� % "
� f�
��
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� $
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��s
 d����

H(P2)
b���q �
��'�� �b��������
( c � b� 
����$� _ %` r���s�(
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P2 = (5, 1)
% &������$ ��� f�
����� a

f(5, 1) = −433
%

H(P3) =











∂2f(7,−1)

∂x2

∂2f(7,−1)

∂x∂y

∂2f(7,−1)

∂y∂x

∂2f(7,−1)

∂y2











=

[

36 36

36 12

]

.

� 
�
�
����
������� ��
������ ��( �
��q����( ����
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��� a

(36 − λ)(12 − λ) − (36)2 = 0���
λ2 − 48λ − 864 = 0.�� 
����$� &��


{

λ1 + λ2 = 48,

λ1λ2 = −864.
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P3 f(7,−1) = −459
%

H(P4) =











∂2f(−5,−1)

∂x2

∂2f(−5,−1)

∂x∂y

∂2f(−5,−1)

∂y∂x

∂2f(−5,−1)

∂y2











=

[−36 −36

−36 −60

]

.
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(−36 − λ)(−60 − λ) − (−36)2 = 0���
λ2 + 96λ + 864 = 0.�� 
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{

λ1 + λ2 = −96,

λ1λ2 = 864.����f������� ����
������ ����� b���q �
��'�� c ������

��'�� c ����
����
��� ����
 �$�p
 ���� � 
�
 q� f�
� % �� �� ��$$
 �
��s

��'�
 c f�
��

��
 ����
������ ����
 �
��s

��'�� c � $

��s
 d����

H(P4)
�
��s

��'�

�� �b��������
( % �� 
����$� _ %` r���s�(
f

�$��
 ���
�'��� $
���$�$ �

����

P4 = (−5,−1)
% &������$ ��� f�
����� a

f(−5,−1) = 447
%

`�



.AMCA �
P1 = (−7, 1)

c
P3 = (7,−1)

| �

s���
���� 
���� c � ��
����
r���s�(

f
�� �$��
 ���
��$�$
 �

f(−7, 1) = 431
c
f(7,−1) = −459

v
P2 = (5, 1)

| 
���
 ���
�'���� $���$�$
 c
f(5, 1) = −433

v
P4 = (−5,−1)

| 
���
 ���
�'���� $
���$�$
 c
f(−5,−1) = 447

%

´ � 47 Q 5 3 < 8 0 1 /17 , 5 , 8 0
Z�( ��b������( 
�b����� �
���

 ��������$� f�

' �������� �
�
��


����
��� � �����
�
 ��b�������� ����
���� �������� %

´ �U� 8 CXDCD�M?>Á LJFW>À?>Á MCJYWY?>
���
' $��q��
�� ���$��

���� ����
��

Ω = R
%

.XDCICJC?YC ´ �U ÿ�������� ��������
ξ

�������� �� ���� �� ���������� ��« ��� ���� £������
f(x)� ����� �� ����­« �� ��� ����¨

1) f(x) ≥ 0
��� �­®�¦�

x ∈ R,

2)
+∞
∫

−∞
f(x)dx = 1,

� ����� �� � ��� �­ ®�¦� ¨��ª ��� ��
A ⊂ R

P (ξ ∈ A) =

∫

A

f(x)dx.

¢� � ¯� �¨ � £������
f(x)

�������� �� ���������­ ����� ���� ���� ������²
��� ��������

ξ �
����$ �
��$

���

' 
��'�� 

��� ����
���� �������� c ��( ��
��

��� b��
���
' �
�b��������( ������� ��b������
 % &���(
���
' b�b
�
�
��( ��b�������� ����
���� �������� �
 b��$�q�
��

[a, b]
)
(a, b)

c
[a, b)

c
(a, b]

* �
����
�( b� b�
���� a

P (ξ ∈ [a, b]) =

b
∫

a

f(x) dx.

�������� c �
� ����(
���
' 
��� c �
� 

�
( ����
��
( �������
 b���
$�
 ������
��� f�
�����

x ∈ R
�
��


0
a

P (ξ = x) = 0
% ���
�$� ������

�����(
 � ����(
���
� b�b
�
��( ��b�������� ����
���� �������� �
 ���

���
� %

_]



.XDCICJC?YC ´ �S �������� ����� ���� ���� ���� �� ����� ���������
��������

ξ
�������� �� £������

F (x) = P (ξ < x) =

x
∫

−∞

f(t)dt, x ∈ �,

��� ���� ����� �� ���� ��« ��� ������ ��� �	����
�
 r���s�� �
�b��������( a
1) 0 ≤ F (x) ≤ 1,
2) F (x)

| ������
py 
( r���s�( c
3) lim

x→−∞
F (x) = 0, lim

x→+∞
F (x) = 1,

4) F (x)
| ��b������
( r���s�( c � �� ���� 
���
� ��b��������
� b��
���
�

f(x)
��b���(�
�( �
����
��

(F (x))
′

= f(x).	����
�
 \c i ��b������
����� �����p
 �f �b��������( � 
��� r
�

 c
�
� ����(
���
' �����
 ���
��s

��'�
 � �� b���������
 \% 	����
�
 ` c _���
f
�� � b�����(� z } { � z ^ { %

��
( r���s�p �
�b��������( $�q �� �
�
� ����(
���
' b�b
�
��(
����
���� ��������

ξ
�
 �p��� b��$�q�
�� ���


[a, b)
a

P (ξ ∈ [a, b)) = F (b) − F (a).
 ��� b��
���
' ��
r�� b��
���
� �
�b��������( ��b�������� ����

�
���� ��������
ξ

c 
� b��y 
�' b�� ��
r���$ ����
 �
��
 \% &���(
���
'

��� c �
� ����
��
( �������
 b�b
��
 �
 ��
���
�

[a, b]
�
��
 b��y
��

������������� 
�
b�s�� b�� ��
r���$ b��
���
� � b�����
� b��$�q�
�

[a, b]

%

´ �S � 5YLJNM�C ý>D>@ACDYLAY@Y LJFW>À?NÀ MCJYWY?� Y Yý
LMNÀLAM>

.XDCICJC?YC ´ �§ � �� �¨ ��������¨ �ª ������¨ ���� �� ����� ���²
������ ��������

ξ
���� ���� �� ���� �

M(ξ) =

+∞
∫

−∞

xf(x)dx.

�

�$

������� �q ��
��� ��y��
���
c ���� �
�
 ��
���
� �����
�( 
����
�p
�� % & b��
����$ ����
� �����(
c �
� ����
��
( �������


ξ
�� �$��


$

�$

�������� �q ��
��( %

_ \



���
'
φ(x)

| ����
��
( r���s�( % �

�$

������� �q ��
��� ����
��
��� ��������

η = φ(ξ)
�
����
�( b� b�
���� a

M(η) =

+∞
∫

−∞

φ(x)f(x)dx.

���
'
ξ

�
η

| ����
���� �������� % ���������$ ����
���� �����
�

$

�$

�������� �q ��
��( a
1)

����
ξ ≡ C

| ����

�

 c 
�
M(C) = C

v
2) M(Cξ) = CM(ξ) (C

| ����

�


)
v

3) M(ξ + η) = M(ξ) + M(η)
v

4)
���� ����
���� ��������

ξ
�

η
��f
����$� c 
�

M(ξη) = M(ξ)M(η)
%

.XDCICJC?YC ´ �³ ¶ ����� ����
D(ξ)

���� �� ����� ��������� ������²
��

ξ
�������� �� ���� �� ������ ¨ �� �¨ �� ������¨ � �ª �����­ ������� �

����������
ξ

�� �� ¨ �� �¨ �� ������¦� �ª ������ �

D(ξ) = M((ξ − Mξ)2) =

+∞
∫

−∞

(x − Mξ)2f(x)dx.
)[ %\*

�f �����
� $

�$

�������� �q ��
��( ������
c �
� r��$��
 )[ %\* ���
���
���
�
 �����py�� a

D(ξ) = M(ξ2) − (M(ξ))2 =

+∞
∫

−∞

x2f(x)dx − (M(ξ))2.

Z ��b����( ��y��
���
c ���� �
�
 ��
���
� �����
�( 
����p
�� % & b���

����$ ����
� �����(
c �
� ����
��
( �������


ξ
�� �$��
 ���b����� %

	����
�
 ���b����� a
1) D(ξ) ≥ 0

v
2) D(C) = 0 (C

| ����

�


)
v

3) D(Cξ) = C2D(ξ) (C
| ����

�



)
v

4) D(ξ + C) = D(ξ) (C
| ����

�



)
v

5)
���� ����
���� ��������

ξ
�

η
��f
����$� c 
�

D(ξ+η) = D(ξ)+D(η)
%

Z ��b����( �$��
 �
f$�����
' ��
��


 �
f$�����
� ����
���� �����
����

ξ
c b��
�$� � �
���
�� �
�
�
����
��� �
f����
 f�
����� ������� ���

b��'f��

' �����p �������p �
�
�
����
��� | ������� ��
��

����� �
�
�������� %

.XDCICJC?YC ´ �´ ÿ� ����� ������� ����� �� ��������¨ ������²
��� ��������

σξ

�������� �� ���������� ��� ��� �� ������ ��� �
σξ =

√
Dξ �

_ i
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“
»+2 ³ �U¼

	
����
� b����
p
 ��������
�'��� f
�
��( ���
 a
+2 ³ �U� />D �T �

f1(x) [ a1, b1 ] f2(x) [ a2, b2 ] η = ϕ(ξ)

−4x [−a/2, 0 ] x/4 [ 0, 2a ] η = −6ξ + 4

#�����
�( a
\% Z�( ����������b�������� r���s��

f(x) =



































0, x < a1,

f1(x), x ∈ [a1, b1 ),

f2(x), x ∈ [a2, b2 ],

0, x > b2

(b1 = a2)
�
�
� f�
����� b
�
$�
�


a
c b�� ��
���$

f(x)
(��(�
�( b��
���

�
'p �
�b��������( ��b�������� ����
���� ��������
ξ

%
i % �
�
� r���s�p �
�b��������( ����
���� ��������

ξ
%

` % ���
���
' ��
r��� b��
���
� � r���s�� �
�b��������(
ξ

%
_ % &������
' $

�$

������� �q ��
��� c ���b����p � ��������
��

�����
�
�������� ����
���� ��������

ξ
%

[ % &������
' ����(
���
'
P (ξ ∈ [M(ξ) − 3σξ ; M(ξ) + 3σξ]) .} % Z�( ����
���� ��������

η = aξ + b
�������
' $

�$

������� �q ��
�

��� � ���b����p %
- DY¡CD M�XNJ?C?YÁ AYXNMNGN D>LWCA> +2 ³ �U� />D �T �
\% � ��
��
( �����
�
 b��
���
� �
�b��������( ����
���� ��������

ξ
c �
���$ f�
����� b
�
$�
�


a
a

−
0
∫

−a/2

4x dx +

2a
∫

0

x

4
dx = −2x2

∣

∣

0

−a/2
+

x2

8

∣

∣

∣

∣

2a

0

=
a2

2
+

a2

2
= a2 = 1,

_`



������

��'��
a = 1

� b��
���
' �
�b��������(
ξ

�$��
 ��� a

f(x) =















































0, x < −1

2
,

−4x, x ∈
[

−1

2
, 0

]

,

x

4
, x ∈ [ 0, 2 ],

0, x > 2.

i % �
���$ r���s�p �
�b��������(
F (x)

a
���

x <
1

2
: F (x) = 0,

b��
x ∈

[

−1

2
, 0

]

: F (x) =

x
∫

−1/2

−4t dt = −2t2
∣

∣

x

−1/2
= −2x2 +

1

2
,

b��
x ∈ [ 0, 2 ] : F (x) =

1

2
+

x
∫

0

t

4
=

1

2
+

t2

8

∣

∣

∣

∣

x

0

=
1

2
+

x2

8
,

b��
x ≥ 2 : F (x) = 1.

#���

F (x) =















































0, x < −1

2
,

−2x2 +
1

2
, x ∈

[

−1

2
, 0

)

,

1

2
+

x2

8
, x ∈ [ 0, 2 ),

1, x ≥ 2.
` % ���
���$ ��
r��� b��
���
� �
�b��������(

f(x)
)��� % [ %\* � r����

s�� �
�b��������(
F (x)

)��� % [ %i* ����
���� ��������
ξ

%

__
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_ % &������$ $

�$

������� �q ��
���
ξ

a

M(ξ) =

+∞
∫

−∞

x f(x) dx = −
0
∫

−1/2

4x2 dx +

2
∫

0

x2

4
dx =

= −4

3
x3

∣

∣

∣

∣

0

−1/2

+
x3

12

∣

∣

∣

∣

2

0

= −1

6
+

2

3
=

1

2
= 0.5.

�
���$ ���b����p � ������� ��
��

����� �
�������� a

D(ξ) =

+∞
∫

−∞

(x − M(ξ))2 f(x) dx = −
0
∫

−1/2

4(x − 1/2)2x dx+

+

2
∫

0

(x − 1/2)2

4
x dx = −

0
∫

−1/2

(4x3 − 4x2 + x) dx +

2
∫

0

(

x3

4
− x2

4
+

x

16

)

dx =

=
13

16
= 0.8125. σ(ξ) =

√

D(ξ) = 0.901.

[ % &������$ ����(
���
'
P (ξ ∈ [M(ξ) − 3σξ, M(ξ) + 3σξ]) :

P (ξ ∈ [M(ξ) − 3σξ, M(ξ) + 3σξ]) =

= F (M(ξ) + 3σξ) − F (M(ξ) − 3σξ) = F (3.203) − F (−2.203) = 1.} % Z�( ����
���� ��������
η = −6ξ + 4

�������$ $

�$

�������
�q ��
��� � ���b����p %

�f �����
� $

�$

�������� �q ��
��( � ���b����� ������
c �
�
M(aξ + b) = M(aξ) + M(b) = aM(ξ) + b,

D(aξ + b) = D(aξ) + D(b) = a2D(ξ).

#���

M(η) = −6M(ξ) + 4 = 1, D(η) = 36D(ξ) = 29.25.

_[
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µ �U� - NLA>?NM@> @D>CMNÀ H>I>WY
�������� b��

����
 ��
���� f
�
� c 
 

�q� ���������
� c ��f���
p�

y�� b�� ��g���� 

��� f
�
� �
f���
�� � ������� b�����(� z \_ { c z \[ { %
�
��$�
��$ �������� ��rr����s�
�'��� ��
������ �
����� b��(��
 c

f
b��
���� � ��$$�
������ r��$� a

− 1

ρ(x)
(p (x)y ′)

′
+ q (x)y = f (x),

)} %\*
���

ρ(x), p (x), p ′(x), q (x), f(x)
| f
�
���� c ��b�������� �


[ a, b ]
r����

s�� c b�� �
�$ ��b���(p
�( ������(
ρ(x) ≥ ρ0 > 0, p (x) ≥ p0 > 0

%
��y�� ��g���� 

���� ��
�����( �$��
 ��� z\i{

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + ỹ(x).
����'

y1(x)
�

y2(x)
| i ������� ��f
����$�� ��g���( ����������� ��
����

��( c ���
��
�
��py��� ��
�����p )} %\* c 

ỹ(x)

| �
�
��� ��g���� �������
������� ��
�����( )} %\* v

C1
c
C2

| b���f���'��� b��
�(���� %
���
' �
 ���s
� b��$�q�
�


[a, b]
r���s�(

y(x)
������
���(�
 �����

��($ a
{

R1y
′(a) − S1y(a) = t1,

R2y
′(b) + S2y(b) = t2,

)} %i*
���

R1
c

R2
c

S1
c

S2
c

t1
c

t2
| f
�
���� b��
�(���� c

R1, R2, S1, S2 ≥ 0
c

R1 + S1 6= 0
c
R2 + S2 6= 0

%
#
��� ������( �
f��
p
�( ��
���$� ��� ��
�����$� %
�
�
�
 �
��q����( �
 ��
���
��

(a, b)
��g���( ��rr����s�
�'����

��
�����( )} %\* c ������
���(py��� � 
���
�
x = a

�
x = b

��
���$ �����
��($ )} %i* c �
f��
�
�( ��
���� f
�
��� %

�
��$�
��$ ����
���� �
�
��� ����
� ��
���� ������� %
������( a

y(a) = t1, y(b) = t2
(R1 = R2 = 0)

�
f��
p
�( ��
���$� ������($� \��� ���
 ��� ������($�
Z ������ %

������( a
y′(a) = t1, y′(b) = t2

(S1 = S2 = 0)
�
f��
p
�( ��
���$� ������($� i��� ���
 ��� ������($�

���$
�
 %
������( a

R1y
′(a) − S1y(a) = t1, R2y

′(b) + S2y(b) = t2�
f��
p
�( ��
���$� ������($� `��� ���
 %

_}



������( a
R1y

′(a) − S1y(a) = 0, R2y
′(b) + S2y(b) = 0

(t1 = t2 = 0)
(��(p
�( ���������$� %

���������$� ��
���$� ������($� (��(p
�( 

�q� ������( b�����
������
� a

y(a) = y(b), y′(a) = y′(b). ��� r���s��
ρ(x)

c
p(x)

c
p′(x)

c
q(x)

��b������� �
 �
���
�$ ��
���
�
��

(a, b)
��� ���� r���s��

ρ(x)
���

p(x)
���
y
p
�( � ���' � ��
������


���� c 
� � 

��� ����
(� � �
���
�� ��
����� ������( ��b��'f��
�( �����
��� ���
��������
�

y(x)
b��

x → a + 0
���

x → b − 0
% #
��� ��
����

������( (��(p
�( ���������$� %
�
 ���s
� b��$�q�
�


[a, b]
$���
 ��
' f
�
�� ��
���� ������( �
f�

��� 
�b�� %
���
' 
�����
�( ��g�
' ��
���p f
�
�� ��( ����������� ���������

��rr����s�
�'���� ��
�����( a
{

−y ′′ + qy = 0
b��

a < x < b,

R1y
′(a) − S1y(a) = t1, R2y

′(b) + S2y(b) = t2.

��y�� ��g���� ��
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L(y) = −y′′ + 2y

% �
���$ ����
������ ����
 � ����
������ r���s�� �
���
�b��

��
 a











−y′′ + 2y = λy,

y′(0.7) − 4.25y(0.7) = 0,

y′(1.8) = 0.
�
b�g�$ ��
������ f
�
�� � ���� −y′′ = (λ − 2)y

% ���f�
��$
λ − 2 = µ2

(µ ≥ 0)
%

���
µ = 0

��y�$ ��g����$ ��
�����(
y′′ + µ2y = 0

����
 r���s�(
y(x) = C1x + C2

% ����

��� �
� r���s�p � ��
���� ������( c b�����$ ���
g���� ��
���� f
�
�� |

y(x) ≡ 0
% #
�
( r���s�( �� (��(�
�( ����
������

r���s��� ��rr����s�
�'���� �b��

��
 %
���

µ2 > 0
��y�� ��g���� ��
�����(

y′′ + µ2y = 0
$�q �� f
b��

' �

����
y(x) = C1 cos(µ(1.8 − x)) + C2 sin(µ(1.8 − x)).����

��� � ��y�� ��g���� ��
���� ������( c b����
�$ ���
�$� ��
������

�
����
��'��
C1

�
C2

{

(µ sin(1.1µ) − 4.25 cos(1.1µ))C1 − (4.25 sin(1.1µ) + µ cos(1.1µ))C2 = 0,

0 · µC1 − µC2 = 0. )} %^*
�������� c �
� � ���
�$� )} %^*

C2 = 0
c 


C1
����
 ��������$ c 
��'�� ����

µ sin(1.1µ) − 4.25 cos(1.1µ) = 0.
���������� ��
������ b������$ � ����

tg(1.1µ) =
4.25

µ
.

)} %j*

[`



��
������ )} %j* �$��
 ����������� ����� ������
µk

c ��
���� $�q �� �
��

� 
��'�� ��������$� $�
��
$� % ������ ` ����( ��
�����( ����


µ1 =
= 1.18149

c
µ2 = 3.64012

c
µ3 = 6.25457

% 	���
������ ����
 �b��

��

L(y)�
���

λk = µ2
k + 2

% 	��
��
�
����� c b����� ` ����
������ ����

λ1 =

= 3.39593
c
λ2 = 15.25049

c
λ3 = 41.11959

% #���
 ����
�����$� r���s�($�
�b��

��


L
����


yk(x) = cos(µk(1.8 − x)).

#
��$ ���
f�$ c ��( �b��

��

L(y)

b������� ���
�$
 ����
������ �����
{λk = µ2

k+2}+∞
k=1

� ���
�$
 ����
������ r���s�� {yk = cos(µk(1.8−x))}+∞
k=1

c
���

µk
| b���q �
��'��� ����� ��
�����( )} %j* %

` % Z�( 
��� �
��� f
b��

' �(�� ~��'� b� ���
�$� {yk}+∞
k=1

c b��
���
�(
�( ���$� r���s��

yk

‖yk‖2 =

1.8
∫

0.7

[cos(µk(1.8 − x))]2dx = 0.55 +
sin(2.2µk)

4µk
.

�
f��q �$ b�
��p �
�
' ��
�����( )} %}*
g(x) = −5.8x+7.0118

� �(� ~��'� a

g(x) =
+∞
∑

k=1

gkyk(x)
% ���rr�s���
� ~��'�

gk
����
 a

gk =
(g, yk)

‖yk‖2
=

1

‖yk‖2

1.8
∫

0.7

(−5.8x + 7.0118) cos(µk(1.8 − x))dx =

=
1

‖yk‖2

(

5.8(cos(1.1µk) − 1)

µ2
k

+
2.9518 sin(1.1µk)

µk

)

.

������ ` ���rr�s���


g1 = −0.96325

c
g2 = −2.16600

c
g3 = 0.40816

%
Z�( ���������( ��
���
��� �
����
� $���
 ��b��'f��

' b
��
� b���

��
���� b����
$$ c 

��� �
� $%&'%m c l� k'%m c $%(') %
����$ ���

' ��g���� )} %}* � ����

v(x) =
+∞
∑

k=1

ckyk(x)
% � ��
��
( c �
�

L(v) =
+∞
∑

k=1

ckL(yk) =
+∞
∑

k=1

ckλkyk,

b����
�$
+∞
∑

k=1

ckλkyk(x) =
+∞
∑

k=1

gkyk(x).

�
�p�

ck =

gk

λk
.

[_



&������$ f�
����( b����� ` ���rr�s���
�� �(�

c1 = −0.28365, c2 = −0.14203, c3 = 0.00993.

�����

��'�� ��g���� f
�
�� )} %}* b��$�
 ���

v(x) =
+∞
∑

k=1

ck cos(µk(1.8 − x)).

_ % ������$ ��g���� �������� f
�
��

y(x) =
+∞
∑

k=1

ck cos(µk(1.8 − x)) + 4x − 3.5059.

[ % & �
���
�� b�����q������ ��g���( f
�
�� $�q �� �f(
' �
�
����p
��$$� �(�
 ~��'�

yN(x) =
N
∑

k=1

ck cos(µk(3 − x)) + 4x − 3.5059.

& 

�� % } %i b�������� f�
����( b�����q������ ��g���(
y3(x)

� 
���
�
�

x0
c
. . . , x5

% Z�( ��
�����( � 

���s� f
b��
�� f�
����( r���s��
y(x)

c
b��������� 
�
��
������$ $�
���$ � 
�� q� 
���
� %

¥�®���� " �*
x

] %^ ] %�i \%\_ \%`} \%[j \%j
y3(x) −0.6813 0.1793 0.9519 1.6831 2.4431 3.2784
y(x) −0.6732 0.1778 0.9473 1.6870 2.4452 3.2725
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Z �rr����s�
�'��� ��
������ ���
 a

∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
+ f(x, t),

b��
0 < x < l, t > 0

�
f��
�
�( ��
������$ 
�b��b��������
� � ���
�$ ��
������� 
�b�

(a2 |

����

�


)
% #
��� ��
������ �b����
�
c �
b��$�� c �f$������ 
�$b��

���


������ �
��q �( �����
l

� 
�b���f������
���� b��������
'p )�$ % z \_ {* %
Z�( 
��� �
��� b�����
' �����
������ ��g���� c � ��
�����p 
�b���

b��������
� ���
��(p
 �
�
�'��� � ��
���� ������( %
�
�
�'��� ������� ��( ��
�����( 
�b��b��������
� ���
��
 � f
�
���

f�
����� r���s��
u(x, t)

� �
�
�'��� $�$��
 ���$���
t = 0

a
u(x, 0) = ϕ(x).

[[



��
���� ������( f
�
p
�( � 
���
�
x = 0

�
x = l

%
&�� ��
���� ������( � 
�b���$ �
���
� (��(p
�( �������$� % ���

$���
 ��
' �b��
�� ����$ ���
��g����$ �
 ���
��
�
��py�� ��
��s� a

R1
∂u(0, t)

∂x
− S1u(0, t) = g1(t), R2

∂u(l, t)

∂x
+ S2(l, t) = g2(t).

���
R1 = 0

)
R2 = 0

* b����
�
�( ��
���� ������� b������ ���
 c b��
S1 = 0)

S2 = 0
* | ��
���� ������� �
����� ���
 c 
 b��

R1S1 6= 0
)
R2S2 6= 0

* |
������� 
��
'��� ���
 %

��������� �f��q���� $�
���� ��g���( ��
�����( 
�b��b��������
�
$�q �� �
�
� � ������$ b������ z \_ { %
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�
��$�
��$ �
�
�'�����
���p f
�
�� ��( ����$������ ��
�����( 
�b�
��b��������
� % ���
' 
�����
�( �
�
� r���s�p

u(x, t)
c ������
���(py�p

��
�����p
∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
+ f(x, t)

b��
0 < x < l, t > 0,

�
�
�'��$� ������p
u(x, 0) = ϕ(x),��
���$ ������($

R1
∂u(0, t)

∂x
− S1u(0, t) = g1(t), R2

∂u(l, t)

∂x
+ S2u(l, t) = g2(t)

)|R1| + |S1| 6= 0
c |R2| + |S2| 6= 0

* % ��g����$ b��

������� f
�
�� �
f���$
r���s�p

u(x, t)
c ���
�
py�p �����py�$� �����
�
$� a


*
u(x, t)

�b�������
 � ��b������
 � ���
�
�
Ω = [0, l] × [0, T ]

v
� *

u(x, t)
������
���(�
 ��
�����p 
�b��b��������
� b��

0 < x < l
c

t > 0
v
� *

u(x, t)
������
���(�
 �
�
�'��$� ������p � ��
���$ ������($ %

��
�� ~��'� ��b������
����� b��$��(�
�( � f
�
�
$ c � ��
���� ���
��$
( r���s�( ������
���(�
 ���������$ ��
���$ ������($ )

g1(t) ≡ 0
�

g2(t) ≡ 0
* %  ��� ��
���� ������( ������������ c 
���
 ��
�
�
 f
�
�� ����

���
 ����
� � f
�
�� � ���������$� ������($� % Z�( �
��� r���s�p
u(x, t)b����

��(p
 � ����

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t),

[}



���
w(x, t)

| ��rr����s����$
( r���s�( c ������
���(py 
( 
�$ q� ��
��
��$ ������($ c �
� � r���s�(

u(x, t)
a

R1
∂w(0, t)

∂x
− S1w(0, t) = g1(t), R2

∂w(l, t)

∂x
+ S2w(l, t) = g2(t).

& �
�$ ����
� r���s�(
v(x, t)

����
 ������
���(
' ���������$ ������($ %
&���� r���s��

w(x, t)
f
����
 �
 
�b
 ��
������ ������� % Z�( $�����

��
���� f
�
� r���s�(
w(x, t)

$�q�
 ��
' f
�
�
 �
� ������
( b� b����
$�����

x
w(x, t) = α(t)x + β(t).	�$$� r���s��

v(x, t) + w(x, t)
b���

��(p
 � ��rr����s�
�'���

��
������ � �
�
�'��� ������( c � ��p ��
���p f
�
�� f
b����
p
 ��(
r���s��

v(x, t)
c ��
��
( ������
���(�
 ���������$ ��
���$ ������($ %

�
�
�
 �����
�( � �
��q����p r���s��
v(x, t)

c ������
���(py�� ��
����
��p

∂v

∂t
= a2 ∂2v

∂x2
+ f+(x, t)

b��
0 < x < l, t > 0,

)^ %\*
�
�
�'��$� ������p

v(x, 0) = ϕ+(x),
)^ %i*

��
���$ ������($

R1
∂v(0, t)

∂x
− S1v(0, t) = 0, R2

∂v(l, t)

∂x
+ S2v(l, t) = 0,

)^ %`*

���
f+(x, t) = f(x, t) − ∂w(x, t)

∂t
+ a2∂

2w

∂x2

c
ϕ+(x) = ϕ(x) − w(x, 0)

%
Z 
��� ��( f
�
�� � ���������$� ��
���$� ������($� $�
�� ~��'�

b��$��(�
�( b� �����py�� ���$� %
\% Z�( ��������� ��rr����s�
�'���� �b��

��
 �
����� b��(��


Lx(u) = −∂2u

∂x2

��g 
p
 ���
��
�
��py�p f
�
�� u 
��$
 | !������( a

−y′′(x) = λy(x), 0 < x < l (y(x) 6≡ 0),

R1y
′(0) − S1y(0) = 0, R2y

′(l) + S2y(l) = 0.& ��f��'


� �
���(
 ����
������ ����
 {λk}+∞
k=1

� ���
�$� ����
������
r���s�� {yk(x)}+∞

k=1

�b��

��
 ��
���� f
�
�� %
i % r���s�p

v(x, t)
b����

��(p
 � ���� �(�
 ~��'� b� ����
�����$

r���s�($ {yk(x)}+∞
k=1

v(x, t) =
+∞
∑

k=1

ck(t)yk(x).

���������� ��
���� ������( )^ %`* ��(
v(x, t)

b�� �
�$ 
�
�$

������ ���
b���(p
�( % "
�
 �(� b���

��(p
 � ��
������ )^ %\* � �
�
�'��� �������
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)^ %i* c b����
��
��'�� �
f��q �� r���s��
f+(x, t)

�
ϕ+(x)

� �(�� ~��'�
b� 
�� q� ���
�$� r���s�� {yk(x)}+∞

k=1

% Z 
��� c ��( ���rr�s���
��
ck(t)b����
p
 � ��g
p
 f
�
�� ��g� %

` % ����$�p r���s�p
u(x, t)

f
b����
p
 � ����

u(x, t) = w(x, t) +
+∞
∑

k=1

ck(t)yk(x).
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�'��� ��
������ c �
��$

���
p
�( 
��'�� � �f�
�
� ��
�� � �
f��
p
�( ��
����$� r���s�($� % ��� �
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r���s�� f
$��(p
�( ���
��
�
��py�$� �
f���
��$� �
��g���($� % �
�
�
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���� ������( 

�q� f
$��(p
�( �
f���
��$� ������($� % &
�
��� �$��
� ��
���� f
�
�� ��( ��rr����s�
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�
�
�( ���
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�����
������� ��
������ % ��
�� b��$��(�
�( � 
�$ ����
� c
���� b�� ���������� ����
 �f��� ��
�� ��g���� ��
����� f
�
�� �����
�( �
��g���p �������� f
�
�� ��( ��rr����s�
�'���� ��
�����( %  �
��
����
�� c b�� �
�$ ��

p
 ��b���� � ������
� �����$��
� c 
�����
� � ��
�����
���
� �
f���
��� ���$� %

���
q�$ c �
� b��$��(�
�( $�
�� ��
�� ��( ��g���( �
�
�'�����
��
��� f
�
�� ��( ����$������ ��
�����( 
�b��b��������
� % ���
' 
�����
�(
�
�
� ��g���� ��
�����( 
�b��b��������
�

∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
+ f(x, t), t > 0, 0 < x < l,

)^ %_ *
���� r���s�(

u(x, t)
������
���(�
 �
�
�'��$� ������p

u(x, 0) = ϕ(x)
)^ %[*

� ��
���$ ������($

R1
∂u(0, t)

∂x
− S1u(0, t) = g1(t), R2

∂u(l, t)

∂x
+ S2u(l, t) = g2(t)

)^ %}*

(|R1| + |S1| 6= 0, |R2| + |S2| 6= 0).����b���q �$ c �
� b���$���
(
t

$��(�
�( � b�����
�
0 ≤ t ≤ T

%
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�
' c � ��
���� �
����
�( ��g���� f
�
�� | �
� b�($�����'���

Ω =
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= [0, l] × [0, T ]
% ������$ �
� ���
�
' ��
��� % Z�( �
��� �
��f��

[0, l]
�
f��

�'�$ 
���
$�
x0

c
x1

c %%%c
xn

�

n

�
�
�� % Z�( b���
�
� ����$ ���


' c �
�
�
��
�(���

h
$�q�� 
���
$� ����
����� a

h = xi+1 − xi =
l

n

)
i = 0, ..., n

* %
��
������� c �
��f��

[0, T ]
�
f��'�$ �


m
�
�
�� 
���
$�

t0
c
t1

c %%%c
tm

c b��
�
�$ �
��
�(��� $�q�� 
���
$� ����


τ = tj+1−tj =
T

m

)
j = 0, ..., m

* )��� %
^ %\* %
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.

.

.

.

.

.

.

.

x0

x1 x2 x3

. . .

xi

. . .

xn−1 xn = l x

t1

t0

t2

t3

ÚÚÚtj ÚÚÚ
tm−1

t

tm = T

•

ö÷ø Ú , Úù���q��
�� 
���� b������
�
ωhτ = {(xi, tj)}

c
i = 0, ..., n

c
j = 0, ..., m

c
�
f��
�
�( ��
��� c b�����
py�� ���
�
'

Ω
% #���� b������
�

(xi, tj)
|

�
� �f�� ��
�� % ��� r�������
���$
j

������b���
' �f��� ��
��
(xi, tj)

c
i = 0, ..., n

c �
f��
�
�(
j
�$ ���$����$ ����$ % ����$ ���


' c �
� r����

s��
f(x, t)

c
ϕ(x)

c
g1(t)

c
g2(t)

�f ������( f
�
�� �b�������� 
��'�� � �f�
�
��
�� %

��b�������� � ���
�
�
Ω

r���s��
u(x, t)

b��

��$ � ���
��
�
���
��
����p r���s�p

u(xi, tj) = uj
i

%
�
�
���� ��rr����s�
�'��� ��
������ c �
�
�'��� � ��
���� ������(

f
b�g�$ � �f�
� ��
�� % ��� �
�$ �
q��p b���f�����p f
$���$ �
f���
�
��$ �
��g����$ c ��(f��
py�$ f�
����( ��
����� r���s�� � ������'�
��� �f�
� ��
�� % ����f�����p b� ���$��� ∂u

∂t

� �f�� ��
��
(xi, tj)

$�q ��
f
$���
' �
f���
��$ ���
q����$ �
f�����$� �b����
$� % ����
��g�$�
(��(p
�( f
$��� �
f���
��$ �
��g����$ -�b���� .

(

uj+1
i − uj

i

τ
+ O(τ)

)

��� -�
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ũ0
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ũj+1
i

�

(j +1)

�$ ���$����$ ���� $�q �� b�������

��'�� � (���$
���� �b������
' c ���� �f���
�� f�
����(

ũj
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










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i + ũj
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n =

R2

R2 + S2h
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(xi−1, tj) (xi, tj) (xi+1, tj)

(xi, tj−1)

•• •

•

ö÷ø Ú , ÚÙ


































−(R1 + S1h)ũj
0 + R1ũ

j
1 = hg1(tj),

ũj
i−1 − (2 +

h2

τa2
)ũj

i + ũj
i+1 = − h2

τa2
ũj−1

i − h2f(xi, tj),

i = 1, ..., n − 1,

−R2ũ
j
n−1 + (R2 + S2h)ũj

n = hg2(tj).

)^ %j*

��
�����
ũ0

i

��( �������� ���$������ ���( �b�����(�
�( �f �
�
�'����
������(

ũ0
i = ϕ(xi) (i = 0, ..., n)

%
	��
�$� ��
������ ��(

j
��� ���$������ ���( ������ f
b��

' � $

�
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�����$ ����


















B0 C0 0 0 ... 0
A1 B1 C1 0 ... 0
0 A2 B2 C2 ... 0% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

0 0 ... An−1 Bn−1 Cn−1

0 0 ... 0 An Bn





































ũj
0

ũj
1

ũj
2%%%

ũj
n−1

ũj
n



















=

















F0

F1

F2%%%
Fn−1

Fn

















.

����'
B0 = R1 + S1h, C0 = R1, F0 = hg1(tj),

Ai = 1, Bi = −2 +
h2

τa2
, Ci = 1, Fi = − h2

τa2
ũj−1

i − h2f(xi, tj),

i = 1, ..., n − 1
An = −R2, Bn = R2 + S2h, Fn = hg(tj).��

�� �
� ���
�$� $�q �� f
b��

' � ����

A~̃uj = ~F j,
��� % | $

��s
 ���rr�s���
�� c ~̃uj | ���
�� f�
����� r���s��

ũ
c ~F j |

���
�� f�
����� b�
��� �
�
� ��
������ ��(
j
��� ���$������ ���( % &��
��

~F j $��(�
�( �
 ���( � ���p % �

��s
 ���rr�s���
�� ���
�$�
A


�����
�
���
�'�
( % Z�( �
��� �
�� $

��s� ��b���(�
�( ������� �
������ ��
���
�
�'���� b�����
�
��( |Bi| > |Ai|+|Ci|

)
i = 0, ..., n

* % "
� ������� ����b����
�
�
 ����f�
���p �
f��g�$��
' ���
�$� )�$ % z \_ { b % \%�* % ���$� 
��� c ��(
��g���( ���
�$� ��
������ � b������� $

��s�� ���rr�s���
�� $�q ��
b��$���
' $�
�� d
���
 ��f b����

����� �
��� � �
���s�� $

��s� % #
���
$�
�� ��g���( ���
�$� ��
������ � 
�����
���
�'��� $

��s�� ���rr��
s���
�� �
f��
�
�( $�
���$ b������� % 	�
�
�
 ��b���(�
�( b�($�� ���
$�
��
 b������� a ������(p
�( b���������� ���rr�s���
�

C̃0 =
C0

B0
, F̃0 =

F0

B0
,

)^ %�*

C̃i =
Ci

Bi − AiC̃i−1

,

i = 1, ..., n − 1,

F̃i =
Fi − AiF̃i−1

Bi − AiC̃i−1

,

i = 1, ..., n.

)^ %\]*

��� �
�$ $

��s
 ���rr�s���
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�$� b�����
f��
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���
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���� ��
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 �����s� v

C̃i
| �����

����� ���$��
� $

��s� c �
�(y �� ��g� ��
���� ��
���
�� v
F̃i

| ����
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�
�(y�� � b�
��� �
�
� ���
�$� ��
������ %

}_
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�
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�$
 ��
������ � �����
��� 
������'��� $

��s�� ���rr�s���
��* a

ũj
n = F̃n,

ũj
i = F̃i − C̃i ũ

j
i+1, i = n − 1, ..., 0.

)^ %\\*
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�� b������� $�q �� b��$��(
' 
��'�� � 
�$ ����
� c ����
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$��
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C̃i

c
F̃i

f�
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���
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p
�( � ���' % "
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�����
��� ����
 ��b���(
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���
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������ ��
���
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�
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�
��q����( b�����q������ ��g���( b��
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�
�� f�
����(

ũj
i

����

�b�����(
'�( b�������

��'�� b� ���$����$ ���($ % Z�( �
q���� ���$���
���� ���( ��������$� ����
 ��g 

' ���
�$� ��
������ � 
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���
�'���
$

��s�� ���rr�s���
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��p�
�
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� � �
����� �

(���� �
f���
��� ���$� b��
�����
( ��(��
( ���$
 (��(�
�( ��f�������
��
������� c 
% � % ��
 ��
�����
 b�� �p���

τ
�

h
%

	b�
������� �����py�� �
���q����� %
Q AMCD© IC?YC ¸ �³ � � �� ���� ���������� �¤ �¨ � )^ %j* ��� ������ ��

��������¨ �����¨ � ������ ������ � � ��
‖ũ‖h,τ ≤ C(‖ϕ‖h + ‖f‖h,τ),¦��

C
�� ������� ��

h
�

τ �Z ��
f

��'�
�� �
����� �
���q����( )� �
�
��$ ����
�* $�q �� �
�
�
� b������ z \i { %
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p
�( ��������
�'��� f
�
��( ���
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���p f
�
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�$�
���$ ~��'� � ��
����$ $�
���$ %

∂u(x, t)

∂t
=

∂2u(x, t)

∂x2
+ (−3x + 3)t + (−0.2 sin t)x +

0.1

t + 1
, x ∈ [ 0, 3.0 ], t ∈ [ 0, 0.4 ],

u(0, t) = 0.1 ln(t + 1),
∂u(3.0, t)

∂x
= 0.2 cos t + 0.1, u(x, 0) = x2 − 5.70x + 0.00.

#�����
�( a
\% & ���
�
�

x ∈ [0, l]×[0, T ]
b�����
' ��g���� ��
���� f
�
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����

��( 
�b��b��������
� � ���� �(�
 ~��'� v ��b��'f�( b����� } ��
�
�$��
}[



�(�
 ~��'� c �
�
� b�����q����� ��g���� f
�
�� c b��
t = T
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���
�
x1, . . . , x6

c �
f��� b��$�q�
��
[0, l]

�
 [ �
���� �
�
�� %
i % ���
���
' (���p ���$� �
f���
��� 
bb�����$
s�� f
�
���� ��
���� f
�
� 
�� v b������
' ��b������� ������( ��
�������
� (���� �
f���
��� ����
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f��� �
q��� b��$�q�
��

[0, l]
c
[0, T ]

�
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���� �
�
�� c �
�
�
b�����q����� ��g���� ��
���� f
�
�� � �f�
� ��
�� %
` % ���
���
' ��(���p ���$� �
f���
��� 
bb�����$
s�� f
�
���� ��
����
f
�
�� v �
f��� �
q��� b��$�q�
��

[0, l]
c
[0, T ]

�
 [ �
���� �
�
�� �
�
�
b�����q����� ��g���� ��
���� f
�
�� � �f�
� ��
�� %
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U� 	����$ �������p f
�
�� � f
�
�� � ���������$� ��
���$� �����

��($� % Z�( �
��� ��b����$ f
$���
u(x, t) = v(x, t) + w(x, t)

% �
�
��$
w(x, t) = = α(t)x+ β(t)

� b������$
α(t)

�
β(t)



� c �
��� r���s�(
w(x, t)������
���(�
 
�$ q� ��
���$ ������($ c �
� � r���s�(

u(x, t)
a

w(0, t) = 0.1 ln(t + 1),
∂w(3, t)

∂x
= 0.2 cos t + 0.1.

#���

v(x, t)

����
 ������
���(
' ���������$ ������($ a

v(0, t) = 0,
∂v(3, t)

∂x
= 0.

����

��((
w(x, t)

� ��
���� ������( c b�����$
β(t) = 0.1 ln(t + 1)

c
α(t) = 0.2 cos t + 0.1

��
��

w(x, t) = (0.2 cos t + 0.1)x + 0.1 ln(t + 1)
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v(x, t)
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∂v(x, t)

∂t
=

∂2v(x, t)

∂x2
+ (−3x + 3) t, x ∈ (0, 3), t ∈ (0, 0.4],

v(0, t) = 0,
∂v(3, t)

∂x
= 0, v(x, 0) = x2 − 6x.
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Lx(v) = −∂2v

∂x2
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−y′′ = λ y, x ∈ ( 0, 3 ), y(x) 6= 0,

y(0) = 0, y′(3) = 0,
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λ = 0
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 −y′′ = 0
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y(x) = C1 + C2 x.
����

��$

�
� r���s�p � ��
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y(0) = C1 = 0,

y′(3) = C2 = 0,
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∣

∣

∣

∣

=⇒ y(x) = 0
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λ > 0
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 −y′′ = µ2 y.
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k1,2 = ±µ i,
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y(x) = C1 cos(µ x) + C2 sin(µ x).����
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y(0) = C1 = 0,

y′(3) = C2 µ cos(3µ) = 0.

#���

y(x) = C2 sin(µ x), C2 6= 0
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cos(3µ) = 0 ⇔ 3 µk =
π

2
+ π k, λk =

(

π + 2 π k

6
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, k = 0, 1, 2, . . . .
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λk =
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π + 2 π k
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yk(x) = sin
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π + 2 π k
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k = 0, 1, 2, . . .
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yk(x)
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v(x, t) =
+∞
∑

k=0

ck(t) yk(x).
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f(x, t) = (−3x + 3)t
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ϕ(x) = (x2 − 6 x)
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f(x, t) = (−3x + 3)t =
+∞
∑

k=0

fk(t) yk(x), fk(t) =
(f(x, t), yk(x))

‖yk(x)‖2
,

ϕ(x) = (x2 − 6 x) =
+∞
∑

k=0

ϕk yk(x), ϕk =
(ϕ(x), yk(x))

‖yk(x)‖2
.
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‖yk(x)‖2 =
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0

sin2

(

π + 2 π k

6
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)

dx =
3
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(f(x, t), yk(x)) =

3
∫

0

(−3x + 3)t sin

(

π + 2 π k
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)

x dx =

=

(

18

π + 2π k
− 108 (−1)k

(π + 2π k)2

)

t ,

(ϕ(x), yk(x)) =

3
∫

0

(x2 − 6 x) sin

(

π + 2 π k
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x dx =
−432

(π + 2π k)3
.
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fk(t) =
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π + 2π k
− 72 (−1)k

(π + 2π k)2

)

t, ϕk =
−288

(π + 2π k)3
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∂t
=

∂2v(x, t)

∂x2
+ (−3x + 3) t
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+∞
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c′k(t) yk(x) =
+∞
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ck(t) y′′k(x) +
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fk(t) yk(x) ⇔

⇔
+∞
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c′k(t) yk(x) =
+∞
∑
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(−λ ck(t) + fk(t)) yk(x).
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v(x, 0) = x2 − 6x
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+∞
∑

k=0

ϕk yk(x).
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c′k(t) yk(x) = −λ ck(t) + fk(t)

ck(0) = ϕk.
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c′k,o(t) yk(x) = −λ ck,o(t).
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c̃k(t)
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c̃k(t) = A t + B

% ����

���
c̃k(t)
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A = −λ(A t + B) + G t,
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G =

12

π + 2π k
− 72 (−1)k

(π + 2π k)2
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A =
36 G

(π + 2π k)2
, B = − 1296 G

(π + 2π k)4
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ck(t) = C

−λk t + A t + B.
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C = − 288

(π + 2π k)2
+

1296 G

(π + 2π k)4
.
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ck(t) =
432 t

(π + 2π k)3
− 15552

(π + 2π k)5
− 2592 t (−1)k

(π + 2π k)4
+

93312 (−1)k

(π + 2π k)6
+

+

(

− 288

(π + 2π k)3
+

15552

(π + 2π k)5
− 93312 (−1)k

(π + 2π k)6

) 
−λk t.
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v(x, t) =
+∞
∑

k=0

ck(t) sin

(

π + 2 π k

6
x

)
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u(x, t)

a
u(x, t) = w(x, t) + v(x, t) =

= (0.2 cos t + 0.1) x + 0.1 ln(t + 1) +
∞
∑

k=0

ck(t) sin

(

π + 2 π k

6
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)
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x1, . . . , x6
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[0, l]

�
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t = T = 0.4

%

u6(xi, T ) = (0.2 cos T +0.1) xi +0.1 ln(T +1)+
5
∑

k=0

ck(T ) sin

(

π + 2 π k

6
xi

)

.
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ck(T ) −8.59186 −0.00511 0.01336 0.01672 0.00534 0.00454
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u(x, T )
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x1, . . . , x6
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¥�®���� 0�*
x
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u(x, T ) 0.03365 −2.42786 −4.69670 −6.41486 −7.44352 −7.70303
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f(x, t) = (−3x + 3) t + (−0.2 x sin(t)) +

0.1

t + 1
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ϕ(x) = x2 − 5.7 x
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�����( � �
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�'���� ������( c
g1(t) = 0.1 ln(t + 1)

c
g2(t) = 0.2 cos t + 0.1
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Ω = [0, l] × [0, T ]
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(xi, tj)
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h =

l
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=

3
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= 0.6

c
τ =
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0.4

5
= 0.08
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(xi, t0)
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i = 0, ..., n
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i = ϕ(xi), i = 0, ..., n.& �f�
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(xi, tj) i = 1, . . . , n− 1; j = 0, . . . , m− 1
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∂ 2u(xi, tj)

∂x2
=

uj
i−1 − 2uj

i + uj
i+1

h2
+ O(h2)

a %

uj+1
i − uj

i

τ
+ O(τ) =

uj
i−1 − 2uj

i + uj
i+1

h2
+ O(h2) + f(xi, tj),

i = 1, ..., n − 1, j = 0, ..., m − 1.& ��
������ �f�
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(x0, tj+1)
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(xn, tj+1)
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j = 0, ..., m−1
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f
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0 = g1(tj+1),

uj+1
n − uj+1
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h
+ O(h) = g2(tj+1).
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





















ũj+1
i − ũj

i

τ
=

ũj
i−1 − 2ũj

i + ũj
i+1

h2
+f(xi, tj), i = 1, ..., n−1,

ũj+1
0 = g1(tj+1),

ũj+1
n − ũj+1

n−1

h
= g2(tj+1), j = 0, ..., m−1.

�f b��������� ��
������ ����� c �
� f�
����( ����$�� r���s�� �

(j+1)

�$ ���$����$ ���� ���
q
p
�( ����f f�
����( �
 b������y�$ ���� %
����b�g�$ b��������� ��
�����( � ������$ ��( �
���
�� ���� c ���
f��
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i = ũj

i +
τ
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i−1 − 2ũj
i + ũj

i+1) + τ f(xi, tj) i = 1, . . . , n − 1,

� ��
������ 
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� a
ũj+1

0 = g1(tj+1),

uj+1
n = uj+1

i−1 + hg2(tj+1), j = 0, . . . , m − 1.
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τ ≤ h2

2a2

% & �
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0.08 ≤ 0.52

2 · 1 ⇔ 0.08 ≤
≤ 0.18
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t = 0
a

ũ0
i = x2

i − 5.7 xi, i = 0, . . . , n
%
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x
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i 0.00 −3.06 −5.40 −7.02 −7.92 −8.10
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����� ������( b��

x = 0
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����( r���s��

ũj+1
0 = 0.1 ln(tj+1 + 1), j = 0, . . . , m − 1

%
¥�®���� 0�3
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] \ i ` _

tj+1
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ũj+1
0 0.00770 0.0184 0.02151 0.02776 0.03365
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i = ũj

i +
τ
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i−1 − 2ũj
i + ũj

i+1) + τ(−3xi + 3) tj+1+

+τ

(

−0.2 xi sin(tj+1) +
0.1

tj+1 + 1

)

i = 1, . . . , n − 1,
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n = uj+1

i−1 + h(0.2 cos tj+1 + 0.1), x = xn = 3, j = 0, . . . , m − 1.
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§ � 2C� C?YC FD>M?C?YÁ ACXJNXDNMNI?NLAY XN ?CÁM?NÀ D>H?NLAB

?NÀ LýC¡C �
�
� � b�� b��
������ (���� �
f���
��� ���$� c f
�
���p ��
���p

f
�
�� f
b�g�$ � �f�
� ��
�� c b�����
py�� ���
�
'
Ω

%

^i



Z�( �������� ���$������ ���(
(xi, t0)

c
i = 0, ..., n

c ��b��'f��$ �
�
�'�
��� �������

u0
i = ϕ(xi), i = 0, ..., n.& �f�
� ��
��
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i + ũj
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ũj
2%%%%%%

ũj
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ũ3
0

ũ3
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