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ПРЕДИСЛОВИЕ
Учебное пособие обобщает преподавательский опыт авторов за 

последнее десятилетие. Предложенный в нем курс содержит краткое 
и доступное изложение материала, выполненное со строгих 
математических позиций, но с обязательной физической трактовкой 
результатов. Учебное пособие ориентировано на активное 
овладение студентами второго и третьего курсов навыками 
самостоятельной работы, когда опыт рационального и 
эффективного изучения учебной литературы у них еще мал. Курс 
начинается с изучения функциональных свойств цепей как 
преобразователей сигналов, вначале в более физичной и понятной 
временной, а затем в частотной области. После этого изложены 
классические и современные приложения теории цепей — 
дискретные цепи, теория фильтров, активные цепи, синтез 
двухполюсников, теория чувствительности, 
машинноориентированные методы расчета, релейные цепи, 
магнитные цепи, цепи высокой добротности, синтез 
четырехполюсников.

Учебное пособие в основном опирается на книгу авторов 
«Основы теории электрических цепей», дополненную базовыми 
разделами теории электромагнитного поля.

Авторы благодарят рецензентов, профессора А.А. Ланнэ и 
кафедру теории электрических цепей Санкт Петербургского 
государственного университета телекоммуникаций (заведующий 
кафедрой — профессор В.Ф. Дмитриков), за их советы и замечания, 
которые способствовали методическому совершенствованию 
учебника.

Авторы признательны преподавателям кафедры ТОЭ Санкт 
Петербургского государственного электротехнического 
университета «ЛЭТИ» А. Е. Завьялову и Д. А. Морозову, 
подготовившим рукописи глав 18 и 21 соответственно.

Замечания и предложения просим присылать в издательство.
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МАКРОСКМАКРОСКМАКРОСКМАКРОСКМАКРОСКОПИЧЕСКОПИЧЕСКОПИЧЕСКОПИЧЕСКОПИЧЕСКОЙ ТЕОРИИОЙ ТЕОРИИОЙ ТЕОРИИОЙ ТЕОРИИОЙ ТЕОРИИ

ЭЛЕКТРОЭЛЕКТРОЭЛЕКТРОЭЛЕКТРОЭЛЕКТРОМАГНИТНОГМАГНИТНОГМАГНИТНОГМАГНИТНОГМАГНИТНОГО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯ

§ 23.1.§ 23.1.§ 23.1.§ 23.1.§ 23.1. ФУНКЦИИ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕФУНКЦИИ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕФУНКЦИИ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕФУНКЦИИ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕФУНКЦИИ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ
ПРИ ЗАПИСИ УРПРИ ЗАПИСИ УРПРИ ЗАПИСИ УРПРИ ЗАПИСИ УРПРИ ЗАПИСИ УРАВНЕНИЙ ПОЛЯАВНЕНИЙ ПОЛЯАВНЕНИЙ ПОЛЯАВНЕНИЙ ПОЛЯАВНЕНИЙ ПОЛЯ

23.1.1.23.1.1.23.1.1.23.1.1.23.1.1. Понятие о макроскопической теории поляПонятие о макроскопической теории поляПонятие о макроскопической теории поляПонятие о макроскопической теории поляПонятие о макроскопической теории поля

Электромагнитное поле — это вид материи, элементарной ча�
стицей которого является фотон. Через электромагнитное поле
осуществляется взаимодействие элементарных частиц, несущих
электрический заряд. Носителями заряда являются, например,
электрон, позитрон и ион. Поле входит в состав самих элементар�
ных частиц. Точной границы между частицей и ее электромагнит�
ным полем указать нельзя.

Макроскопическая теория поля оперирует физическими па�
раметрами, усредненными по «физически бесконечно малому объе�
му». Но этот объем одновременно достаточно велик, чтобы содер�
жать в себе «практически бесконечно большое» число
элементарных частиц. Это позволяет считать как поле, так и заряд
непрерывно распределенными в объеме тела (или области про�
странства), пренебречь их дискретной структурой.

Процессы, происходящие в различных устройствах электро�
техники, в своей основе фактически являются процессами воз�
буждения, распространения и преобразования электромагнитного
поля, а также взаимодействия зарядов (токов) и поля. Поэтому
при строгом анализе и проектировании таких объектов в каче�
стве математической модели привлекаются уравнения макроско�
пической теории поля — уравнения Максвелла. Они являются
обобщением экспериментальных фактов в области электромаг�
нетизма.

При изучении теории поля целесообразно избрать дедуктивный
путь от уравнений Максвелла, рассматриваемых как постулаты тео�
рии, к частным задачам. Мы ограничимся анализом электромагнит�



ных явлений в средах, неподвижных относительно наблюдателя. Тео�
рия поля в медленно движущихся средах приведена, например, в [20].

Примечание. Реальные схемы электрических и магнитных цепей — это
сложные объекты, при описании которых в ТЦ вводят упрощения, напри�
мер: а) независимость диссипативной (связанной с необратимым потреб�
лением энергии), магнитной и электрической составляющих процесса (в ТЦ
это сосредоточенность идеальных R�, L� и C�элементов); б) квазистацио�
нарность, которая выражается в неизменности мгновенного тока во всех
сечениях проводника схемы и в отсутствии электромагнитного излучения.
В результате удается использовать интегральные величины (напряжение,
ток, мощность), не прибегая к рассмотрению поля и заменяя его уравнения
более простыми уравнениями Кирхгофа. В цепях с распределенными пара�
метрами (однородных линиях) предполагается квазистационарность поля в
поперечном сечении; только тогда можно применить понятия погонных ин�
дуктивности и емкости и сформировать телеграфные уравнения [5].

23.1.2.23.1.2.23.1.2.23.1.2.23.1.2. Векторные функции поляВекторные функции поляВекторные функции поляВекторные функции поляВекторные функции поля
Электромагнитное поле описывается несколькими векторными
функциями координат и времени.

На точечный заряд q, движущийся в электромагнитном поле
со скоростью ,v

�
 действует сила

= +
� � ��

[ ],f qE q vB (23.1)

где ( , , , )—E E x y z t=
� �

 вектор напряженности электрического
поля (единица измерения — В/м); ( , , , )—B B x y z t=

� �
 вектор маг�

нитной индукции (единица измерения — Тл). В соответствии
с (23.1) механические проявления поля обусловлены векторами
E
�

 и .B
�

Кроме E
�

 электрическая составляющая поля описывается век�
тором электрического смещения ( , , , )D D x y z t=

� �
 с единицей из�

мерения Кл/м2, а магнитная составляющая поля — вектором на�
пряженности магнитного поля ( , , , )H H x y z t=

� �
 с единицей

измерения А/м.
Направленное движение электрических зарядов — электри�

ческий ток — характеризуется вектором плотности тока
lim( / )J N i S= ∆ ∆

� �
 при ∆S → 0, где —N

�
 вектор, направленный

вдоль тока; ∆i — ток, протекающий через площадку ∆S, перпен�
дикулярную .N

�
 Единица измерения — А/м2.

В ряде задач используется представление о поверхностном
токе, сосредоточенном в бесконечно тонком слое на поверхности S
(рис. 23.1).

Глава 23 453



454 Основы теоретической электротехники

Вектор плотности поверхностно�
го тока

lim( / )SJ N i l= ∆ ∆
� �

 при ∆l → 0,

где ∆i — ток, протекающий через
отрезок ∆l, перпендикулярный .N

�
 Едини�

ца измерения — А/м.

23.1.3.23.1.3.23.1.3.23.1.3.23.1.3. УУУУУравнения связи векторов поляравнения связи векторов поляравнения связи векторов поляравнения связи векторов поляравнения связи векторов поля

В вакууме связь векторов ,E D
� �

 электрического поля и векторов
,B H
� �

 магнитного поля определяется соотношениями:

� 0, ,D E B H= ε = µ
� � � �

где электрическая постоянная ε0 = (36π ⋅ 109)–1 = 8,854⋅10–12 Ф/м;
магнитная постоянная µ0 = 4π ⋅ 10–7 = 1,257⋅10–6 Гн/м.

В материальных средах взаимосвязь D
�

 и �
�
�  B
�

 и ,H
�

 J
�

 и E
�

зависит от электрофизических свойств сред и описывается функ�
циональными соотношениями:

( ), ( ), ( ).D D E B B H J J E= = =
� � � � � � � � �

(23.2)

Примечание. Смещение ( , , , )D x y z t
�

 вполне определяется напряженнос�
тью ( , , , ).E x y z t

�

 То же самое можно сказать о B
�

 и .H
�

 Таким образом, сре�
ды с самопроизвольной поляризацией (сегнетоэлектрики) и намагниченнос�
тью (ферромагнетики) исключаются из рассмотрения. В этих средах зави�
симости ( )D E

� �

 и ( )B H
� �

 являются неоднозначными (гистерезис).

Введем допущения, позволяющие перейти от (23.2) к уравне�
ниям связи для достаточно широкого класса сред:

1. Пусть среда — изотропная, т. е. в любой точке ее физи�
ческие свойства одинаковы по всем направлениям. Тогда D

�
 и ,E
�

B
�

 и ,H
�

 J
�

 и E
�

 параллельны.
2. Пусть среда — линейная, т. е. пары векторов поля связаны

постоянными скалярными множителями.
Теперь (23.2) можно записать в виде:

, , ,D E B H J E= ε = µ = γ
� � � � � �

(23.3)

где ε — абсолютная диэлектрическая проницаемость (Ф/м); µ —
абсолютная магнитная проницаемость (Гн/м); γ — удельная про�

Рис. 23.1



водимость (См/м). Наряду с абсолютными проницаемостями вво�
дят безразмерные относительные проницаемости: εr = ε/ε0 и
µr = µ/µ0.

Уравнения связи (23.3) называют также «материальными
уравнениями». Входящие в них макроскопические параметры ε, µ,
γ определяются в результате измерений.

Примечания:
1. Среда, в которой свойства зависят от направления, называется ани�

зотропной. В случае диэлектрической анизотропии получают разные
D
�

 при различной ориентации ,E
�

 причем эти векторы могут не быть
параллельными. Здесь (в отличие от изотропных сред, где

,x xD E= ε ,y yD E= ε  )z zD E= ε   любая составляющая D
�

 записывает�
ся в виде линейной комбинации трех составляющих ;E

�

 например
11 12 13 .x x y zD E E E= ε + ε + ε  Уравнение связи ( ) ,D E= ε

� �

 раскрывается
при этом по правилам умножения матриц. Девять элементов εik (где i,
k = 1, 2, 3) образуют тензор диэлектрической проницаемости.

2. Все реальные среды нелинейны. Но обычно нелинейность проявляет�
ся в очень сильных полях (за исключением сегнетоэлектриков и фер�
ромагнетиков).

23.1.4.23.1.4.23.1.4.23.1.4.23.1.4. Векторы поляризации и намагниченностиВекторы поляризации и намагниченностиВекторы поляризации и намагниченностиВекторы поляризации и намагниченностиВекторы поляризации и намагниченности
Для описания электромагнитного состояния среды вводятся еще
две векторные функции. Допустим, что поле E

�
 создано в вакууме;

тогда смещение 0 0 .D E= ε
� �

 В том же поле E
�

 в материальной среде
смещение .D E= ε

� �
 Определим вектор поляризации как разность:

0 0( ) .P D D E= − = ε − ε
� � � �

(23.4)

Подобным же образом определим вектор намагниченности:

0 0( ) ,M B B H= − = µ −µ
� � � �

(23.5)

где B
�

 и 0B
�

— магнитные индукции при напряженности H
�

 в сре�
де и в вакууме.

Соотношения (23.4) и (23.5) можно переписать в виде:

э м
0 0 0 0( 1) , ( 1) ,r rP E E M H H= ε − ε = ε χ = µ − µ = µ χ

� � � � � �

причем безразмерные коэффициенты э ( 1)rχ = ε −  и м ( 1)rχ = µ −
называют электрической и магнитной восприимчивостью. Если
χэ > 0, то χм может быть положительной (парамагнетики) и отри�
цательной (диамагнетики). Однако она настолько мала, что отно�
сительную магнитную проницаемость веществ (кроме ферромаг�
нитиков) полагают равной единице.

Глава 23 455



456 Основы теоретической электротехники

Из (23.4) и (23.5) следуют уравнения, связывающие тройки
векторов электрической и магнитной составляющих поля:

0 ,D E P E= ε + = ε
� � � �

(23.6)

0 .B H M H= µ + = µ
� � � �

(23.7)

23.1.5.23.1.5.23.1.5.23.1.5.23.1.5. Скалярные функции поляСкалярные функции поляСкалярные функции поляСкалярные функции поляСкалярные функции поля

Наряду с векторными функциями при описании поля используют!
ся скалярные функции.

1. Напряжение — линейный интеграл вектора напряженно!
сти электрического поля E

��
 вдоль заданного пути между двумя точ!

ками. На рис. 23.2а dl — элемент длины; —τ�  единичная каса!
тельная; —dl dl= τ

� �
 векторный элемент длины. Тогда напряжение

между точками 1 и 2:
2 2

12

1 1

cos( ) .u E Edl dl Edl
∧

= =∫ ∫
� �� �

Рис. 23.2

2. Ток — поток вектора плотности тока J
�

 через поверхность S.
На рис. 23.2б заштрихованный участок — элемент поверхности

;dS n
�

— единичная нормаль; dS dSn=
� �

— векторный элемент
поверхности. Элементарный поток вектора J

�
 через dS определя!

ется его нормальной составляющей

cos( ) .di J J n dS JdS
∧

= =
�� ��

Тогда ток, проходящий через S

.
S

i JdS= ∫
��



3. Магнитный поток — поток вектора магнитной индукции
B
�

 через поверхность S:
.

S

BdSΦ = ∫
��

4. Объемная плотность заряда ρ = lim(∆q/∆V) при ∆V → 0,
где ∆q — заряд в объеме ∆V. Единица измерения — Кл/м3. Тогда
заряд, заключенный в объеме V, равен:

.
V

q dV= ρ∫
5. Поверхностная плотность заряда σ = lim(∆q/∆S) при

∆S → 0, где ∆q — заряд на участке поверхности ∆S. Единица из!
мерения — Кл/м2. Тогда заряд, находящийся на поверхности S,

.
S

q dS= σ∫
Примечание. Предполагается, что поверхностные заряд и ток сосредоточе!
ны в бесконечно тонком слое. Такая модель «нулевой толщины» использу!
ется, если не проводится анализ поля внутри реального тонкого слоя.

23.1.6.23.1.6.23.1.6.23.1.6.23.1.6. Электромагнитное поле — векторное полеЭлектромагнитное поле — векторное полеЭлектромагнитное поле — векторное полеЭлектромагнитное поле — векторное полеЭлектромагнитное поле — векторное поле

В каждой точке материальной среды можно построить векторы
, , , , ,E B D H J
� � � � �

 т. е. заменить реальное электромагнитное поле ма!
тематическим объектом — векторным полем. К векторным фун!
кциям координат и времени применяются операции векторного ана!
лиза, который является, таким
образом, математической базой
макроскопической теории.

Векторное поле имеет нагляд!
ное графическое описание. Напри!
мер, в поле E

�
 можно провести век�

торную линию, в каждой точке
которой вектор E

�
 направлен по ка!

сательной (рис. 23.3). Линия может
иметь начало и конец, уходить в бесконечность, быть замкнутой.

Получим дифференциальные уравнения векторной линии. Век!
торный элемент длины dl

�
 подобно E

�
 направлен по касательной.

В декартовой системе координат (с единичными ортами , ,x y ze e e
� � �

)

Рис. 23.3
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имеем x y zdl dxe dye dze= + +
� � � �

, а .x x x y y z zE E e E e E e= + +
� � � �

 Векторы
dl
�

 и E
�

 параллельны при условии:

,
x y z

dydx dz
E E E

= = (23.8)

которое эквивалентно дифференциальным уравнениям:

, .x x

y z

E Edx dx
dy E dz E

= = (23.9)

Различают два основных вида векторных полей. Поле вектора
F
�

 называется потенциальным, если во всех точках rot 0.F =
�

Линии поля имеют начало (истоки) и конец (стоки) в тех точках,
где div 0.F ≠

�
 Поле вектора F

�
 называется вихревым (соленои�

дальным), если всюду div 0.F =
�

 Подобно тому, как потенциальное
поле определяется заданием дивергенции как функции координат,
так вихревое поле полностью определяется заданием ротора поля
как функции координат. Примером первого вида являются элект#
ростатическое поле E

�
 и электрическое поле постоянного тока,

второго — магнитное поле B
�

 и возникающее при изменении B
�

во времени вихревое электрическое поле.
Примечание. Векторное поле называется лапласовым, если в любой его
точке выполняются равенства rot 0,F =

�

 div 0.F =
�

 Таким образом, лапла#
сово поле является одновременно и потенциальным, и соленоидальным.

ПРИМЕР 1. Электрическое поле задано составляющими:
1) E

1x
= Ay, E

1y
= Ax, E

1z
= 0; 2) E

2x
= –Ay, E

2y
= Ax, E

2z
= 0.

Найти уравнения векторных линий.
В соответствии с (23.9) в первом случае:

1

1
,x

y

yEdx
dy E x

= =

откуда следует

xdx – ydy = 0, x2 – y2 = C2, 2 2y x C= ± −

(C — константа). Это — уравнение гиперболы (рис. 23.4а). Во
втором случае получаем x2 + y2 = C2 — уравнение окружности
(рис. 23.4б).



Поле 1E
�

 является потенциальным:

1 1 1 1 1

1 1

rot ( / / ) ( / / )

( / / ) ( ) 0.
z y x x z y

y x z z

E E y E z e E z E x e

E x E y e A A e

= ∂ ∂ − ∂ ∂ + ∂ ∂ − ∂ ∂ +
+ ∂ ∂ − ∂ ∂ = − =

� � �
� �

Поле 2E
�

— вихревое:

2rot ( ) 2 .z zE A A e Ae= + =
� � �

§ 23.2.§ 23.2.§ 23.2.§ 23.2.§ 23.2. ПЕРВОЕ УРПЕРВОЕ УРПЕРВОЕ УРПЕРВОЕ УРПЕРВОЕ УРАВНЕНИЕ МАКСВЕЛЛА.АВНЕНИЕ МАКСВЕЛЛА.АВНЕНИЕ МАКСВЕЛЛА.АВНЕНИЕ МАКСВЕЛЛА.АВНЕНИЕ МАКСВЕЛЛА.
З А КЗ А КЗ А КЗ А КЗ А КОН ПОЛНОГОН ПОЛНОГОН ПОЛНОГОН ПОЛНОГОН ПОЛНОГО ТО ТО ТО ТО ТО К АО К АО К АО К АО К А

23.2.1.23.2.1.23.2.1.23.2.1.23.2.1. Дифференциальная форма первого уравнения.Дифференциальная форма первого уравнения.Дифференциальная форма первого уравнения.Дифференциальная форма первого уравнения.Дифференциальная форма первого уравнения.
ТТТТТок смещенияок смещенияок смещенияок смещенияок смещения

Первое уравнение Максвелла выражает один из фундаменталь�
ных законов электромагнетизма — закон полного тока. Урав�
нение в дифференциальной форме является векторным уравнени�
ем с частными производными, которое связывает вектор H

�
 и

вектор плотности полного тока пJ
�

 в каждой точке поля:

пrot .H J=
� �

(23.10)

Магнитное поле — поле вихревое. Вихри поля расположены в
областях поля, обтекаемых током.

Рис. 23.4
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Уравнение (23.10) не зависит от выбора системы координат и
эквивалентно трем скалярным уравнениям для составляющих H

�

и п.J
�

 Спроектировав (23.10) на оси декартовой системы коорди�
нат, получим:

п п пrot , rot , rotx x y y z zH J H J H J= = =
� � �

и далее — первое уравнение в координатной форме:

п п п, , .y yz x z x
x y z

H HH H H H
J J J

y z z x x y
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂− = − = − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

В большинстве изучаемых электромагнитных явлений полный
ток представляется в виде суммы токов проводимости и сме�
щения. Под действием E

�
 в несовершенных диэлектриках, полу�

проводниках и металлах устанавливается упорядоченное движе�
ние зарядов — ток проводимости, вектор плотности которого в
соответствии с (23.3) .J E= γ

� �
 Это уравнение, имеющее локаль�

ный характер, связывает векторные функции в каждой точке поля
и называется законом Ома в дифференциальной форме.

Вектор плотности тока смещения

               см DJ
t

∂=
∂

��
(23.11)

определяется скоростью изменения
электрического смещения во времени;

это — характеристика переменного
электромагнитного поля.

Если D
�

 не изменяет направления и
возрастает, то смJ

�
 по направлению со�

впадает с D
�

 (рис. 23.5а). При умень�
шении D

�
 ток направлен противополож�

но (рис. 23.5б). Если D
�

 изменяет
направление, переходя от 1D

�
 к

2 1D D D= + ∆
� � �

 за время ∆t, то смJ
�

 на�
правлен вдоль приращения D∆

�
 при

∆t → 0 (рис. 23.5в).
Перепишем теперь первое уравне�

ние поля (23.10) в виде:Рис. 23.5



п смrot .DH J J J J
t

∂= = + = +
∂

�� � � � �
(23.12)

Физическое содержание уравнения: токи проводимости и токи
смещения сопровождаются магнитным полем; их роли в образова�
нии поля равнозначны. Направления H

�
 и J
�

 (при см 0J =
�

) и
H
�

 и смJ
�

 (при 0J =
�

) образуют правовинтовую систему (рис. 23.6).

Рис. 23.6

Примечания:
1. Если в области наблюдения есть ток переноса (движение зарядов со

скоростью v
�

 в свободном пространстве), в правую часть (23.12) запи�
сывается его плотность .vρ

�

2. При исследовании поля в движущихся средах в полный ток включает�
ся слагаемое rot[ ],Dv

�

�

 где v
�

— скорость движения среды.
3. В ТЦ аналогом уравнения J E= γ

� �

 является ВАХ резистора .i GU=
4. Гипотеза Максвелла о токе сме�

щения имела фундаментальное
значение в развитии теории поля.
Ход рассуждений [17] поясняет�
ся рис. 23.7, где изображен кон�
денсатор в цепи переменного
тока. Провода окружены замкну�
тыми линиями магнитного поля

,H
�

 образующими вокруг прово�
дов «магнитную оболочку», ко�
торая заканчивается у пластин
конденсатора. Максвелл выска�
зал утверждение, что оболочка
не прерывается: переменное электрическое поле E

�

 конденсатора так�
же окружено магнитными линиями. Это поле получило название тока,
так как обладает его главным признаком — магнитным полем.

Применяя операцию дивергенции к левой и правой частям
уравнения (23.10), получим пdiv rot div .H J=

� �
 В соответствии с

тождеством векторного анализа div rot 0H =
�

 и, следовательно,

пdiv 0.J =
�

(23.13)

Рис. 23.7
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Равенство дивергенции нулю означает, что векторные линии
полного тока всегда замкнуты (это — принцип непрерывности пол�
ного тока).

Из уравнения (23.13) следует, что смdiv div :J J= −
� �

 ток сме�
щения начинается там см(div 0),J >

�
 где обрывается ток проводи�

мости (div 0),J <
�

 и заканчивается там, где начинается ток прово�
димости (см. рис. 23.7). Это не исключает совместного
существования обоих токов при обрыве части тока проводимости,
если диэлектрик конденсатора обладает сквозной проводимостью.

Для выяснения физической сущности тока смещения подста�
вим (23.6) в (23.11):

см
0 .E PJ

t t
∂ ∂= ε +
∂ ∂

� ��

Ток смещения состоит из двух компонент. Так как вектор поляри�
зации P

�
 характеризует процессы смещения связанных зарядов

микросистем (атомов, молекул) под действием электрического
поля, вторая компонента — это электрический ток поляризации.
Первая компонента — ток смещения в вакууме, не связанный с
движением зарядов. Поскольку не существует наглядной модели,
этот ток называют «чистым» током смещения или «движущимся
электрическим полем» [20].

23.2.2.23.2.2.23.2.2.23.2.2.23.2.2. Интегральная форма первого уравненияИнтегральная форма первого уравненияИнтегральная форма первого уравненияИнтегральная форма первого уравненияИнтегральная форма первого уравнения

Для получения интегральной фор�
мы уравнения (23.10) построим по�
верхность S, опирающуюся на кон�
тур l (рис. 23.8). Перейдем к
потокам векторов через S:

         
пrot .

S S

H dS J dS=∫ ∫
� �� �

Интеграл в левой части равенства можно по теореме Стокса
заменить циркуляцией вектора H

�
 по контуру l. Интеграл в правой

части выражает ток через поверхность S. Таким образом, получа�
ем первое уравнение Максвелла в интегральной форме:

см( ) .S

l S

Hdl J J dS i= + =∫ ∫
� �� � �

� (23.14)

Рис. 23.8



Согласно (23.14) циркуляция вектора H
�

 по произвольнму контуру l
равна полному току iS, который охватывается контуром (проходит
через S).

Примечание. Поверхность, «натянутая» на контур, может быть произволь�
ной. В случае плоского контура используется самое простое представле�
ние: S — площадь контура.

При заданных токах (23.14) является интегральным уравне�
нием относительно .H

�
 В общем случае его нельзя применить для

расчета поля. Например, в системе проводников с постоянными
токами i1, i2, i3 (рис. 23.9) можно записать соотношения:

    
1 2

3

1 2 3, ,

0,

l l

l

Hdl i Hdl i i

Hdl

= = −

=

∫ ∫

∫

� �� �

��
� �

�

но найти распределение ( , , )H x y z
�

нельзя.
Только в ограниченном числе

симметричных задач, когда структу�
ра магнитного поля заранее извест�
на, используется, например, такой
прием. Выбираем «правильный» контур, совпадающий с вектор�
ной линией ,H

�
 так что угол между H

�
 и dl
�

 равен нулю; тогда
.H dl Hdl⋅ =

��
 Если модуль H одинаков во всех точках контура, ин�

тегральное уравнение (23.14) становится простым алгебраичес�
ким уравнением:

H ⋅ l = is. (23.15)

При известном is можно найти H в точках контура. В уравнение
(23.15) входят модули H и is.

Существуют задачи, где на «правильном» контуре выполня�
ются и другие условия; например, на отдельных участках контура
H
�

 и dl
�

 перпендикулярны ( 0)Hdl =
��

 или 0.H =
�

ПРИМЕР 2. Плоский конденсатор образован круглыми
пластинами радиуса r

0
, расположенными на расстоянии h

(рис. 23.10). Заполнение — идеальный однородный диэлектрик:
проницаемость ε, удельная проводимость γ = 0. Найти

Рис.23.9
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электромагнитное поле в конденсаторе при разряде через
резистор. Краевым эффектом можно пренебречь, приняв r

0
� h.

Запишем известный закон изменения напряжения конден�
сатора в виде u(t) = U

0
e–t/τ. Для решения зададим цилиндри�

ческую систему координат.
Электрическое поле, связанное с зарядами на пластинах,

предполагаем однородным; вектор E
�

 в любой точке диэлект�
рика имеет только одну составляющую

0 / .t
z

UUE e
h h

− τ= − = −

Плотность тока смещения согласно (23.11):

0см / .z z t
z

D E U
J e

t t h
− τ∂ ∂ ε= = ε =

∂ ∂ τ

Ток проводимости в диэлектрике отсутствует: 0.J E= γ =
� �

Ток смещения обрывается на верхней пластине. Далее
через резистор следует ток проводимости.

Для определения магнитного поля вначале используем
уравнение в дифференциальной форме (23.10):

п смrot ,H J J= =
� � �

которое эквивалентно трем скалярным уравнениям. Но в
силу осевой симметрии поля напряженность имеет только

Рис. 23.10

1

12
12

12
12

�

�

u

ε



составляющую Hϕ; H
r
= H

z
= 0. Остается одно уравнение:

см1rot ( ) .r
z z

H
H rH J

r r ϕ
∂⎡ ⎤∂= − =⎢ ⎥∂ ∂ϕ⎣ ⎦

�

Отсюда приходим к обыкновенному дифференциальному
уравнению

см1 ( ) ,z
d rH J

r dr ϕ =

решение которого содержит постоянную интегрирования A:

см
.

2
zJ r AH

rϕ = +

Из физических соображений A = 0, поскольку иначе при
r → 0 на оси конденсатора Hϕ → ∞. Окончательно получаем
функцию координат и времени:

см
0 /( , ) .

2 2
z tJ r U

H r t re
h

− τ
ϕ

ε= =
τ

Магнитное поле в конденсаторе неоднородное; оно отсут$
ствует на оси и максимально на боковой поверхности при r = r

0
.

Для расчета магнитного поля вторым способом с исполь$
зованием интегрального уравнения достаточно выбрать кон$
тур — окружность радиуса r, так что l = 2πr. При этом в силу
однородности поля вектора смJ

�
 ток i

s
= Jсмπr2 и из (23.15) сле$

дует H = Jсмr/2.
Примечание. При использовании методов теории цепей в реальных объек$
тах нужно контролировать выполнение условия квазистационарности. Вы$
ражение для u(t) справедливо при «достаточно медленном» переходном
процессе. Тогда в каждый момент времени поле E

�

 однородно. Критерий
медленного процесса можно получить спектральным методом. Спектраль$
ная функция напряжения U(jω) = U0τ/(1 + jωτ); амплитудный спектр

( )2
0( ) 1 ( ) ;A Uω = τ + ωτ

максимальная частота (ширина) спектра по «десятипроцентному критерию»
из условия A(ωсп) = 0,1U0τ составляет ωсп ≈ 10/τ. Этой элементарной гар$
монике соответствует минимальная длина волны λ = 2πv/ωсп, где скорость
волны 83 10 / ;rv = ⋅ ε  отсюда при εr = 4 следует l� 108τ. Далее условие
квазистационарности λ � r0 приводит к критерию τ� 10–8r0. При r0 = 1 см
постоянная времени τ� 10–10 с.
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§ 23.3.§ 23.3.§ 23.3.§ 23.3.§ 23.3. В ТВ ТВ ТВ ТВ ТОРОЕ УРОРОЕ УРОРОЕ УРОРОЕ УРОРОЕ УРАВНЕНИЕ МАКСВЕЛЛА.АВНЕНИЕ МАКСВЕЛЛА.АВНЕНИЕ МАКСВЕЛЛА.АВНЕНИЕ МАКСВЕЛЛА.АВНЕНИЕ МАКСВЕЛЛА.
З А КЗ А КЗ А КЗ А КЗ А КОН ЭЛЕКТРООН ЭЛЕКТРООН ЭЛЕКТРООН ЭЛЕКТРООН ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИМАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИМАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИМАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИМАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИ

23.3.1.23.3.1.23.3.1.23.3.1.23.3.1. Дифференциальная форма второго уравненияДифференциальная форма второго уравненияДифференциальная форма второго уравненияДифференциальная форма второго уравненияДифференциальная форма второго уравнения
Второе уравнение, выражающее закон электромагнитной ин�
дукции, в дифференциальной форме

rot BE
t

∂= −
∂

��
(23.16)

связывает в каждой точке скорость изменения магнитного поля во
времени (правая часть) с пространственными производными со�
ставляющих электрического поля (левая часть).

Физическое содержание уравнения: переменное во време�
ни магнитное поле сопровождается электрическим полем. Это поле
— вихревое; его векторные линии замкнуты. Знак «минус» ука�

зывает на то, что направления E
�

 и B
t

∂
∂

�
 образуют левовинтовую

систему (рис. 23.11).
Если вектор B

�
 не изменяет направления, линии электричес�

кого поля — окружности. Направление E
�

 при увеличении B
�

 ука�
зано на рис. 23.11а, а при уменьшении — на рис. 23.11б.

Второе уравнение поля (23.16) по форме аналогично первому

уравнению (23.12) при 0 :J =
�

 производная B
t

∂−
∂

�
 выступает в роли

«магнитного тока смещения».
Примечания:

1. Явление электромагнитной индукции приводит нас к заключению: элек�
трическое поле может возбуждаться не только электрическими заря�
дами (потенциальное кулоново поле), но и изменениями магнитного
поля (вихревое поле).

Рис. 23.11



2. Если изменение магнитного поля связано не только со временем, но и
с движением среды (наблюдателя) со скоростью ,v

�

 то в правую часть
(24.16) нужно добавить слагаемое rot [ ].vB

�

�

 В постоянном магнитном
поле ( 0)B t∂ ∂ =

�

 вихревое поле [ ].E vB=
� �

�

23.3.2.23.3.2.23.3.2.23.3.2.23.3.2. Интегральная форма второго уравненияИнтегральная форма второго уравненияИнтегральная форма второго уравненияИнтегральная форма второго уравненияИнтегральная форма второго уравнения
Для получения интегральной формы второго уравнения проведем
построения подобно тому, как это делалось при рассмотрении пер"
вого уравнения: на рис. 23.8 заменим пJ

�
 на ,B t−∂ ∂

�
 H
�

 на ;E
�

вычислим потоки векторов через S в левой и правой частях урав"
нения (23.16) и, применяя теорему Стокса, запишем

.
l S S

BE dl BdS
t t

∂ ∂= − = −
∂ ∂∫ ∫ ∫
�� �� �

� (23.17)

В (23.17) оператор ∂/∂t вынесен за знак интеграла, так как по"
верхность и контур неподвижны.

Окончательно получаем второе уравнение Максвелла в ин"
тегральной форме

.S

l

E dl
t

∂Φ= −
∂∫

��
� (23.18)

Согласно (23.18) циркуляция вектора E
�

 по произвольному кон"
туру l равна взятой с обратным знаком скорости изменения во вре"
мени магнитного потока ΦS через любую поверхность, опирающу"
юся на контур.

В случае плоского контура в качестве S удобно выбрать часть
плоскости, ограниченную контуром (рис. 23.12а). Отметим, что
магнитное поле может быть локализовано на площадке S0; в точ"
ках самого контура 0B =

�
 (рис. 23.12б).

Рис. 23.12
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В уравнении Максвелла l — это математический контур, про�
веденный в любой материальной среде. Если же взять проволоч�
ный (проводящий) контур, то (23.18) можно записать в виде

,Se
t

∂Φ= −
∂ (23.19)

где e — электродвижущая сила (ЭДС), возникающая в контуре
при изменении магнитного потока. Она может быть зарегистриро�
вана и, таким образом, проволочный контур является просто ин�
дикатором реального вихревого поля. Частная формулировка
(23.19) выражает закон Фарадея, а уравнение Максвелла (23.18)
— обобщенный закон электромагнитной индукции.

При заданном поле B
�

 (23.18) является интегральным урав�
нением относительно .E

�
 Его можно применить для расчета в сим�

метричных задачах, выбирая «правильный» контур (см. 23.2.2).

ПРИМЕР 3. Цилиндрическая катушка (соленоид) с
однослойной обмоткой имеет радиус r

0
 и длину h (рис. 23.13а).

Число витков на единицу длины n; магнитная проницаемость
материала сердечника µ, а удельная проводимость γ = 0. Найти
электромагнитное поле в катушке и в окружающей ее
воздушной среде, если ток катушки i(t) = I

0
e–t/τ. При расчете

принять h� r
0
 (эталонный соленоид).

Рис. 23.13



Магнитное поле внутри эталонного соленоида является
однородным и направлено вдоль оси. Вне соленоида можно
считать поле пренебрежимо малым ( 0).B =

�
 Тогда по закону

полного тока (23.14) единственная составляющая индукции
B

z
= µH

z
= µni = µnI

0
e–t/τ.

Для определения вихревого электрического поля внутри
катушки (r < r

0
) используем уравнение в дифференциальной

форме (23.16): rot .BE
t

∂= −
∂

��
 Рассуждения, аналогичные при'

веденным в примере 2, приводят к результату:

0 /( , ) .
2 2

z tnIB rE r t re
t

− τ
ϕ

µ∂= − ⋅ =
∂ τ

Производная zB
t

∂
∂  («магнитный ток смещения») высту'

пает в роли электрического тока смещения Jсм
z
. Вектор поля

имеет единственную составляющую Eϕ; линии поля — окруж'
ности; модуль E линейно растет вдоль r; на оси E(0, t) = 0.

Для определения электрического поля вне катушки (r > r
0
)

используем уравнение в интегральной форме (23.18). Выбе'
рем «правильный» контур, совпадающий с векторной линией
радиуса r (рис. 23.13б). Тогда (23.18) становится алгебраи'

ческим уравнением 2 ,SE r
t

∂Φ⋅ π =
∂  куда входят модули E и Φ

S
.

Магнитный поток Φ
S

= Bπr2
0
 сосредоточен в сечении катуш'

ки (вне ее 0).B =
�

 Следовательно, при r > r
0

2
0 0 02 /

0
1( , ) .

2 2
tnI rBE r t r e

r t r
− τµ∂= ⋅ π =

π ∂ τ
Вне катушки E убывает как 1/r. При r = r

0
 значения E внут'

реннего и внешнего полей совпадают.

Примечания:
1. Предполагается, что магнитное и электрическое поля изменяются «до'
статочно медленно» (квазистационарность). Тогда можно пренебречь то'
ками смещения и магнитным полем, которое, в свою очередь, сопровож'
дает эти токи. Токов проводимости в сердечнике нет ( 0).J E= γ =

� �

2. Во внешней среде поле B
�

 отлично от нуля, поскольку магнитные линии
должны быть замкнуты. Однако оно значительно слабее внутреннего.

3. В вихревом электрическом поле напряжение 
2

12
1

u E dl= ∫
��

 зависит от пути

интегрирования. Если в поле находится проволочный проводник (индика'
тор поля), между его концами существует «наведенное» напряжение,
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которое определяется геометрией и расположением проводника. Оно рав�
но нулю, когда во всех точках вектор E

�

 перпендикулярен векторному эле�
менту длины :dl

�

 например, прямой проводник направлен радиально или
параллелен оси катушки.
В электростатическом поле напряжение (разность потенциалов) не зави�
сит от пути интегрирования и определяется однозначно (см. 24.2.1).

§ 23.4.§ 23.4.§ 23.4.§ 23.4.§ 23.4. ТРЕТЬЕ И ЧЕТВЕРТТРЕТЬЕ И ЧЕТВЕРТТРЕТЬЕ И ЧЕТВЕРТТРЕТЬЕ И ЧЕТВЕРТТРЕТЬЕ И ЧЕТВЕРТОЕ УРОЕ УРОЕ УРОЕ УРОЕ УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛААВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛААВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛААВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛААВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА

23.4.1.23.4.1.23.4.1.23.4.1.23.4.1. Дифференциальная форма третьего уравненияДифференциальная форма третьего уравненияДифференциальная форма третьего уравненияДифференциальная форма третьего уравненияДифференциальная форма третьего уравнения
Третье уравнение выражает теорему Гаусса [8]. Доказанная лишь
для электростатического поля, она по утверждению Максвелла ос�
тается справедливой и в случае переменных полей. Такая обобщен�
ная теорема Гаусса называется также постулатом Максвелла.

Третье уравнение в дифференциальной форме

div D = ρ
�

(23.20)

связывает в каждой точке поля вектор смещения D
�

 и объемную
плотность ρ свободного заряда. В координатной форме уравнение
имеет вид

.yx zDD D
x y z

∂∂ ∂+ + = ρ
∂ ∂ ∂

Физическое содержание уравнения (23.20) вытекает из само�
го понятия дивергенции («расхождения»). Те точки, где находится
положительный свободный заряд (ρ > 0), являются «истоками» поля;
здесь начинаются векторные линии D

�
 Отрицательные свободные

заряды (ρ < 0) — это «стоки» линий D
�

 (рис. 23.14а, б). Если в
некоторой области (показанной штриховой линией) ρ = 0, то линии
D
�

проходят сквозь нее либо являются замкнутыми (рис. 23.14в, г).
Термин «свободный» заряд используется, когда говорят:

1) о зарядах (заряженных телах) в пустоте; 2) о зарядах, «внесен�

Рис. 23.14.



ных» в материальную среду и нарушающих ее нейтральность; 3) о
зарядах, способных перемещаться на макроскопические рассто�
яния, например, под действием поля («свободные электроны» в
металлах).

Вещественные тела электрически нейтральны и не создают
макроскопически наблюдаемого поля. Однако под действием внеш�
него (приложенного) поля происходит поляризация среды. Заря�
ды внутри микросистем (атомов, молекул, ионов) смещаются на
микроскопические расстояния в пределах систем. При этом в
объеме и на поверхности тел появляются макроскопические об�
ласти, занятые «связанными» зарядами, объемная плотность ко�
торых ρсв, а поверхностная — σсв. Естественно, что при выключе�
нии поля связанные заряды «исчезают».

Если V — объем среды, а Vм — объем микросистем, то уста�
новлено, что Vм/V » 10–15. Подавляющую часть объема занимает
вакуум. Поэтому в качестве модели поляризованной среды можно
принять систему связанных зарядов в вакууме. При учете свобод�
ных и связанных зарядов вместо (23.20) можно записать, приняв

0 :D E= ε
� �

0 свdiv .Eε = ρ + ρ
�

(23.21)

Истоками (стоками) поля вектора E
�

 являются как свободные, так
и связанные заряды.

Получим еще одно соотношение, объединяющее две характе�
ристики поляризованной среды: вектор поляризации и связанные
заряды. Вычитая уравнение (23.21) из уравнения (23.20), получим

0 свdiv ( ) .D E− ε = −ρ
� �

 Отсюда с учетом (23.6) следует

свdiv .P = −ρ
�

(23.22)

Истоки поля вектора P
�

 находятся в местах расположения отри�
цательных связанных зарядов.

Примечание. Подчеркнем, что поле E
�

 имеет две составляющие; одна из
них связана с зарядами, другая с переменным магнитным полем (см. 23.3).

23.4.2.23.4.2.23.4.2.23.4.2.23.4.2. Интегральная форма третьего уравненияИнтегральная форма третьего уравненияИнтегральная форма третьего уравненияИнтегральная форма третьего уравненияИнтегральная форма третьего уравнения
Построим в поле замкнутую поверхность S, ограничивающую не�
который объем V. В общем случае в объеме находится произволь�
но распределенный заряд, так что в каждой точке выполняется
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(23.26). Для получения интегральной формы уравнения проинтег�
рируем его левую и правую части по объему V:

div .
V V

DdV dV= ρ∫ ∫
�

Интеграл в левой части равенства можно по теореме Остро�
градского заменить потоком вектора D

�
 через поверхность S. Ин�

теграл в правой части дает свободный заряд внутри V. Таким обра�
зом получаем третье уравнение (постулат) Максвелла в
интегральной форме

.
S

DdS q=∫
��

� (23.23)

Согласно (23.23) поток вектора смещения D
�

 через произволь�
ную замкнутую поверхность S равен находящемуся внутри нее сво�
бодному заряду q. Характер распределения заряда не имеет значения;
наряду с объемными внутри поверхности могут находиться точечные
и поверхностные заряды; полный заряд может быть равен нулю.

Интегральные формы уравнений (23.21) и (23.22) содержат
полные связанные заряды, находящиеся внутри S:

св св
0

1 ( ); .
S S

E dS q q P dS q= + = −
ε∫ ∫

� �� �
� � (23.24)

При заданных зарядах (23.23) является интегральным уравне�
нием относительно .D

�
 В общем случае оно говорит лишь о потоке

смещения. Однако в некоторых задачах с известной структурой
поля удается подобрать поверхность, на которой удовлетворяются
два условия: 1) угол между D

�
 и dS
�

 равен нулю; тогда ;DdS DdS=
��

2) модуль D неизменен. В этом случае интегральное уравнение ста�
новится простым алгебраическим соотношением

DS = q. (23.25)

Существуют задачи, где на поверхности S выполняются и дру�
гие условия; например, на некоторых участках D

�
 и dS
�

перпенди�
кулярны ( 0)DdS =

��
 или 0.D =

�

Примечание. Теорема Гаусса следует из закона Кулона — закона обратных
квадратов 1/r2. Таким образом, достоверность третьего уравнения Макс�
велла зависит от того, насколько точен закон Кулона. В настоящее время
экспериментально установлено, что вплоть до атомных расстояний показа�
тель при r отличается от «двух» не более, чем на 10–9 [21].



ПРИМЕР 4. На поверхности металлического шара радиуса r
0

находится положительный свободный заряд q (рис. 23.15).
Окружающая среда — однородный диэлектрик с
проницаемостью ε. Найти векторы электрического поля

, ,D E P
� � �

 и распределение связанных зарядов.

Заряд q равномерно распределен по поверхности шара.
Линии поля — радиальные прямые. В каждой точке векторы

, ,D E P
� � �

 совпадают по направлению. На сфере S радиуса r вы'
полняется уравнение (23.25), откуда следует, что D = q/(4πr2).
Теперь на основании (23.3) и (23.4) можно записать

0
02 2

; ( ) .
4 4r r r

q qDE P E
r r

ε − ε⎛ ⎞= = = ε − ε = ⎜ ⎟ε επε π ⎝ ⎠
Объемная плотность связанного заряда в диэлектрике оп'

ределяется на основании (23.22). Проводя вычисления в сфе'
рической системе координат, получим

2
св 2

1div ( ) 0.rP r P
rr

∂ρ = − = − =
∂

�

Рис. 23.15
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Отрицательный связанный заряд находится только в тон�
ком сферическом слое у поверхности шара (на рис. 23.15 по�
казаны ориентированные в поле «молекулярные диполи»).
Применяя второе уравнение (23.24), имеем

02
св 4 0.rq P r q

ε − ε= − ⋅ π = <
ε

Примечания:
1. Напряженность поля выражается формулой, в которую входит только
свободный заряд q, а свойства диэлектрика учитываются параметром ε.
Эту формулу можно переписать в виде Er = (q + qсв)/(4πε0r2), откуда сле�
дует, что —E

�

 это суммарное поле свободных и связанных зарядов, нахо�
дящихся в вакууме (концепция Лоренца).
2. Если в примере диэлектрик неоднороден, причем ε = ε(r), то линии поля ос�
таются радиальными. При этом D на основании (23.25) сохраняется, но E и P
уже не подчиняются закону 1/r2; в объеме возникают связанные заряды (ρсв ≠ 0).

23.4.3.23.4.3.23.4.3.23.4.3.23.4.3. Четвертое уравнение.Четвертое уравнение.Четвертое уравнение.Четвертое уравнение.Четвертое уравнение.
Принцип непрерывности магнитного потокаПринцип непрерывности магнитного потокаПринцип непрерывности магнитного потокаПринцип непрерывности магнитного потокаПринцип непрерывности магнитного потока

Четвертое уравнение в дифференциальной форме имеет вид

div 0.B =
�

(23.26)

Это означает, что линии вектора магнитной индукции B
�

 всегда
замкнуты (непрерывны).

Физическое содержание (23.26) нетрудно установить, срав�
нив его с третьим уравнением (23.20): магнитное поле не имеет
источников в виде магнитных зарядов (магнитных масс); магнит�
ное поле всегда связано с электрическими токами.

Интегральная форма четвертого уравнения получается с ис�
пользованием теоремы Остроградского так же, как уравнение
(23.23), и имеет вид

0.
S

BdS =∫
��

� (23.27)

Уравнение (23.27) выражает принцип непрерывности магнит�
ного потока: магнитный поток через любую замкнутую поверхность
S равен нулю.

Примечание. Отсутствие в природе магнитных зарядов следует понимать в
макроскопическом смысле. Возможное существование элементарных маг�
нитных зарядов и сам факт их экспериментального обнаружения не должны
привести к пересмотру (23.26) как одного из основных уравнений макро�
скопической электродинамики.



§ 23.5.§ 23.5.§ 23.5.§ 23.5.§ 23.5. ПОЛНАЯ СИСТЕМА УРПОЛНАЯ СИСТЕМА УРПОЛНАЯ СИСТЕМА УРПОЛНАЯ СИСТЕМА УРПОЛНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛААВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛААВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛААВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛААВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА

23.5.1.23.5.1.23.5.1.23.5.1.23.5.1. Дифференциальные уравнения поляДифференциальные уравнения поляДифференциальные уравнения поляДифференциальные уравнения поляДифференциальные уравнения поля
Запишем систему четырех уравнений поля в неподвижных средах:

1) rot ; 2) rot ;

3) div ; 4) div 0.

D BH J E
t t

D B

∂ ∂= + = −
∂ ∂

= ρ =

� �� � �

� � (23.28)

В изотропных линейных средах система дополняется уравне�
ниями связи

; ; .D E B H J E= ε = µ = γ
� � � � � �

В изучаемой области могут действовать сторонние электродви�
жущие силы, которые рассматриваются как причины (источники)
возникновения поля: индукционные, гальванические, термоэлект�
рические и др. элементы. Для описания этих сил используются два
подхода, сводящиеся к изменению первого уравнения в (23.28). В
одном варианте в правую часть добавляется слагаемое ст —J

�

плотность стороннего тока, а в другом — третье уравнение
связи записывается в виде обобщенного закона Ома

ст( ),J E E= γ +
� � �

 где ст —E
�

 сторонняя напряженность поля.
Рассматриваемая система уравнений обладает свойством ли�

нейности: в векторном поле, являющимся математическим обра�
зом реального поля, выполняется принцип наложения (суперпо�
зиции): 1 2 .E E E+ =

� � �
 При 2 1E E= −

� �
 результат наложения 0.E =

�

Конечно же, физически здесь не происходит «уничтожения» одно�
го поля другим; происходит перераспределение в пространстве.

Первое и второе уравнения в (23.28) принадлежат к числу ос�
новных уравнений. Покажем, что из них вытекают два других урав�
нения.

Действительно, образовав дивергенцию от обеих частей вто�
рого уравнения, получим

div rot div div .BE B
t t

⎛ ⎞∂ ∂= − = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

�� �

В соответствии с тождеством векторного анализа div rot 0E =
�

 и, зна�
чит, дивергенция B

�
 не зависит от времени: div ( , , ) const.B f x y z= =

�

При «выключении» поля ( 0)B =
�

 эта постоянная, естественно, равна
нулю. Отсюда следует, что вообще div 0.B =

�
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Третье уравнение следует из первого с привлечением диффе�
ренциальной формы закона сохранения заряда [15]:

div .J
t

∂ρ= −
∂

�
(23.29)

Запишем последовательные преобразования:

div rot div div div div 0;DH J J D
t t

∂ ∂= + = + =
∂ ∂

�� � � �

далее, используя (23.29), получим (div ) 0D
t

∂ − ρ =
∂

�
 и, наконец,

div .D = ρ
�

Несмотря на то, что третье и четвертое уравнения не являются
вполне независимыми, их включают в систему (23.28), которая
является полной системой уравнений макроскопической теории
поля, выражающей ее общие принципы. Она является достаточ�
ной для однозначного решения частных задач. Многие разделы те�
ории и практики электротехники (генераторы, электрические ма�
шины, трансформаторы, высокочастотная электротермия, техника
высоких напряжений, вихретоковая дефектоскопия, расчет элект�
ромагнитных RLC�параметров передающих линий, цепи сверхвы�
соких частот и др.) связаны с теорией поля более тесно, чем с тео�
рией цепей.

Примечание. Поскольку рассматривается поле в неподвижных средах, опе�
раторы, содержащие только время, коммутируют с операторами, содержа�
щими только координаты, т. е. порядок операций div и ∂/∂t можно изме�
нять.

23.5.2.23.5.2.23.5.2.23.5.2.23.5.2. Частные виды электромагнитных явленийЧастные виды электромагнитных явленийЧастные виды электромагнитных явленийЧастные виды электромагнитных явленийЧастные виды электромагнитных явлений
Полная система уравнений Максвелла в ряде частных случаев уп�
рощается.

1. Постоянное во времени поле при отсутствии токов
проводимости. Система (23.28) распадается на две независимые
системы:

rot 0; div ; ;E D D E= = ρ = ε
� � � �

(23.30)

rot 0; div 0; .H B B H= = = µ
� � � �

(23.31)

Уравнения (23.30) содержат функции только электрического
поля, а уравнения (23.31) — только магнитного поля. Таким об�



разом, в рассматриваемом случае электрические и магнитные
явления формально независимы. Система (23.30) есть полная
система уравнений электростатики, а (23.31) — магнито�
статики.

2. Постоянное во времени поле в присутствии токов про�
водимости. При условии «∂/∂t = 0» уравнения, описывающие
электрическое поле, не отличаются от уравнений электростатики.
Однако в данном случае мы имеем дело с единым электромагнит�
ным полем, так как с напряженностью E

�
 связан вектор плотности

тока ,J E= γ
� �

 входящий в первое уравнение (23.28).
3. Квазистационарное электромагнитное поле. При ус�

ловии, что переменные во времени процессы протекают достаточ�
но медленно, в первом уравнении (23.28) при наличии токов про�
водимости можно пренебречь токами смещения. Второе уравнение
записывается в обычном виде.

Примечание. Конечно же, в идеальном диэлектрике (γ = 0) токи смещения
необходимо учитывать (см. пример 2 в 23.2.2).

4. Переменное во времени поле при отсутствии токов
проводимости. Из уравнений

rot , rotE HH E
t t

∂ ∂= ε = −µ
∂ ∂

� �� �

следует, что изменение во времени напряженности электрическо�
го поля сопровождается переменным во времени магнитным по�
лем и наоборот. Таким образом, электромагнитное поле может су�
ществовать и распространяться в пространстве, не будучи
связанным с токами и зарядами.

23.5.3.23.5.3.23.5.3.23.5.3.23.5.3. Энергетические соотношенияЭнергетические соотношенияЭнергетические соотношенияЭнергетические соотношенияЭнергетические соотношения
В теории цепей используются простые соотношения, позволяю�
щие определить электрическую энергию емкости, магнитную
энергию индуктивности, мощность двухполюсника: WC = qu/2,
WL = ψi/2, p = ui. В эти формулы входят интегральные величи�
ны u, i, q, ψ, но не функции поля. Однако нужно помнить, что
энергетические процессы в электромагнитных устройствах — это
процессы, обусловленные полем, протекающие в поле и выра�
жаемые уравнениями поля. Поэтому нужно дополнить теорию
энергетическими соотношениями.
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1. Объемные плотности энергии электрического wэ и маг�
нитного wм полей:

э м; ;
2 2

DE BHw w= =
� � � �

(23.32)

единица измерения — Дж/м3.
2. Объемная плотность энергии электромагнитного поля:

w = wэ + wм. (23.33)

3. Энергия поля в объеме V:

.
V

W wdV= ∫ (23.34)

4. Объемная плотность мощности тепловых потерь:

2 2 / ;p JE E J= = γ = γ
��

(23.35)

единица измерения — Вт/м3. Соотношение (23.35) называется
законом Джоуля–Ленца в дифференциальной форме. В ТЦ его
аналог — мощность резистора:

p = iu = Gu2 = i2/G = Ri2.

Заметим, что принцип суперпозиции, справедливый для вектор�
ных функций поля, не выполняется для энергии. Пусть энергии
полей 1E

�
 и 2,E
�

 существующих по отдельности в объеме V, равны
соответственно Wэ

1 и Wэ
2. При их одновременном существовании

энергия суммарного поля 1 2E E E= +
� � �

 с учетом (23.32), (23.34) и
уравнения связи D E= ε

� �

э 2 2
1 2

2 2
1 21 2

1 1 ( )
2 2

1 1 ,
2 2

V V

V V V

W E dV E E dV

E dV E dV E E dV

= ε = ε + =

= ε + ε + ε

∫ ∫

∫ ∫ ∫

� � �

� � � �

и, следовательно, Wэ = Wэ
1 + Wэ

2 + Wэ
12, где дополнительное сла�

гаемое Wэ
12 — взаимная энергия полей. Она может быть поло�

жительной и отрицательной; если поля перпендикулярны, то
Wэ

12 = 0.
Примечание. В эталонном соленоиде при токе i = 100 А и числе витков на
единицу длины n = 104 магнитная индукция B = µ

0
ni ≈ 1 Тл; объемная плот�



ность энергии wм = B2/2µ0 ≈ 4⋅105 Дж/м3. Максимальная напряженность
электрического поля в воздухе (до наступления пробоя) E = 3⋅106 В/м;
объемная плотность энергии wэ = ε0E

2/2 ≈ 40 Дж/м3.

ПРИМЕР 5. Плоский конденсатор с воздушным заполнением
образован круглыми пластинами радиуса r

0
, расположенными

на расстоянии h (рис. 23.16а). Напряжение на пластинах
изменяется по гармоническому закону u(t) = U

m
coswt. Найти:

1) электромагнитное поле в конденсаторе в первом
(квазистационарном) приближении; 2) вихревую поправку к
квазистационарному электрическому полю. Краевым
эффектом пренебречь (r

0
� h).

1. На начальном этапе рассмотрим конденсатор как ква*
зистационарную систему (см. пример 2 в 23.2.2). Источника*
ми поля являются заряды на пластинах. Напряженность это*
го поля

0 0 cos cos .m
z m

U
E E t t

h
= ω = ω

Далее находим плотность тока смещения
0

0см
0 sinz m

z
E U

J t
t h

∂ ε ω= ε = − ω
∂

и из первого уравнения в (23.28) магнитную индукцию

см
0 0

0 0( , ) sin .
2 2

mz U rJ r
B r t H t

hϕ ϕ
ε µ ω= µ = µ = − ω

Рис. 23.16
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На картине поля направление 0E
�

 определяется мгновен�
ной полярностью (знаком) зарядов пластин. Ток смещения и
магнитная индукция опережают электрическое поле по фазе
на π/2; поэтому Jсм

z
> 0 и Bϕ > 0 при π < ωt < 2π.

2. Согласно второму уравнению в (23.28) переменное маг�
нитное поле B

�
 сопровождается вихревым электрическим по�

лем 1,E
�

 которое и является поправкой к 0 :E
�

1rot .BE
t

∂= −
∂

��

Поскольку вектор B
�

 имеет только одну составляющую
(B

r
= B

z
= 0), данное уравнение в координатной форме имеет вид:

11
1rot .zr BEE

E
z r t

ϕ
ϕ

∂∂∂= − = −
∂ ∂ ∂

�

В осесимметричном магнитном поле Bϕ(r, t) существует
единственная составляющая вихревого поля E1

z
(r, t), причем

на оси E1
z
(0, t) = 0. Окончательное выражение для вихревой

поправки
2 2

0 01 1( , ) ( )cos cos( ).
4

m
z m

U r
E r t E r t t

h
ε µ ω= − ω = ω + π

Поля 0E
�

 и 1E
�

 находятся в противофазе. Максимальное
значение амплитуда E1

m
 принимает при r = r

0
. На рис. 23.16б

приведены графики распределения амплитуд напряженностей
E0

m
 и «исправленного» поля (E0

m
– E1

m
). Количество попра�

вок можно увеличивать, переходя к новым значениям тока
смещения, магнитной индукции, вихревого электрического
поля и т. д. Здесь мы ограничимся сравнением двух составля�
ющих при r = r

0
:

22 21
0 0 0 0

0
,

4
m

m

rE r
E

ε µ ω π⎛ ⎞= = ⎜ ⎟λ⎝ ⎠

где 0 02 /( )—λ = π ω ε µ  длина волны. При условии

E1
m < 0,01E0

m получим соотношение λ > 10πr0, которое можно
считать критерием квазистационарности электрического поля
конденсатора.



§ 23.6.§ 23.6.§ 23.6.§ 23.6.§ 23.6. ПОЛЕ НА ГРПОЛЕ НА ГРПОЛЕ НА ГРПОЛЕ НА ГРПОЛЕ НА ГРАНИЦЕ РАНИЦЕ РАНИЦЕ РАНИЦЕ РАНИЦЕ РАААААЗДЕЛА СРЕД.ЗДЕЛА СРЕД.ЗДЕЛА СРЕД.ЗДЕЛА СРЕД.ЗДЕЛА СРЕД.
Г РГ РГ РГ РГ РАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

23.6.1.23.6.1.23.6.1.23.6.1.23.6.1. Постановка задачиПостановка задачиПостановка задачиПостановка задачиПостановка задачи
Рассмотрим границу раздела S двух сред 1 и 2 с различными элек�
тромагнитными параметрами ε, µ, γ (рис. 23.17). Пусть —n

�
 еди�

ничная нормаль, направленная из первой среды во вторую; —τ�

единичный касательный вектор. Для общности положим, что на
границе сосредоточены свободные поверхностные заряды с плот�
ностью σ и поверхностные токи с плотностью .SJ

�

В макроскопической теории
предполагается, что граница беско�
нечно тонкая. При переходе через
нее параметры изменяются скач�
ком. В таком случае скачком изме�
няются некоторые составляющие
векторов поля и, следовательно, в
точках границы дифференциальные
уравнения поля теряют смысл. Однако их интегральные формы
остаются справедливыми. Именно эти уравнения и используют�
ся для изучения поведения векторов поля при переходе из одной
среды в другую, т. е. для получения граничных условий.

Ниже граничные условия приведены без вывода. Необходимо
только помнить, что они подобно уравнениям Максвелла являют�
ся постулатами теории и представляют собой поверхностную
форму дифференциальных уравнений поля.

23.6.2.23.6.2.23.6.2.23.6.2.23.6.2. Поведение нормальных составляющих векторов поляПоведение нормальных составляющих векторов поляПоведение нормальных составляющих векторов поляПоведение нормальных составляющих векторов поляПоведение нормальных составляющих векторов поля

Отметим индексом «1» векторные функции поля на границе в пер�
вой среде: п

1 1 1 1, , , ,D B J J
� � � �

 а индексом «2» — во второй среде:
п

2 2 2 2, , , .D B J J
� � � �

 Запишем три группы граничных условий.
1. Следствие из третьего уравнения Максвелла (23.23):

2 1 2 1( ) ; .n nn D D D D− = σ − = σ
� ��

(23.36)

Нормальная составляющая вектора D
�

 на границе раздела изме�
няется скачком на величину поверхностной плотности свобод�
ного заряда.

Рис. 23.17
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Из интегральных уравнений (23.24) следуют соотношения

св
2 1

0
;n nE E

σ + σ− =
ε (23.37)

P
2n

– P
1n

= –σ
св

. (23.38)

Скачок нормальной составляющей вектора E
�

 определяется и сво�
бодным, и связанным зарядами. Нормальные составляющие век�
тора поляризации P

�
 по обе стороны границы раздела отличаются

на величину σсв.
2. Следствие из четвертого уравнения Максвелла (23.27):

2 1 2 1( ) 0; .n nn B B B B− = =
� ��

(23.39)

Нормальная составляющая вектора B
�

 на границе раздела всегда
непрерывна. Это свидетельство непрерывности магнитного потока.

Нормальная составляющая вектора ,H
�

 как следует из урав�
нения связи ,B H= µ

� �
 испытывает скачок:

µ
1
H

1n
= µ

2
H

2n
;   H

1n
/H

2n
= µ

2
/µ

1
.

3. Следствие принципа непрерывности полного тока, т. е. зам�
кнутости линий вектора плотности полного тока (23.13):

п п п п
1 12 2( ) 0; .nnn J J J J− = =

� ��
(23.40)

Естественно, что выражения (23.40) аналогичны (23.39), по�
скольку линии вектора магнитной индукции согласно (23.26) так�
же всегда замкнуты.

23.6.3.23.6.3.23.6.3.23.6.3.23.6.3. Поведение касательных составляющих векторов поляПоведение касательных составляющих векторов поляПоведение касательных составляющих векторов поляПоведение касательных составляющих векторов поляПоведение касательных составляющих векторов поля
1. Следствие из второго уравнения Максвелла (23.18):

2 1 2 1( ) 0; .E E E Eτ ττ − = =
� �� (23.41)

Касательная составляющая вектора E
�

 на границе раздела всегда
непрерывна.

Возможна другая запись этого граничного условия с исполь�
зованием векторного произведения: 2 1[ ( )] 0.n E E− =

� ��

2. Следствие из первого уравнения Максвелла (23.14):

2 1 2 1[ ( )] ; .S Skn H H J H H Jτ τ− = − =
� � ��

(23.42)



Касательная составляющая вектора H
�

 на границе раздела изме�
няется скачком. Величина скачка определяется проекцией векто�
ра плотности поверхностного тока SJ

�
 на вектор [ ].k n= τ

� ��  При вы�
боре SJτ ⊥

��
 получаем

|H
2τ – H

1τ| = J
S
.

В большинстве задач представление о поверхностном токе не
вводится, и тогда граничные условия принимают вид, подобный
(23.41):

2 1 2 1( ) 0; .H H H Hτ ττ − = =
� �� (23.43)

Касательная составляющая вектора H
�

 на границе раздела не�
прерывна.

Примечание. Граничные условия дают нам представление о поведении поля
на границе раздела, тогда как само поле в обеих средах может быть неизве�
стным.

§ 23.7.§ 23.7.§ 23.7.§ 23.7.§ 23.7. З А КЗ А КЗ А КЗ А КЗ А КОН СОХРОН СОХРОН СОХРОН СОХРОН СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИАНЕНИЯ ЭНЕРГИИАНЕНИЯ ЭНЕРГИИАНЕНИЯ ЭНЕРГИИАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ
В ЭЛЕКТРОВ ЭЛЕКТРОВ ЭЛЕКТРОВ ЭЛЕКТРОВ ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕДИНАМИКЕДИНАМИКЕДИНАМИКЕДИНАМИКЕ

23.7.1.23.7.1.23.7.1.23.7.1.23.7.1. УУУУУравнение энергетического баланса.равнение энергетического баланса.равнение энергетического баланса.равнение энергетического баланса.равнение энергетического баланса.
Качественные представленияКачественные представленияКачественные представленияКачественные представленияКачественные представления

В соответствии с законом сохранения и превращения энергии во
всех природных процессах энергия не создается и не уничтожает�
ся, а лишь превращается из одной формы в другую. Применитель�
но к электромагнитным процессам закон был сформулирован впер�
вые английским физиком Пойнтингом в 1884 г., и независимо в
том же году Хевисайдом.

Запишем уравнение энергети

ческого баланса, для чего выделим в
линейной изотропной среде объем V,
ограниченный поверхностью S (рис.
23.18). Пусть энергия поля в этом
объеме W = W(t). Для общности по�
ложим, что в нем действуют сторон�
ние силы (источники).

За время ∆t в объеме происходит ряд энергетических пре�
вращений. В уравнение баланса следует включить: 1) работу

Рис. 23.18
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источников ∆Wст; 2) энергию тепловых потерь (затраты энергии
поля на поддержание токов проводимости) ∆Wп; 3) изменение энер�
гии поля в объеме ∆W; 4) перенос энергии через поверхность S в
окружающую среду ∆WS. Следовательно, выполняется равенство

∆Wст + ∆Wп + ∆W + ∆WS = 0, (23.44)

в котором ∆Wст < 0, если источники за счет происходящих в них
процессов увеличивают энергию поля; ∆Wп > 0 всегда, а ∆W и ∆WS

могут иметь любой знак.
Разделив (23.44) на ∆t, при ∆t → 0 получим уравнение балан�

са мощностей

ст
п 0.S

Wp p p
t

∂+ + + =
∂ (23.45)

В него входят мощность источников pст; мощность тепловых по�
терь pп; мощность, переносимая через поверхность pS; слагаемое
∂W/∂t — скорость изменения энергии поля во времени.

В электрической цепи уравнение баланса записывается в виде
(1.7) как сумма мгновенных мощностей элементов. Например, для
последовательного RLC�контура с источником напряжения
pu + pR + pL + pC = 0. Здесь мощность источника pu < 0; мощность
R�элемента pR > 0; мощность L�элемента pL = ∂WL/∂t; мощность
C�элемента pC = ∂WC/∂t. Таким образом, уравнение баланса

0LC
u R

W
p p

t
∂+ + =

∂ (23.46)

включает в себя мощности источника и тепловых потерь, а также
скорость изменения запасенной в L� и C�элементах энергии.

Сравнивая (23.46) с (23.45), приходим к выводу: в теории це�
пей не учитывается последнее слагаемое в (23.45) — мощность
электромагнитного поля, которая характеризует отток (pS > 0) или
приток (pS < 0) энергии через поверхность S.

23.7.2.23.7.2.23.7.2.23.7.2.23.7.2. ТТТТТеорема Пойнтинга. Количественные представленияеорема Пойнтинга. Количественные представленияеорема Пойнтинга. Количественные представленияеорема Пойнтинга. Количественные представленияеорема Пойнтинга. Количественные представления

В каждой точке объема V выполняется первое уравнение Макс�
велла, в правую часть которого включен вектор плотности сторон�
него тока ст ,J

�
 и второе уравнение в обычном виде:



стrot , rot .D BH J J E
t t

∂ ∂= + + = −
∂ ∂

� �� � � �

После скалярного умножения на E
�

 первого уравнения, а на
—H
�

 второго, произведем вычитание левой и правой частей:

стrot rot .D BE H H E J E JE E H
t t

∂ ∂− = + + +
∂ ∂

� �� � � � � � �� � �
(23.47)

Левую часть преобразуем по известной формуле векторного анализа

rot rot div[ ].H E E H EH− =
� � � � � �

Слагаемое

2 э

2
D E E E wE E E
t t t t t

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ε ∂⎛ ⎞= ε = ε = =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

� � �� � �

имеет смысл скорости изменения во времени объемной плотности
энергии электрического поля (23.32) в изотропной среде

э 2( /2 /2).w DE E= = ε
� �

 Последнее слагаемое в (23.47)

м
,B wH

t t
∂ ∂=
∂ ∂

��

где м 2/2 /2—w BH H= = µ
� �

 объемная плотность энергии магнит"
ного поля. Учитывая, что плотность энергии электромагнитного
поля (23.33) w = wэ + wм, после всех преобразований вместо
(23.47) окончательно получим:

ст div[ ] 0.wJ E JE EH
t

∂+ + + =
∂

� � �� � �
(23.48)

Уравнение (23.48) является локальной характеристикой ба"
ланса энергии поля. Согласно (23.35) слагаемое

2 2 / 0—JE JE E J= = γ = γ >
��

 плотность мощности тепловых потерь.
Слагаемое ст 0,J E <

� �
 когда E

�
 имеет составляющую, ориентиро"

ванную против ст ;J
�

 тогда сторонний ток отдает энергию электро"
магнитному полю.

Более наглядной является интегральная форма уравнения (23.48).
Прежде всего введем новую функцию поля — вектор Пойнтинга

[ ].EHΠ =
� ��

(23.49)
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Далее проинтегрируем (23.48) почленно по объему V и учтем,
что согласно (23.34)

,
V V

w WdV wdV
t t t

∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂∫ ∫

а объемный интеграл от div Π
�

 преобразуется по теореме Остро�
градского в поток вектора .Π

�
 В результате получим уравнение,

выражающее закон сохранения энергии в электродинамике — те�
орему Пойнтинга (см. рис. 23.18):

ст 0.
V V S

WJ E dV JEdV dS
t

∂+ + + Π =
∂∫ ∫ ∫

�� � �
� (23.50)

Смысл каждого слагаемого в (23.50) был установлен при ка�
чественном представлении уравнения баланса (23.45). Важней�
шим является вывод о существовании потока электромагнитной
энергии, мощность которого

.S

S

p dS= Π∫
��

� (23.51)

Вектор Π
�

 может быть интерпретирован как плотность пото�
ка: 1) направление ,Π

�
 определяемое правилом векторного произ�

ведения E
�

 и ,H
�

 указывает направление движения энергии; 2) мо�
дуль sin( ) —EH EH

∧

Π =
� �

 это количество энергии, переносимой в
единицу времени через единичную площадку, перпендикулярную
Π
�

 (единица измерения — Дж/с⋅м2 = Вт/м2).
Вектор Пойнтинга как основная энергетическая функция поля

используется при описании процессов распространения и преоб�
разования электромагнитной энергии в постоянных (стационар�
ных), квазистационарных и волновых полях.

Примечания:
1. Из того, что поток через замкнутую поверхность представлен выражени�
ем (23.51), нельзя сделать однозначный вывод о том, что его плотность рав�
на .Π

�

 К вектору .Π
�

 можно добавить любой вектор, поток которого через S
равен нулю. Поэтому запись плотности потока в виде [ ]EHΠ =

� ��

 имеет ха�
рактер гипотезы [20].
2. Пусть в некоторой области созданы постоянные во времени поля ,E H

� �

(например заряд в поле магнита), а стJ
�

 и J
�

 равны нулю. Тогда из уравне�
ния баланса (23.48) следует, что div 0,Π =

�

 и, следовательно, в постоянном
электромагнитном поле циркулируют замкнутые энергетические потоки [20].



ПРИМЕР 6. В развитие примера 2 (см. рис. 23.10) найдем
вектор Пойнтинга электромагнитного поля в конденсаторе.
Очевидно, что в цилиндрической системе координат Π

�
 имеет

одну составляющую:

2см
0 2 /

2
( , ) 0.

2 2
z z t

r z
U rE J r

r t E H e
h

− τ
ϕ

ε
Π = − = − = >

τ

Как видно, в процессе разряда конденсатора энергия чер�
пается из запасов ее в форме энергии электрического поля и
направляется к боковой поверхности диэлектрического запол�
нения. На рис. 23.19а показан вид сверху (против оси z), на
котором обозначены направление ,E

�
 линия магнитного поля

H
�

 радиуса r и радиальные линии .Π
�

 Мгновенная мощность,
переносимая через боковую поверхность S,

0

2 2 2
0 0 02 / 2 /

0( ) 2 ,t t
S r r r

S

U r U
p t dS r h e C e

h
− τ − τ

=

επ
= Π = Π ⋅ π = ⋅ = ⋅ ⋅

τ τ∫
��

где 2
0 / —C r h= επ  емкость плоского конденсатора. Энергия,

«покинувшая» конденсатор к моменту окончания разрядки,

2
0

0

( )
2s

CU
W p t dt

∞

= =∫

равна начальной запасенной энергии электрического поля.

Рис. 23.19
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Поскольку детальный анализ поля вне конденсатора не
проводится, можно лишь качественно указать векторные ли�
нии —Π

�
пути движения электромагнитной энергии к резис�

тору R (рис. 23.19б). Важно подчеркнуть, что энергия пере�
носится не токами, а полем. Она следует в окружающей среде
вдоль проводов и поступает в резистор с «двух сторон». Про�
вода же играют здесь роль «полеводов».

На рис. 23.20 представлена ка�
чественная картина поля у поверх�
ности резистора. Причина 2 —E

�

поверхностные заряды. Плотность
положительного заряда убывает от
верхнего торца к нейтральному се�
чению; далее поверхностный заряд
— отрицательный. Поле 1E

�
 обяза�

но току в резисторе. В соответствии
с законом Ома и граничным услови�
ем (23.41) оно направлено по току.
Вектор 1 2[( ) ]E E HΠ = +

� � ��
 направлен

от поверхности в резистор. Это сви�
детельство того, что электромагнитная энергия «втекает»
через боковую поверхность. В объеме резистора происходит
ее превращение в тепло.

Рис. 23.20
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ЭЛЕКТРОСТЭЛЕКТРОСТЭЛЕКТРОСТЭЛЕКТРОСТЭЛЕКТРОСТАААААТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКОЕ ПОЛЕОЕ ПОЛЕОЕ ПОЛЕОЕ ПОЛЕОЕ ПОЛЕ
В ИДЕАЛЬНЫХ ДИЭЛЕКТРИКАХВ ИДЕАЛЬНЫХ ДИЭЛЕКТРИКАХВ ИДЕАЛЬНЫХ ДИЭЛЕКТРИКАХВ ИДЕАЛЬНЫХ ДИЭЛЕКТРИКАХВ ИДЕАЛЬНЫХ ДИЭЛЕКТРИКАХ

§ 24.1.§ 24.1.§ 24.1.§ 24.1.§ 24.1. ОСНОВНЫЕ УРОСНОВНЫЕ УРОСНОВНЫЕ УРОСНОВНЫЕ УРОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯАВНЕНИЯ
ЭЛЕКТРОСТЭЛЕКТРОСТЭЛЕКТРОСТЭЛЕКТРОСТЭЛЕКТРОСТАААААТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКО ГО ГО ГО ГО ГО ПОЛЯ.О ПОЛЯ.О ПОЛЯ.О ПОЛЯ.О ПОЛЯ.
Г РГ РГ РГ РГ РАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

24.1.1.24.1.1.24.1.1.24.1.1.24.1.1. Допущения электростатикиДопущения электростатикиДопущения электростатикиДопущения электростатикиДопущения электростатики
Электростатическое поле — это постоянное во времени элек�
трическое поле неподвижных зарядов.

Известно, что все реальные среды обладают отличной от нуля
проводимостью. Следовательно, в них не могут длительно суще�
ствовать объемные заряды. Это можно доказать, используя урав�
нение непрерывности, уравнения связи и третье уравнение поля.
Действительно, подставляя в (23.29) соотношения ,J E D E= γ = ε

� � � �

и учитывая (23.20), приходим к уравнению для объемной плотнос�
ти заряда

0,
t

∂ρ γ+ ρ =
∂ ε

решение которого – /
0( , , , ) ( , , ,0) ,tx y z t x y z e τρ = ρ  где ρ0 — началь�

ная плотность заряда при t = 0, τ = ε/γ — постоянная времени
(время релаксации). Плотность заряда экспоненциально убывает,
причем для морской воды (ε = 81ε0, γ = 4 См/м) постоянная вре�
мени очень мала: τ = 1,8⋅10–10 с. Для хорошего диэлектрика —
стекла (ε = 4ε0, γ = 10–12 См/м) время «рассеивания» заряда
t = 3τ = 105 с.

Таким образом, мы будем считать, что электростатическое поле
и заряды существуют в идеальном диэлектрике, вообще лишенном
проводимости (γ = 0). Внутри проводящих тел поле отсутствует, а
заряды располагаются на поверхности тел (явление электростати�
ческой индукции).

Очевидно, что электростатические явления в чистом виде не
могут быть физически реализованы. Однако электростатика —
это плодотворная идеализация, в рамках которой вводятся
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такие важнейшие понятия электротехники как потенциал, диполь,
поляризация, емкость и другие.

Примечания:
1. На заряды действуют кулоновы силы, поэтому электростатическая сис�
тема не может быть устойчивой без дополнительных сил или связей неэлек�
тростатической природы [20]. Например, на поверхности проводников дол�
жны действовать силы, не позволяющие зарядам покинуть ее и удалиться в
бесконечность. В то же время в электростатике остается в стороне вопрос о
связях, удерживающих заряды в фиксированных положениях.
2. Явление электростатической индукции в проводнике можно рассматри�
вать как его поляризацию, связанную с перераспределением свободных за�
рядов. Формально проводник — это диэлектрик с неограниченной поляри�
зацией; в ряде задач ему приписывают проницаемость ε = ∞.

24.1.2.24.1.2.24.1.2.24.1.2.24.1.2. Основные уравненияОсновные уравненияОсновные уравненияОсновные уравненияОсновные уравнения
Математические формы и физическое содержание уравнений
Максвелла рассмотрены в 23.1–23.5. Система дифференциаль�
ных уравнений электростатического поля получается из (23.28)
при условии независимости векторов поля от времени и при от�
сутствии тока проводимости:

rot 0;E =
�

(24.1)

div ,D = ρ
�

(24.2)

где —D E= ε
� �

уравнение связи.
Аналогично с учетом (23.18) и (23.23) записываются соответству�
ющие уравнения в интегральной форме:

0,
l

Edl =∫
��

� (24.3)

.
S

DdS q=∫
��

� (24.4)

Согласно (24.1) электростатическое поле является потенци�
альным. Интегральный признак (24.3) потенциальности поля ут�
верждает: циркуляция вектора E

�
 по произвольному контуру рав�

на нулю. Уравнения (24.2) и (24.4) устанавливают связь поля и
свободных зарядов.

24.1.3.24.1.3.24.1.3.24.1.3.24.1.3. ГГГГГраничные условияраничные условияраничные условияраничные условияраничные условия
Законы изменения электромагнитного поля на границе раздела двух
сред были рассмотрены в 23.6. В электростатике задача формули�



руется следующим образом: на поверхности S, разделяющей два
идеальных диэлектрика (рис. 24.1а), проницаемость изменяется
скачком; в общем случае на границе раздела находится свободный
и связанный заряды (с плотностями σ и σСВ соответственно).

На границе раздела согласно (23.41) и (23.36) касательная
составляющая вектора напряженности E

�
 непрерывна:

E
2τ = E

1τ, (24.5)

а нормальная составляющая вектора смещения D
�

 изменяется
скачком:

D
2n

– D
1n

= σ. (24.6)

Если граница не заряжена (σ = 0) вместо (24.6) имеем

D
2n

= D
1n

, (24.7)

т. е. нормальная составляющая D
�

 непрерывна.
В этом случае нормальная составляющая E

�
 изменяется скач$

ком
2 1

1 2

n

n

E
E

ε=
ε (24.8)

и, следовательно, при переходе чeрез границу раздела вектор E
�

изменяет направление (происходит «преломление» линии поля).
Используя (24.5) и (24.8), находим закон преломления

1 1

2 2

tg
,

tg
θ ε=
θ ε (24.9)

где θ1 и θ2 — углы между нормалью n
�

 и векторами 1 2иE E
� �

 (рис.
24.1б). Линии D

�
 преломляются точно так же. В соответствии с

Рис. 24.1
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(24.9), если ε2 < ε1, то θ2 < θ1; при переходе во вторую среду век�
торы поля приближаются к нормали.

Полезно усвоить правило, следующее из (24.5) и (24.7), когда
в однородном поле находится плоская граница раздела. Если ли�
нии поля перпендикулярны границе, векторы смещения в обоих
диэлектриках равны 1 2( ).D D=

� �
 Если поле направлено вдоль гра�

ницы, то равными оказываются векторы напряженности поля

1 2( ).E E=
� �

Наконец, укажем, что связанные заряды, возникающие на гра�
нице вследствие поляризации двух диэлектриков, включены в со�
отношения (23.38) и (23.37):

2 1 2 1
0

, .CB
n n CB n nP P E E

σ + σ− = −σ − =
σ (24.10)

Для получения условий на гра�
нице раздела проводник–диэлект�
рик учтем, что электростатическое
поле в проводниках существовать не
может. Если первая среда — про�
водник, то 1 1 1, ,E D P

� � �
 равны нулю

(рис. 24.2).
Из (24.5) следует (индекс «2» в дальнейшем опускаем):

Eτ = 0. (24.11)

Касательная составляющая поля в диэлектрике на поверхнос�
ти проводника отсутствует; линии поля подходят к поверхности по
нормали.

Обратившись к условию (24.6), получим:

, .n nD E σ= σ =
ε (24.12)

Равенства (24.12) связывают поле на границе с плотностью
свободного заряда. Если заряда нет, то Dn = 0; это в сочетании с
условием (24.11) указывает на отсутствие поля на границе. Осо�
бенно просто записывается (24.12) для модулей векторов поля и
заряда без учета его знака:

, .D E σ= σ =
ε

Рис. 24.2



В соотношениях, вытекающих из (24.10),

0
; CB

n CB nP E
σ + σ= −σ =

ε

учтены связанные заряды, которые в данном случае — следствие
поляризации только одного диэлектрика.

§ 24.2.§ 24.2.§ 24.2.§ 24.2.§ 24.2. ПОТЕНЦИАЛ ЭЛЕКТРОСТПОТЕНЦИАЛ ЭЛЕКТРОСТПОТЕНЦИАЛ ЭЛЕКТРОСТПОТЕНЦИАЛ ЭЛЕКТРОСТПОТЕНЦИАЛ ЭЛЕКТРОСТАААААТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКО ГО ГО ГО ГО ГО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯ

24.2.1.24.2.1.24.2.1.24.2.1.24.2.1. Скалярный потенциал. Разность потенциаловСкалярный потенциал. Разность потенциаловСкалярный потенциал. Разность потенциаловСкалярный потенциал. Разность потенциаловСкалярный потенциал. Разность потенциалов
Сопоставим первое уравнение поля rot 0E =

�
 и тождество вектор!

ного анализа rotgrad 0.ϕ =  Вектор E
�

 можно считать градиентом
некоторой скалярной функции. Принято писать:

grad .E U= −
�

(24.13)

Функция U = U(x, y, z) называется скалярным потенциалом
электростатического поля. Градиент — это вектор, направленный
в сторону максимальной скорости возрастания функции в задан!
ной точке; знак «минус» указывает на то, что вектор E

�
 всегда

направлен в сторону убывания потенциала. Уравнения
U(x, y, z) = const являются уравнениями поверхностей равного
потенциала. Векторные линии E

�
 пересекают эти поверхности под

прямым углом.
Использование потенциала существенно упрощает задачу рас!

чета поля. Во!первых, это проявляется при использовании метода
наложения, ибо суммирование векторных функций поля заменя!
ется простым сложением скалярных потенциалов. Во!вторых, зна!
ние одной только функции U позволяет найти путем дифференци!
рования по правилу (24.13) все три составляющие вектора .E

�

Например, в декартовых координатах

,x y z
U U UE e e e
x y z

∂ ∂ ∂= − − −
∂ ∂ ∂

� � � �
(24.14)

так что составляющая /xE U x= −∂ ∂  и т. д.
Потенциал — неоднозначная функция поля: для описания за!

данного поля E
�

 вместо U можно использовать U′ = U + C (где C
— любая константа), ибо grad U′ = grad U.
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Получим теперь выражение, обратное по отношению к (24.13),
определяющее потенциал через напряженность поля. Для этого
запишем линейный интеграл вектора E

�
 по произвольной кривой,

соединяющей две точки поля M и N:

( )

.

N N

x y z

M M
N N

M M

E dl E dx E dy E dz

U U Udx dy dz dU
x y z

= + + =

⎛ ⎞∂ ∂ ∂= − + + = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

��

Здесь скалярное произведение E
�

 и векторного элемента дли#
ны dl

�
 под интегралом переписано в декартовой системе коорди#

нат с учетом (24.14). Оно оказывается взятым с обратным знаком
полным дифференциалом потенциала. Следовательно, сам интег#
рал суть разность значений потенциала в двух точках — начале и
конце кривой. Окончательно запишем важное соотношение, по#
зволяющее найти разность потенциалов между двумя точками в
заданном поле :E

�

.
N

M N

M

U U Edl− = ∫
��

(24.15)

Подчеркнем следующее: 1) путь интегрирования в (24.15) —
произвольный; 2) разность потенциалов — однозначная функция,
так как ;M N M NU U U U′ ′− = −  3) сила, действующая на заряд, равна

,qE
�

 и поэтому разность потенциалов можно трактовать как рабо#
ту сил поля при перемещении единичного положительного заряда
из точки М в точку N.

Поскольку потенциал определяется с точностью до постоян#
ного слагаемого, можно принять потенциал точки N равным нулю
(UN = 0) и назвать ее точкой отсчета (базисной точкой). Тогда на
основании (24.15) потенциал

.
N

M

M

U U Edl= = ∫
��

(24.16)

Выражение (24.16) позволяет найти потенциал в любой точке
М — точке наблюдения.



Внутри проводника 0,E =
�

 и на основании (24.13) можно зак�
лючить, что в условиях электростатики во всех точках проводяще�
го тела потенциал одинаков. Поверхность тела эквипотенциальна.

При решении конкретных задач необходимо выбирать точку
отсчета, геометрическое место этих точек, а часто — целую об�
ласть с нулевым потенциалом. Перечислим возможные варианты:
бесконечно удаленные точки, металлические корпус прибора и эк�
ран, земля и др.

24.2.2.24.2.2.24.2.2.24.2.2.24.2.2. УУУУУравнения Пуассона и Лапласа —равнения Пуассона и Лапласа —равнения Пуассона и Лапласа —равнения Пуассона и Лапласа —равнения Пуассона и Лапласа —
уравнения для потенциалауравнения для потенциалауравнения для потенциалауравнения для потенциалауравнения для потенциала

Первое уравнение электростатического поля (24.1) позволило вве�
сти потенциал соотношением (24.13). Теперь, используя второе
уравнение (24.2) и уравнение связи, можно получить уравнение,
связывающее распределение потенциала с распределением сво�
бодного заряда:

div (ε grad U) = –ρ.

В однородных средах с постоянной проницаемостью (ε = const)
имеем: ε(div grad U) = –ρ. Далее с учетом тождества
div grad U = ∆U запишем уравнение Пуассона — дифференциаль�
ное уравнение второго порядка с частными производными

.U
ρ∆ = −
ε (24.17)

В тех областях, где заряд отсутствует (ρ = 0), уравнение Пуассона
переходит в уравнение Лапласа:

∆U = 0. (24.18)

24.2.324.2.324.2.324.2.324.2.3 Две типичные задачи электростатикиДве типичные задачи электростатикиДве типичные задачи электростатикиДве типичные задачи электростатикиДве типичные задачи электростатики
Все многообразие задач электростатики можно свести к двум ти�
пам.

1. Прямая (краевая) задача заключается в расчете поля при
заданном распределении зарядов. Если среда однородна, для ре�
шения можно привлечь уравнения Пуассона (Лапласа). Как и вся�
кие дифференциальные уравнения, они имеют бесчисленное
множество решений. Для выбора единственно верного, соответ�
ствующего данной задаче, используются так называемые краевые
условия. Способ задания их может быть различным.
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При расчете поля в конечной области, ограниченной поверх�
ностью S, на этой поверхности должно быть задано: 1) либо рас�
пределение потенциала U(x, y, z); 2) либо распределение его нор�
мальной производной дU(x, y, z)/дn. Возможно также задание
смешанных условий. Для области, простирающейся в бесконеч�
ность, краевые условия должны определять поведение потенциа�
ла и его производной в бесконечности.

Если поверхность S образована эквипотенциальными прово�
дящими телами, должен быть известен потенциал каждого из них.
Задание же краевого условия второго типа физически означает
задание заряда, поскольку (24.12) с учетом (24.13) можно перепи�
сать в виде |дU/дn| = σ/ε.

В том случае, когда область состоит из однородных областей с
различными диэлектрическими проницаемостями (кусочно�одно�
родная область), поля в каждой из них должны удовлетворять гра�
ничным условиям.

Выразим граничные условия через потенциал. Так как
/ ,E Uτ = −∂ ∂τ  то из (24.5) следует условие непрерывности каса�

тельных производных 2 1/ / .U U∂ ∂τ = ∂ ∂τ  Это справедливо при не�
прерывности самого потенциала:

U
2
 = U

1
. (24.19)

Таким образом, потенциал — непрерывная функция коорди�
нат, в противном случае (24.13) теряет смысл.

Так как / ,nE U n= −∂ ∂  то из (24.6) следует второе условие,
описывающее поведение потенциала на границе:

2 1
2 1 .

U U
n n

∂ ∂−ε + ε = σ
∂ ∂ (24.20)

При решении прямой задачи расчета поля важное значение
имеет теорема единственности: из множества функций, удов�
летворяющих уравнениям поля, существует только одна, удовлет�
воряющая заданным краевым условиям и представляющая един�
ственно верное решение. На основании этого можно утверждать,
что, если нам удалось каким�то путем найти решение краевой за�
дачи, то оно и только оно является искомым решением.

Примечание. Поиск или подбор решения могут включать в себя экспери�
ментальный и интуитивный опыт, как это имело место в развитии метода
зеркальных изображений [16].



2. Обратная задача электростатики заключается в отыска�
нии зарядов по заданному распределению потенциала. Это рас�
пределение может быть найдено, например, при эксперименталь�
ном исследовании реальных устройств электротехники и
электроники.

Определение объемных зарядов по уравнению Пуассона фак�
тически сводится к дифференцированию потенциала: ρ = –ε∆U.
Поверхностный заряд на проводящих телах находят с помощью
граничного условия (24.12) σ = εEn. При наличии в поле особых
точек, где U → ∞  для поиска заряда используется уравнение в
интегральной форме (24.4).

ПРИМЕР 1. В области, ограниченной двумя бесконечными
параллельными плоскостями, находится объемный заряд (рис.
24.3а). В левой части (–h

1
< x < 0) расположен равномерно

заряженный слой отрицательных зарядов (ρ
1

< 0), в правой
части (0 < x < h

2
) — слой положительных зарядов (ρ

2
> 0).

Диэлектрическое заполнение однородное. Система зарядов
электрически нейтральна. Найти распределение потенциала
и напряженности поля.
Примечание. Условия задачи соответствуют упрощенной модели резкого
электронно�дырочного перехода в полупроводнике, когда концентрация
ионизированных примесей в месте контакта изменяется скачком, а далее
остается постоянной. Вне перехода 0.E =

�

Из условия электрической нейтральности следует, что
ρ

1
h

1
+ ρ

2
h

2
= 0. Положив ρ

2
= ρ > 0, получим ρ

1
= –ρh

2
/h

1
=

= –kr < 0. Для определенности будем считать, что h
2

> h
1
; тог�

да |ρ
1
| = kρ > ρ.

Рис. 24.3
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В первой подобласти потенциал удовлетворяет уравнению
Пуассона ∆U

1
= –ρ

1
/ε. Так как задача одномерна, U

1
= U

1
(x)

и уравнение принимает вид д2U
1
/дx2 = –ρ

1
/ε; его решение

после двукратного интегрирования

2
1 1 2( ) .

2
k

U x x A x A
ρ= + +
ε

Во второй подобласти
2

2 3 4( ) ,
2
x

U x A x A
ρ= − + +

ε
и, следовательно, для решения задачи требуется определение че�
тырех постоянных.

Выберем точку отсчета потенциала в начале координат, точ�
нее — в плоскости x = 0. Тогда из равенства U1(0) = U2(0) = 0
имеем A2 = A4 = 0. Теперь уточним краевые условия. Вне нейт�
ральной заряженной области 0.E =

�
 В этом можно убедиться, ис�

пользуя уравнение (24.4). Поэтому на левой плоскости при x = –h1

напряженность равна нулю и, значит, ∂U1/∂x = 0. На правой плос�
кости при x = h2 должно выполняться краевое условие ∂U2/∂x = 0.
Отсюда находятся постоянные A1 и A3 и окончательные выраже�
ния

1 22 2
1 2( ) , ( ) .

2 2
k k h h

U x x x U x x x
ρ ρ ρ ρ= + = − +
ε ε ε ε

Вектор E
�

 направлен от «плюса к минусу», его проекция от�
рицательна:

1 2
1 1 2 2( ), ( ).x x

kU U
E x h E x h

x x
ρ ρ∂ ∂= − = − + = − = −

∂ ε ∂ ε
Распределения потенциала U и модуля напряженности E по�

казаны на рис. 24.3б.

§ 24.3.§ 24.3.§ 24.3.§ 24.3.§ 24.3. ПОЛЯ СТПОЛЯ СТПОЛЯ СТПОЛЯ СТПОЛЯ СТАНДАРТНЫХ СИСТЕМ ЗАРЯДОВАНДАРТНЫХ СИСТЕМ ЗАРЯДОВАНДАРТНЫХ СИСТЕМ ЗАРЯДОВАНДАРТНЫХ СИСТЕМ ЗАРЯДОВАНДАРТНЫХ СИСТЕМ ЗАРЯДОВ

24.3.1.24.3.1.24.3.1.24.3.1.24.3.1. ТТТТТочечный заряд. Заряженный шарочечный заряд. Заряженный шарочечный заряд. Заряженный шарочечный заряд. Заряженный шарочечный заряд. Заряженный шар
Положительный точечный заряд q расположен в центре сфери�
ческой системы координат (рис. 24.4а). Диэлектрик однородный
(ε = const).

Очевидно, что поле в таком случае имеет центральную сим�
метрию. Его векторные линии радиальны, а эквипотенциальные



поверхности — концентрические сферы (рис. 24.4б). Используя
уравнение (24.4) в форме (23.25), найдем электрическое смеще�
ние и затем напряженность поля:

2 2
; ,

4 4r r
q q q

D E
S r r

= = =
π πε (24.21)

где S = 4pr2 – площадь сферы радиуса r.
Для определения потенциала «назначим» точку отсчета N с

координатой rN, точку наблюдения М с координатой r и наиболее
простой путь интегрирования вдоль координатной оси. Тогда в со�
ответствии с (24.16) потенциал поля точечного заряда:

1 1( ) .
4 4

Nr

r
Nr

q q
U r E dr C

r r r
⎛ ⎞= = − = +⎜ ⎟πε πε⎝ ⎠∫ (24.22)

Константа C зависит от выбора точки отсчета. Если она отне�
сена в бесконечность (т. е. rN → ∞, то C = 0 и выражение для по�
тенциала принимает наиболее простой вид:

( ) .
4

q
U r

r
=

πε (24.23)

Теперь потенциал поля положительного заряда везде являет�
ся положительным. На рис. 24.4в зависимости (24.22) и (24.23)
определяются кривыми 1 и 2 соответственно.

Примечание. Формулы (24.21) и (24.22) при r = 0 теряют смысл, посколь�
ку приводят к бесконечно большим значениям E

�

 и U. Это, конечно, след�
ствие идеализации. Под «точечным» зарядом следует понимать заряд мало�
го сферического тела (тогда r ≠ 0).

Рис. 24.4
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Поле заряда q, распределенного по объему шара любого ра�
диуса r0 так, что его плотность ρ = ρ(r) зависит только от одной
координаты, остается центрально симметричным. Вне заряда при
r > r0 поле описывается прежними формулами (24.21) и (24.23).
Они справедливы и в случае, если диэлектрическая проницаемость
вещества шара отличается от ε. Внутри заряда при r < r0 потенци�
ал монотонно возрастает и достигает экстремума при r = 0, а на�
пряженность поля в центре равна нулю.

Если шар проводящий, заряд q сосредоточен в тонком сфери�
ческом слое. Внутри шара 0,E =

�
 а потенциал постоянен. Вне

шара поле таково, как будто создается точечным зарядом, поме�
щенным в его центр.

24.3.2.24.3.2.24.3.2.24.3.2.24.3.2. Бесконечная прямая нить.Бесконечная прямая нить.Бесконечная прямая нить.Бесконечная прямая нить.Бесконечная прямая нить.
Заряженный цилиндрЗаряженный цилиндрЗаряженный цилиндрЗаряженный цилиндрЗаряженный цилиндр

Направим ось z цилиндрической системы координат вдоль нити.
На рис. 24.5а нить перпендикулярна плоскости чертежа. Нить за�
ряжена равномерно так, что на отрезке длиной l находится поло�
жительный заряд q.

Заряд, приходящийся на единицу длины τ = q/l, называется
линейной плотностью заряда. Нить находится в однородном диэ�
лектрике (ε = const).

Очевидно, что поле имеет осевую симметрию. Его векторные
линии радиальны, а эквипотенциальные поверхности — коакси�
альные цилиндры (рис. 24.5б). Используя уравнение (24.4) в фор�
ме (23.25), где S = 2πrl — площадь боковой поверхности цилинд�

Рис. 24.5



ра радиуса r и длиной l. Основания цилиндра исключаются, по�
скольку там 0.DdS =

��

Таким образом, электрическое смещение и напряженность
поля нити:

;
2

.
2

r

r

q
D

S r

E
r

τ= =
π

τ=
πε

(24.24)

Потенциал в соответствии с (24.16):

( ) (ln ln ) ln .
2 2

Nr

r N

r

U r E dr r r r Cτ τ= = − = − +
πε πε∫ (24.25)

Константа C зависит от выбора точки отсчета N. Очевидно, что
в поле нити ее нельзя отнести в бесконечность (т. е. rN → ∞); тогда
везде U(r) → ∞.

Распределение потенциала показано на рис. 24.5в. Как видно,
потенциал поля положительного заряда в области r > rN становит�
ся отрицательным.

Примечания.
1. Напряженность поля точечного заряда убывает по закону обратных квад�
ратов 1/r2. Напряженность поля нити убывает медленнее, по закону 1/r.
2. Потенциалы этих полей удовлетворяют уравнению Лапласа (24.18). На�
пример, в цилиндрических координатах

( ) ( )1 1 0.
2

UU r r
r r r r r r

∂ ∂ τ ∂∆ = = − ⋅ =
∂ ∂ πε ∂

«Кулоновский потенциал» (24.22) и «логарифмический потенциал» (24.25)
называют фундаментальными решениями уравнения Лапласа.
Пусть заряд, имеющий линейную плотность τ, распределен по объему
цилиндра любого радиуса r0 так, что его плотность ρ = ρ(r) зависит только
от одной координаты. Тогда осевая симметрия поля сохраняется, и вне
заряженного цилиндра (r > r0) справедливы формулы (24.24) и (24.25)
при условии rN > r0. Диэлектрическая проницаемость вещества цилинд�
ра может отличаться от ε. Внутреннее поле (r < r0) зависит от распреде�
ления ρ(r); на оси при r = 0 потенциал имеет экстремум, а напряжен�
ность равна нулю.
Проводящий цилиндр эквипотенциален; внутри 0,E =

�
 а внешнее поле

при r > r0 таково, как будто создается заряженной нитью, находящейся
на оси.
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24.3.3.24.3.3.24.3.3.24.3.3.24.3.3. Нейтральная система точечных зарядов.Нейтральная система точечных зарядов.Нейтральная система точечных зарядов.Нейтральная система точечных зарядов.Нейтральная система точечных зарядов.
Электрический дипольЭлектрический дипольЭлектрический дипольЭлектрический дипольЭлектрический диполь

Пусть система, состоящая из n точечных зарядов qk, находится в
однородном диэлектрике и занимает объем V (рис. 24.6а). Систе�
ма удовлетворяет условию

1

0,
n

k
k

q
=

=∑ (24.26)

т. е. является нейтральной.
Потенциал поля в точке наблюдения M записываем, исполь�

зуя (24.23) и принцип суперпозиции:

1 1

1 ,
4

n n
k

k
kk k

q
U U

r= =
= = ′πε∑ ∑ (24.27)

где —kr ′ расстояние от заряда до точки M.
Во многих задачах представляет интерес поле на больших рас�

стояниях от системы зарядов. Тогда формулу (24.27) можно пре�
образовать следующим образом. Выбрав начало координат вбли�
зи от системы, построим вектор kR

�
 к заряду qk и вектор r

�
 в точку

наблюдения. Так как модуль Rk есть характеристика размеров сис�
темы, условие больших расстояний можно записать в виде r� Rk.
В этом случае

2 2 1/2 2 1/ 2
2

( 2 ) ( 2 ) 1 ,k
k k kk

rR
r r rR R r rR r

r

⎛ ⎞′ = − + ≈ − ≈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

��� �� �

Рис. 24.6

��



и далее

2 3
1 1 11 .k k

k

rR rR
r r rr r

⎛ ⎞
≈ + = +⎜ ⎟′ ⎝ ⎠

� �� �
(24.28)

Здесь использованы приближенные формулы: при x� 1 име�
ем (1 – x)1/2 ≈ 1 – x/2; (1 – x)–1 ≈ 1 + x.

Подставляя (24.28) в (24.27), получаем выражение

3
1 1

1 ,
4 4

n n

k k k
k k

rU q q R
r r= =

= +
πε πε∑ ∑

� �
(24.29)

в котором первое слагаемое при условии (24.26) равно нулю.
Введем вектор

1

,
n

k k
k

p q R
=

= ∑
��

(24.30)

характеризующий распределение зарядов; это — электрический
(дипольный) момент нейтральной системы зарядов. Теперь из
(24.29) следует формула для расчета потенциала на больших рас�
стояниях:

3
.

4
pr

U
r

=
πε

��
(24.31)

Электрический момент не зависит от выбора начала коорди�
нат. Действительно, если сместить точку О в положение О′ вдоль
некоторого вектора ,a

�
 то новое значение .k kR R a′ = −

� � �
 При этом

момент

1 1

( ) .
n n

k k k k
k k

p q R q R a p
= =

′ ′= = − =∑ ∑
�� � �

Простейшей нейтральной системой является диполь — сово�
купность двух разноименных зарядов q1 = –q и q2 = q, располо�
женных на расстоянии l (рис. 24.6б). Дипольный момент в соот�
ветствии с (24.30)

1 1 2 2 2 1( ) .p q R q R q R R ql= + = − =
�� � � ��

(24.32)

Момент направлен от отрицательного заряда к положительному.
Определим напряженность поля нейтральной системы:

grad .E U= −
�

 Целесообразно использовать сферическую систему
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координат, поместив вектор p
�

 в ее центр и направив его вдоль
полярной оси (пунктир на рис. 24.7а). В этой системе формула
(24.31) для потенциала принимает вид

2

cos
.

4
p

U
r

θ=
πε

Вектор напряженности r rE E e E eθ θ= +
� � �

 имеет две составляю�
щие, не зависящие от азимутальной координаты j:

3 3

2 cos sin1; .
4 4r
p pU UE E

r rr rθ
θ θ∂ ∂= − = = − =

∂ ∂θπε πε (24.33)

Потенциал диполя убывает с расстоянием, как 1/r2, а напряжен�
ность — как 1/r3.

Найдем уравнение векторных линий поля. Для этого в пропор�
цию (23.8) следует внести составляющие элемента длины dl

�
 в

сферической системе координат: dr/Er = rdθ/Eθ. Далее с учетом
(24.33) получим дифференциальное уравнение

2ctg ,rEdr d d
r Eθ

= θ = θ θ

решение которого lnr = 2ln(sinθ) + lnC удобно записать в виде
r = Csin2θ. Задавая значения постоянной C, можно построить ли�
нии поля в меридиональной плоскости (рис. 24.7б).

Примечание. Если заряд распределен в объеме V с плотностью ρ, его мож�
но представить как совокупность малых зарядов ρdV. Затем вместо суммы
вида (24.27) записывается интеграл. Разложение подинтегральной функ�
ции 1/r′ в ряд Тейлора для больших расстояний приводит, как указано в [19],
к представлению: поле можно рассматривать как сумму полей мультиполей
(диполь, квадруполь, октуполь).

Рис. 24.7
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24.3.4.24.3.4.24.3.4.24.3.4.24.3.4. Две противоположно заряженные нити.Две противоположно заряженные нити.Две противоположно заряженные нити.Две противоположно заряженные нити.Две противоположно заряженные нити.
Двухпроводная линияДвухпроводная линияДвухпроводная линияДвухпроводная линияДвухпроводная линия

Рассмотрим две параллельные нити, находящиеся на расстоянии
h; линейные плотности зарядов τ1 = τ и τ2 = –τ (рис. 24.8а).

Потенциал в точке наблюдения M находим, используя выра�
жение (24.25) для потенциала поля нити и принцип суперпозиции:

1 1 2 2
1 2

1 2

2 1

1 2

ln ln
2 2

ln .
2

N N

N

N

r r
U U U

r r

r r
r r

τ τ= + = + =
πε πε

⎛ ⎞τ= ⋅⎜ ⎟πε ⎝ ⎠

Формула упрощается, если точку отсчета N поместить в плос�
кости симметрии. При этом rN1 = rN2, и потенциал определяется
только отношением расстояний до «отрицательной» и «положи�
тельной» нити:

2

1
ln .

2
r

U
r

τ=
πε (24.34)

Уравнение эквипотенциальных поверхностей r2/r1 = C описы�
вает поверхности цилиндров, оси которых параллельны нитям, но
не совпадают с ними (рис. 24.8б).

Двухпроводная линия образована проводами конечного сече�
ния. Однако в ряде случаев радиусы проводов существенно меньше
расстояния между их геометрическими осями. Таковы, например,
высоковольтная линия передачи и контактная линия троллейбуса.
Тогда можно считать, что поле каждого провода сохраняет осевую
симметрию, как поле одиночного заряженного цилиндра. Поэтому
формула (24.34) обеспечивает достаточную для расчета точность.

Рис. 24.8

�� ��
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Когда радиусы сравнимы с расстоянием, проявляется встреч�
ное смещение зарядов. Их распределение по поверхности прово�
дов становится заметно неравномерным. В этом случае при расче�
те поля используется понятие электрических осей, не совпадающих
с геометрическими осями [8]. Это прием решения краевой задачи,
когда вместо зарядов с неизвестным распределением вводятся за�
ряженные нити, но таким образом, чтобы сохранялись краевые
условия — эквипотенциальность поверхности проводов.

24.3.5.24.3.5.24.3.5.24.3.5.24.3.5. Бесконечная плоскость.Бесконечная плоскость.Бесконечная плоскость.Бесконечная плоскость.Бесконечная плоскость.
Двойной электрический слойДвойной электрический слойДвойной электрический слойДвойной электрический слойДвойной электрический слой

Бесконечная равномерно заряженная плоскость (σ = const) нахо�
дится в однородном диэлектрике (рис. 24.9а). По соображениям
симметрии вектор E

�
 перпендикулярен плоскости и по обеим сто�

ронам от нее имеет противоположные направления. Модуль поля
постоянен в двух полупространствах: E = const; поле является од�
нородным. Эквипотенциальные поверхности — также бесконеч�
ные плоскости.

Смещение D
�

 можно определить, используя уравнение (24.4).
Здесь мы воспользуемся граничными условиями (24.6). Посколь�
ку D1n = –D2n и D2n = D2x = Dx, для электрического смещения и
напряженности поля в области x > 0 имеем

; .
2 2x xD Eσ σ= =

ε (24.35)

Рис. 24.9



Потенциал в соответствии с (24.16)

( ) ( ).
2

Nx

x N

x

U x E dx x xσ= = −
ε∫ (24.36)

Как и в поле бесконечной нити, здесь точку отсчета нельзя
отнести в бесконечность. На рис. 24.9б показаны зависимости Ex(x)
и U(x). Потенциал однородного поля (24.36) — линейная функ�
ция; он становится отрицательным при |x| > |xN|.

Теперь рассмотрим систему двух противоположно заряженных
плоскостей, находящихся на расстоянии h; поверхностные плот�
ности зарядов σ1 = σ и σ2 = –σ (рис. 24.10а).

Применяя принцип суперпозиции и формулу (24.35), прихо�
дим к заключению, что между плоскостями напряженность одно�
родного поля Ex = σ/ε, а во внешней области при |x| > h/2 поле

0.E =
�

 Поместив точку отсчета в начало координат (xN = 0), по
(24.16) находим потенциал в области |x| < h/2:

0

( ) .x

x

U x E dx xσ= = −
ε∫

Распределения Ex(x) и U(x) приведены на рис. 24.10б. Раз�
ность потенциалов между положительно и отрицательно заряжен�
ными плоскостями (U1 –U2) = σh/ε.

Рис. 24.10

Глава 24 507



508 Основы теоретической электротехники

В теории используется представление о двойном электри�
ческом слое. Это — две весьма близко расположенные поверх�
ности (h → 0), заряженные так, что в противолежащих точках
σ1 = –σ2 = σ. Если не интересоваться распределением поля внут�
ри слоя, может показаться, что при переходе через него потенциал
изменяется скачком.

Примечание. В действительности непрерывность потенциала никогда не
нарушается, так как только при этом условии напряженность поля остается
конечной. Введение двойного слоя, точечного заряда, заряженной нити яв�
ляется искусственным приемом, облегчающим расчеты поля.

24.3.6.24.3.6.24.3.6.24.3.6.24.3.6. Объемный, поверхностный и линейный зарядыОбъемный, поверхностный и линейный зарядыОбъемный, поверхностный и линейный зарядыОбъемный, поверхностный и линейный зарядыОбъемный, поверхностный и линейный заряды

Выражение (24.23) для потенциала поля точечного заряда и принцип
суперпозиции позволяют указать общий метод нахождения потенци�
ала при заданном распределении зарядов в однородном диэлектрике.

Пусть заряд q распределен по объему V с объемной плотнос�
тью ρ (рис. 24.11).

Выделим элементарный объем dV с зарядом dq = ρdV. Потен�
циал в точке наблюдения M, определяемый этим элементарным
зарядом, согласно (24.23), dU = ρdV/(4πεr). Потенциал поля за�
ряда q находится в результате суммирования:

   
1 .

4
V V

dV
U dU

r
ρ= =

πε∫ ∫ (24.37)

Выражение (24.37) является
решением уравнения Лапласа
(24.18). Если точка наблюдения
лежит внутри V, то это — реше�
ние уравнения Пуассона (24.17).
Потенциал остается конечным и в
точках, где ρ ≠ 0.

Если заряд q занимает поверхность S, то его можно разбить на
элементарные заряды dq = σdS. Выражение для потенциала име�
ет вид

1 ,
4

S

dSU
r

σ=
πε ∫ (24.38)

где r — расстояние от dq до точки наблюдения.

Рис. 24.11



Если заряд q находится на нити (весьма тонком линейном про�
воде) длиной l, то dq = τdl, и потенциал

1 .
4

l

dlU
r

τ=
πε ∫ (24.39)

Формулу (24.39) нельзя использовать для прямого провода при
l → ∞. Она записана на основе (24.23), когда точка отсчета нахо�
дится в бесконечности. При этом, как следует из (24.25), потенци�
ал всюду обращается в бесконечность.

Примечание. Формулы (24.37)–(24.39) позволяют найти поле при извест�
ном распределении зарядов. Достаточно только преодолеть трудности ин�
тегрирования.

ПРИМЕР 2. Двойной электрический слой имеет форму тонкого
диска радиуса r

0
. Толщина диска h� r

0
. Заряды распределены

равномерно, так что |σ
1
| = |σ

2
| = σ = const (рис. 24.12). Найти

потенциал и напряженность поля на оси z.
Будем рассматривать тонкий электрический слой как си�

стему диполей, распределенных по площади круга радиуса r
0
.

Тогда элементу поверхности dS с зарядами dq = ±σdS согласно
(24.32) можно приписать дипольный момент dp = σhdS. По�
тенциал диполя в точке наблюдения M в соответствии с (24.31)

                  2

cos
.

4
dp

dU
R

θ=
πε

В цилиндрической системе ко�
ординат dS = rdrdϕ, cosθ = z/R,
R = (z2 + r2)1/2. Выполняя сумми�
рование потенциалов элементар�
ных диполей, получим

      2 2 1/2
0

( ) 1 .
2 ( )S

h zU z dU
z r

⎛ ⎞σ= = −⎜ ⎟⎜ ⎟ε +⎝ ⎠
∫

На положительной стороне
слоя при z = 0 потенциал
U(0) = σh/2ε. При увеличении z
потенциал стремится к нулю. Рис. 24.12
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510 Основы теоретической электротехники

Напряженность поля на оси z имеет одну составляющую
2

0
2 2 3 /2

0

( ) ;
2 ( )

z
rU hE z

z z r
∂ σ= − = ⋅
∂ ε +

на поверхности слоя E
z
(0) = σh/(2εr

0
).

При r
0

→ ∞ переходим к системе двух бесконечных заря�
женных плоскостей: U(z) = σh/2ε; E

z
(z) = 0 (см. 24.3.5).

§ 24.4.§ 24.4.§ 24.4.§ 24.4.§ 24.4. М Е ТМ Е ТМ Е ТМ Е ТМ Е ТОООООД ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ЗАРЯДОВД ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ЗАРЯДОВД ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ЗАРЯДОВД ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ЗАРЯДОВД ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ЗАРЯДОВ

24.4.1.24.4.1.24.4.1.24.4.1.24.4.1. ГГГГГраница диэлектрика и проводникараница диэлектрика и проводникараница диэлектрика и проводникараница диэлектрика и проводникараница диэлектрика и проводника

Пусть точечный заряд q > 0 расположен на высоте h над беско�
нечной плоской границей раздела диэлектрик–проводник
(рис. 24.13а). Поле в проводнике отсутствует ( 0),E =

�
 граница —

эквипотенциальна (U = 0). Поле в диэлектрике подлежит опреде�
лению.

Отметим сложность задачи. Векторные линии поля начинают�
ся на положительном заряде и заканчиваются на проводнике, где
находятся индуцированные поверхностные заряды (свободные и
связанные). Искомое поле есть результат суперпозиции полей за�
данного заряда q и поверхностных зарядов, распределение кото�
рых неизвестно и, в свою очередь, зависит от искомого поля. Это
следует из граничных условий σ = εEn и σCB= –Pn = (ε0 – ε)En.

Рис. 24.13



Однако задача решается очень просто, если воспользоваться
следующей идеей. Будем считать, что поле поверхностных заря�
дов таково, будто создается точечным «зарядом�эквивалентом»
q′ = –q, находящимся в точке x = –h. При этом проводник уст�
раняется, а все пространство заполняется однородным диэлект�
риком (рис. 24.13б).

Эту систему зарядов называют расчетной моделью исходной
задачи. Модель «работает» при x� 0 и позволяет элементарно
рассчитать искомое поле. Например, потенциал в точке M нахо�
дится на основании принципа суперпозиции как сумма потенциа�
лов (24.23) точечных зарядов в однородной среде:

( )1 1 .
4 4 4

q q q
U

r r r r
′

= + = −′ ′πε πε πε (24.40)

Остается определить, достоверна ли столь простая модель и
правильно ли эквивалентный заряд выражает действие поверхно�
стных зарядов.

Для обоснования метода эквивалентных зарядов привлекает�
ся теорема единственности (см. 24.2.3). Действительно, «постро�
енная» функция (24.40) удовлетворяет уравнению Лапласа. Кро�
ме того, она удовлетворяет краевым условиям исходной задачи,
так как обращается в нуль в плоскости x = 0 (при r = r′). Поэтому,
как утверждает теорема, функция (24.40) является единственным
и верным решением.

Примечание. Рассмотренный подход носит также историческое наимено�
вание «метод зеркальных изображений». Здесь усматривается аналогия:
q — пламя свечи, q′ — его отражение в зеркале.

Приведем задачи, которые легко решаются в рамках расчет�
ной модели.

1. Сила притяжения заряда к проводящей плоскости:

2

2 2

| |
,

4 (2 ) 16
q q

f qE q
h h

′′= = =
πε πε

где E′ = E(q′) — напряженность поля (внешнего для заряда q),
создаваемого зарядами на плоскости. Такая «сила зеркального
изображения» действует на электрон, покинувший металл при тер�
моэлектронной эмиссии.
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2. Работа по удалению заряда из точки с координатой x = h0 в
бесконечность («работа выхода»):

0

2

0
.

16
h

q
A fdh

h

∞

= =
πε∫

3. Напряженность поля в точке плоскости с координатой y при
r = r′ = (h2 + y2)1/2 находится в результате суммирования

( ) ( ):E E q E q′= +
� � �

2 2 2 3/2
( ) 2 .

4 2 ( )
x

q qhhE y
rr h y

= − ⋅ ⋅ = −
πε πε +

4. Плотность свободного заряда σ = Dx = εEx < 0; плотность
связанного заряда σCB = (ε0 – ε)Ex > 0. Плотности максимальны
под зарядом q (y = 0).

5. Полный свободный заряд на бесконечной плоскости равен
–q. Он определяется путем интегрирования плотности σ по всей
плоскости или с использованием уравнения (24.4).

24.4.2.24.4.2.24.4.2.24.4.2.24.4.2. ГГГГГраница двух диэлектриковраница двух диэлектриковраница двух диэлектриковраница двух диэлектриковраница двух диэлектриков

Пусть источник поля — точечный заряд q > 0 расположен над бес!
конечной плоской границей раздела двух диэлектриков с различ!
ными проницаемостями (рис. 25.14а). Свободный заряд на грани!
це отсутствует (σ = 0). Поверхностный заряд является следствием
поляризации. Плотность связанного заряда в соответствии с гра!
ничным условием (24.10) определяется полем у границы, но это
поле в свою очередь зависит от неизвестного нам распределения

Рис. 24.14

12
12
12 123

123ε1 ε2



связанного заряда. Таким образом, задача расчета поля является
достаточно сложной.

Для того, чтобы учесть влияние поверхностного связанного
заряда на поле заряда q, построим две расчетные модели. Будем
полагать, что в первой среде (x� 0) поле таково, будто создается
зарядом q и зарядом�эквивалентом q′, расположенным в точке
x = –h. Оба заряда находятся в однородном диэлектрике с прони�
цаемостью ε1 (рис. 24.14б). В таком случае потенциал поля в точ�
ке с координатами x, y, z

1
1 1

2 2 2 2 2 21

4 4

1 .
4 ( ) ( )

q q
U

r r

q q

x h y z x h y z

′
= + =′πε πε

⎛ ⎞′
⎜ ⎟= +⎜ ⎟πε − + + + + +⎝ ⎠

(24.41)

Далее положим, что во второй среде (x � 0) поле таково, буд�
то создается только одним зарядом�эквивалентом q″, расположен�
ным в точке x = h. Окружающая среда — однородный диэлектрик
с проницаемостью ε2 (рис. 24.14в). Потенциал поля

2
2 2 22 2

.
4 4 ( )

q q
U

r x h y z

′′ ′′
= =′′πε πε − + + (24.42)

Для определения неизвестных эквивалентных зарядов q′ и q″
подчиним поля (24.41) и (24.42) граничным условиям (24.19) и
(24.20). На поверхности раздела диэлектриков при x = 0

1 2
1 2 1 2; ,

U U
U U

x x
∂ ∂= ε = ε
∂ ∂ (24.43)

поскольку σ = 0.
Первое условие (непрерывность потенциала) в (24.43) приво�

дит к уравнению

1 2
,

q q q′ ′′+ =
ε ε

а второе (непрерывность нормальной составляющей смещения)
— к уравнению

q – q′ = q″.
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Совместное решение дает:

1 2 2

1 2 1 2

2
; .q q q q

ε − ε ε′ ′′= =
ε + ε ε + ε (24.44)

Таким образом, найдены все параметры двух расчетных моде�
лей, показанных на рис. 24.14б, в. Нужно помнить, что в первой
модели область расчета поля x � 0, а во второй — x� 0.

На основании теоремы единственности (см. 24.2.3) можно ут�
верждать, что модели дают истинное и единственное решение. Дей�
ствительно, функции (24.41) и (24.42), являясь «кулоновскими
потенциалами» вида (24.23), удовлетворяют уравнению Лапласа
и при выполнении (24.44) — краевым (граничным) условиям ис�
ходной задачи.

Линии поля ( )E q
�

 заряда, находящегося в однородной среде,
радиальны (см. рис. 24.4б). При наличии границы поле в первой
среде (при x � 0) — результат суперпозиции: 1 ( ) ( ).E E q E q′= +

� � �

Если ε2 > ε1, то q′ < 0 и линии поля (прежде радиальные) искрив�
ляются, как в системе двух разноименных зарядов. Поле «втяги�
вается» в среду с большей проницаемостью.

Линии поля 2 2 ( )E E q′′=
� �

 во второй среде (при x� 0) — пря�
мые (лучи), исходящие из точки x = h.

Примечания:
1. Знак q′ соответствует знаку поверхностных связанных зарядов: при ε2 > ε1
поверхность заряжена отрицательно.
2. На заряд q действует сила

1 2 2
2

1 1 2

| |
( ) ;

16 ( )
f qE q q

h
ε − ε′= =

πε ε + ε

при ε2 > ε1 — это сила притяжения.
3. Если вторая среда — проводник, работает только первая модель. Формально
можно принять ε2 = ∞ (см. 24.1.1) и тогда из (24.44) следует q′ = –q.
4. Если источник поля — заряженная нить, в моделях и (24.44) произво�
дится замена q на τ.

24.4.3.24.4.3.24.4.3.24.4.3.24.4.3. Расчетная модель при двух проводящих границахРасчетная модель при двух проводящих границахРасчетная модель при двух проводящих границахРасчетная модель при двух проводящих границахРасчетная модель при двух проводящих границах

Пусть равномерно заряженная нить, несущая заряд с линейной
плотностью τ, находится в средней части области, образованной
двумя параллельными бесконечными проводящими плоскостями
— пластинами 1 и 2 (рис. 24.15а). Нить направлена по оси z. Ди�



электрическое заполнение однородно (ε = const). Требуется най�
ти распределение потенциала в указанной области, полагая по�
тенциал пластин U = 0.

Поставленная задача относится к числу краевых задач для урав�
нения Лапласа. Проведем ее решение методом эквивалентных за�
рядов (методом зеркальных изображений). Построение расчетной
модели можно начать с введения нити с плотностью заряда τ1, т. е.
с отображения заданного заряда τ в плоскости 1 (рис. 24.15б).
Заряды τ и τ1 = –τ согласно (24.34) обеспечивают на ней нулевой
потенциал; потенциал же нижней плоскости 2 отличен от нуля.
Для того, чтобы восстановить краевое условие, вводим заряды�
эквиваленты 1 2и ,′τ τ  т. е. отображения τ и τ1 в нижней плоскости
2. Система зарядов τ, τ1, 1 2и′τ τ  обеспечивает на ней нулевой по�
тенциал. Однако теперь нарушается краевое условие на верхней
плоскости 1, которое может быть удовлетворено путем отображе�
ния в ней пары зарядов 1 2и .′τ τ  Так появляются 2 3и .′τ τ  В резуль�
тате исходной задаче соответствует расчетная модель в виде бес�
конечной системы заряженных нитей, расположенных в однородном
диэлектрике на расстоянии h друг от друга. Попарным объедине�
нием разноименных зарядов τ и τ1, 1 2и ,′ ′τ τ  τ2 и τ3 и т. д. система
сводится к бесконечному числу пар противоположно заряжен�
ных нитей (линейных двухпроводных линий). Применив выраже�
ния (24.34) для потенциала линии и принцип суперпозиции, по�
лучаем искомое выражение для потенциала в точке наблюдения M:

Рис. 24.15
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[ ]
2 2

1
221

( )
( , ) ( 1) ln ,

4 ( 1)
m

m

y mh x
U x y

y m h x

∞
−

=

+ −τ= −
πε + − +

∑

причем в начале координат U(0,0) = ∞; это — особая точка поля.
Примечание. Расчетная модель может быть построена и в том случае, ког�
да проводящие плоскости образуют двугранный угол θ = π/n, где n — це�
лое число [8]. При θ = π/2 эквипотенциальность плоскостей обеспечива�
ется заданным зарядом и тремя изображениями.

24.4.4.24.4.4.24.4.4.24.4.4.24.4.4. Изображение в проводящей сфереИзображение в проводящей сфереИзображение в проводящей сфереИзображение в проводящей сфереИзображение в проводящей сфере

Пусть точечный заряд q > 0 расположен в однородном диэлектрике
(ε = const) на расстоянии h от поверхности проводящей сферы ради�
усом r0. Сфера заземлена, ее потенциал U = 0. (рис. 24.16а). Требует�
ся построить расчетную модель для определения поля в диэлектрике.

На поверхности сферы находится индуцированный заряд. Для
того чтобы учесть его влияние на поле заряда q, заполним все про�
странство диэлектриком, а в некоторую точку на расстоянии h′
«внутри сферы» поместим заряд�эквивалент q′ = –kq (рис. 24.16б).

В расчетной модели заряд q′ и расстояние h′ подбираются так,
чтобы поле зарядов q и q′ имело поверхность нулевого потенциа�
ла, совпадающую с заземленной сферой.

Потенциал в точке M

2 2
0 0 00

2 2
0 0 00

1 1
4 4 ( ) 2 ( )cos

( ) 2 ( )cos

q q q
U

r r r r h r r h

k

r r h r r h

⎡′⎛ ⎞ ⎢= + = −⎜ ⎟′πε πε⎝ ⎠ ⎢ + + − + θ⎣
⎤
⎥−

′ ′ ⎥+ − − − θ ⎦

Рис. 24.16
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равен нулю (при любом θ), если выполняются равенства

2 2 2 2 2 2
0 0 0 00 0( ) ( ) , ( ) ( ).k r r h r r h k r h r h′ ′+ + = + − + = −⎡ ⎤⎣ ⎦

Решив эти уравнения, найдем параметры расчетной модели:

0 0

0 0
; .

r r
q kq q h h

r h r h
′ ′= − = − =

+ +

При r0 → ∞ приходим к задаче о плоской проводящей границе:
q′ = –q; h′ = h (см. 24.4.1).

Примечания:
1. Индуцированный на сфере заряд равен заряду#эквиваленту. При этом
|q′| < q, так как в отличие от задачи в 24.4.1 рассматриваемую систему
«заряд–сфера» нельзя считать замкнутой: не все линии поля имеют стоки
на сфере (см. рис. 24.16а).
2. В случае изолированной сферы ее потенциал не равен нулю, но равен нулю
заряд. Расчетная модель дополняется зарядом (–q′) = kq, помещенным в центр
сферы. Изображением заряда q является диполь с моментом p = kq(r0 – h′).
3. Решение краевой задачи о диэлектрическом шаре в поле точечного заря#
да приведено в [19].

§ 24.5.§ 24.5.§ 24.5.§ 24.5.§ 24.5. ПЛОСКПЛОСКПЛОСКПЛОСКПЛОСКОПАРОПАРОПАРОПАРОПАРАЛЛЕЛЬНОЕАЛЛЕЛЬНОЕАЛЛЕЛЬНОЕАЛЛЕЛЬНОЕАЛЛЕЛЬНОЕ
ЭЛЕКТРОСТЭЛЕКТРОСТЭЛЕКТРОСТЭЛЕКТРОСТЭЛЕКТРОСТАААААТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКОЕ ПОЛЕОЕ ПОЛЕОЕ ПОЛЕОЕ ПОЛЕОЕ ПОЛЕ

24.5.1.24.5.1.24.5.1.24.5.1.24.5.1. Общее решение уравнения ЛапласаОбщее решение уравнения ЛапласаОбщее решение уравнения ЛапласаОбщее решение уравнения ЛапласаОбщее решение уравнения Лапласа
в декартовых координатахв декартовых координатахв декартовых координатахв декартовых координатахв декартовых координатах

Рассмотрим поле, потенциал которого зависит только от двух ко#
ординат (двухмерная задача). Это значит, что картина поля повто#
ряется во всех плоскостях, перпендикулярных третьей координат#
ной оси. Такое поле называется плоскопараллельным.

В декартовых координатах можно положить U = U(x, y), и тогда
уравнение Лапласа (24.18) ∆U = 0 принимает вид:

2 2

2 2
0.U U

x y
∂ ∂+ =
∂ ∂ (24.45)

Найдем решение уравнения методом разделения переменных
(методом Фурье), в соответствии с которым U(x, y) представляет#
ся в виде произведения двух функций:

U(x, y) = X(x)Y(y). (24.46)
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Каждая из функций зависит только от одной переменной.
Подставляя (24.46) в уравнение (24.45) и деля каждое из сла�

гаемых на произведение (24.46), получаем:

2 2

2 2
1 1 0.X Y
X Yx y

∂ ∂+ =
∂ ∂ (24.47)

Первое слагаемое в (24.47) зависит только от x, а второе —
только от y. Поскольку x и y — независимые переменные, уравне�
ние (24.47) будет удовлетворяться всегда, если

2 2

2 2
1 1, ,X YM M
X Yx y

∂ ∂= = −
∂ ∂ (24.48)

где M — произвольная постоянная.
Как видно из (24.48), методом разделения переменных уравне�

ние с частными производными приводится к двум обыкновенным
дифференциальным уравнениям. Задавая константу в виде M = m2,
можно получить решения Xm и Ym, а затем по (24.46) Um = XmYm —
частное решение уравнения Лапласа для заданного m. Если поло�
жить, что M > 0, то решение первого уравнения в (24.48)

X
m

= A
m

emx + B
m

e–mx. (24.49)

Возможна также запись решения с использованием гипербо�
лических функций:

X
m

= A
m

shmx + B
m

chmx, (24.50)

причем в (24.50) shα = (eα – e–α)/2; chα = (eα + e–α)/2.
Решение второго уравнения в (24.48)

Y
m

= C
m

sinmy + D
m

cosmy (24.51)

содержит тригонометрические функции.
Общее решение уравнения Лапласа является суммой частных:

( )( )( , ) sh ch sin cos .m m m m
m

U x y A mx B mx C my D my= + +∑ (24.52)

В одномерных задачах, где потенциал зависит лишь от одной
координаты, например от y, при постоянной m = 0 решение следу�
ет из (24.52). Если учесть, что при малых аргументах cosmy ≈ 1, а
sinmy ≈ my, то U(y) = D0y + C0, что соответствует потенциалу од�
нородного поля: Ey = –∂U/∂y = –D0.



При расчете плоскопараллельных полей в конкретных задачах
из общего решения (24.52) нужно выбрать необходимые функции
и постоянные, руководствуясь физическими соображениями и кра!
евыми условиями.

В качестве иллюстрации найдем
частное решение Um(x, y) для сетки из
бесконечных одинаково заряженных
линейных проводов; шаг сетки — a
(рис. 24.17).

Очевидно, что потенциал должен
убывать с ростом x и быть четной фун!
кцией y. Выбирая «подходящие» функции из (24.49) и (24.51),
принимаем Um = Ame–mxcosmy. Чтобы обеспечить периодичность
по y, следует принять m = 2πk/a, k = 1, 2, … .

Примечание. В формулах (24.49)–(24.52) всегда возможна замена x на y,
y на x.

24.5.2.24.5.2.24.5.2.24.5.2.24.5.2. Поле внутри полубесконечной полосыПоле внутри полубесконечной полосыПоле внутри полубесконечной полосыПоле внутри полубесконечной полосыПоле внутри полубесконечной полосы

Рассмотрим область поля 0� x� a; 0� y� ∞, ограниченную про!
водящими (металлическими) пластинами. Боковые полубес!
конечные стороны x = 0 и x = a имеют потенциал, равный нулю.
Потенциал нижней стороны y = 0 равен U0 (рис. 24.18). Диэлект!
рик однородный.

Краевые условия записываются
следующим образом: U(0, y) = 0;
U(a, y) = 0; U(x, 0) = U0; U(x, ∞) = 0.
Первому и четвертому условиям удов!
летворяет только комбинация функций
(24.49) и (24.51):

        Um(x, y) = Ame–mysinmx.

Второе условие удовлетворяется,
если m = kπ/a при k = 1, 2, … . Следо!
вательно, общее решение уравнения
Лапласа

1

( , ) sin
k y
ak

k

kU x y A e x
a

∞ π−

=

π= ∑ (24.53)

.

Рис. 24.17

Рис. 24.18
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содержит константы Ak, которые определяются по третьему крае�
вому условию. На нижней пластине (y = 0) согласно (24.53) по�
тенциал

0
1

( ,0) sink
k

kU x U A x
a

∞

=

π= = ∑ (24.54)

представляет собой разложение непериодической функции
U(x, 0) = U0 на промежутке 0� x � a в ряд Фурье по синусам.
Коэффициенты разложения находятся по формуле вида (7.3) при
нечетном продолжении U(x, 0) с периодом T = 2a:

0

2 ( ,0)sin .
a

k
kA U x xdx

a a
π= ∫ (24.55)

Формулы (24.55) и (24.53) выражают результат решения кра�
евой задачи. Вначале проводится определение коэффициентов Ak,
затем — расчет потенциала U(x, y). Фиксируем некоторый уро�
вень y = y0. Тогда формулу (24.53) можно трактовать как пред�
ставление U(x, y0) в виде суммы пространственных гармоник по�
тенциала с частотами kπ/a.

С учетом того, что U(x, 0) = U0 = const, из (24.54) следует
Ak = 4U0/(kπ) при k = 1, 3, 5, …, т. е. четные гармоники отсутству�
ют. Ряд (25.53) принимает вид

0

1, 3, ...

4 1( , ) sin .
k y
a

k

U kU x y e x
k a

π−

=

π=
π ∑

На уровне y0 = a/4 ряд сходится очень быстро:

( ) ( )
( )

0 / 4 3 /4

0

4 1 3, 4 sin sin ...
3

30,59sin 0,04sin ... ,

U
U x a e x e x

a a

x x U
a a

−π − ππ π= + + =
π

π π= + +

причем в точке x = a/2 потенциал равен 0,55U0.
Примечания:
1. Условие однородности диэлектрика позволяет использовать уравнение
Лапласа. Но поле от проницаемости ε не зависит.
2. Краевое условие на нижней стороне области — это «прямоугольный
импульс» потенциала U(0, x) = U0[δ1(x) – δ1(x – a)]. При его нечетном про�
должении получаем «меандр». Поэтому спектр kkA jA= −�  аналогичен спек�
тру этого известного временного сигнала.



§ 24.6.§ 24.6.§ 24.6.§ 24.6.§ 24.6. И М П УИ М П УИ М П УИ М П УИ М П УЛЬСНАЯ ФЛЬСНАЯ ФЛЬСНАЯ ФЛЬСНАЯ ФЛЬСНАЯ ФУНКЦИЯ В ЭЛЕКТРОСТУНКЦИЯ В ЭЛЕКТРОСТУНКЦИЯ В ЭЛЕКТРОСТУНКЦИЯ В ЭЛЕКТРОСТУНКЦИЯ В ЭЛЕКТРОСТАААААТИКЕТИКЕТИКЕТИКЕТИКЕ

24.6.1.24.6.1.24.6.1.24.6.1.24.6.1. Дельта�функция в трехмерной областиДельта�функция в трехмерной областиДельта�функция в трехмерной областиДельта�функция в трехмерной областиДельта�функция в трехмерной области

Проведем обобщение на трехмерную область свойств дельта�фун�
кции (рис. 24.19а).

1. Определение:
, ,

( )
0, .

r r
r r

r r

′∞ =⎧′δ − = ⎨ ′≠⎩

� �
� �

� �

2. Свойство выборки по объему V:

0, ( ) вне ,
( ) ( )

( ), ( ) внутри .
V

M r V
f r r r dV

f r M r V

′⎧′δ − = ⎨ ′ ′⎩∫
�

� � �
� �

3. Интеграл от дельта�функции — частный случай при ( ) 1:f r =�

0, ( ) вне ,
( )

1, ( ) внутри .
V

M r V
r r dV

M r V

′⎧′δ − = ⎨ ′⎩∫
�

� �
�

Импульсная функция используется для устранения особенно�
стей (бесконечно большие плотности) в случаях точечных и ли�
нейных зарядов, поверхностных зарядов и токов. Приведем два
примера.

Пусть заряд q располагается в точке с координатой .r ′�  Его
объемная плотность в этой точке бесконечно велика, а во всех
остальных точках пространства равна нулю. Введя координату r

�

Рис. 24.19
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точки наблюдения, можно записать объемную плотность точечно�
го заряда в виде

( ) ( ),r q r r ′ρ = δ −� � �
(24.56)

т. е. заряд «размазан» по объему V:

( ) ( ) ,
V V

r dV q r r dV q′ρ = δ − =∫ ∫
� � �

если V включает точку .r r ′=
� �

 Используя (24.55), кулоновский по�
тенциал поля точечного заряда (24.23) можно записать в виде
(24.37) — потенциала поля объемного заряда.

Пусть заряженная нить расположена в плоскости S перпенди�
кулярно оси x; линейная плотность заряда τ = const (рис. 24.19б).
Заряд участка длиной l можно представить распределенным по
плоскости S с плотностью

σ(x) = τδ(x). (24.57)

Действительно, вычисляя полный заряд плоскости, получаем

( ) ( ) .
S S

x dS l x dx lσ = τ δ = τ∫ ∫
Здесь использована одномерная импульсная функция. При

смещении начала координат влево на x′ представление (24.57) при�
нимает вид

σ(x) = τδ(x – x′). (24.58)

24.6.2.24.6.2.24.6.2.24.6.2.24.6.2. Заряженная нить между проводящими плоскостямиЗаряженная нить между проводящими плоскостямиЗаряженная нить между проводящими плоскостямиЗаряженная нить между проводящими плоскостямиЗаряженная нить между проводящими плоскостями
Заряженная нить, имеющая линейную плотность заряда τ, распо�
ложена между бесконечными параллельными проводящими (ме�
таллическими) плоскостями (рис. 24.20а). Диэлектрическое за�
полнение однородно. Требуется найти распределение потенциала,
считая потенциал плоскостей равным нулю.

Решение подобной краевой задачи методом эквивалентных заря�
дов приведено в 24.4.3. Здесь воспользуемся решением уравнения
Лапласа для плоскопараллельного поля и представлением (24.57).

Введем одномерную импульсную функцию δ(x – b), описыва�
ющую распределение заряда (в вертикальной плоскости в зоне
0 � x� a, y = 0) с плотностью σ(x) = τδ(x – b). Теперь заданная



область разделяется на две области 1 и 2 условно заряженной по�
верхностью.

Искомые потенциалы U1(x, y) и U2(x, y) должны удовлетво�
рять краевым условиям U1, 2(0, y) = 0, U1, 2(a, y) = 0 и условию на
бесконечности U1, 2(x, y) → 0 при |y| → ∞. Иными словами, каж�
дая область — это полубесконечная полоса, поле которой иссле�
довано в 24.5.2. Это позволяет записать на основании (24.53):

1 2
1 1

( , ) sin , ( , ) sin .
k ky y
a ak k

k k

k kU x y A e x U x y B e x
a a

∞ ∞π π−

= =

π π= =∑ ∑

В точках заряженной поверхности (при y = 0) потенциалы под�
чиняются граничным условиям (24.19) и (24.20):

U
1

= U
2
; 

1 2 .
U U
y y

∂ ∂ σ− =
∂ ∂ ε

Из первого условия следует равенство Ak = Bk. Тогда второе
условие приводит к соотношению

1 1

2( ) sin sin ,k k
k k

k k kx b A x D x
a a a

∞ ∞

= =

τ π π πδ − = =
ε ∑ ∑

совпадающее по форме с (24.54). Коэффициенты этого ряда опре�
деляются в соответствии с (24.55):

0

2 2 2( )sin sin ,
a

k k
k k kD A x b xdx b
a a a a a

π τ π τ π= = δ − =
ε ε∫ (24.59)

причем в (24.59) учтено свойство выборки дельта�функции.

Рис. 24.20
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Из (24.59) находят значения Ak. Окончательно потенциал поля
представляется в виде суммы пространственных гармоник:

( )
1

1( , ) sin sin .
k y
a

k

k kU x y b e x
k a a

∞ π−

=

τ π π=
πε ∑

Составляющие напряженности поля Ex = –∂U/∂x и Ey =
= –∂U/∂y. На рис. 24.20б приведена картина поля.

Примечание. Эта формула при b = a/2 и формула, полученная методом
эквивалентных зарядов (см. 24.4.3), дают одинаковые результаты.

§ 24.7.§ 24.7.§ 24.7.§ 24.7.§ 24.7. ШАР В ОШАР В ОШАР В ОШАР В ОШАР В ОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОДНОРОД Н ОД Н ОД Н ОД Н ОД Н ОМ ЭЛЕКТРОСТМ ЭЛЕКТРОСТМ ЭЛЕКТРОСТМ ЭЛЕКТРОСТМ ЭЛЕКТРОСТАААААТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКОООООМ ПОЛЕМ ПОЛЕМ ПОЛЕМ ПОЛЕМ ПОЛЕ

24.7.1.24.7.1.24.7.1.24.7.1.24.7.1. Решение краевой задачиРешение краевой задачиРешение краевой задачиРешение краевой задачиРешение краевой задачи
в кусочно#однородном  диэлектрике. Потенциалв кусочно#однородном  диэлектрике. Потенциалв кусочно#однородном  диэлектрике. Потенциалв кусочно#однородном  диэлектрике. Потенциалв кусочно#однородном  диэлектрике. Потенциал

В диэлектрике (проницаемость ε1) создано однородное поле

0 const.E =
�

 В это поле вносится диэлектрический шар (проницае'
мость ε2), радиус которого r0. Требуется найти результирующее
поле внутри и вне шара.

В поставленной краевой задаче область определения поля бес'
конечна и состоит из двух однородных подобластей. В каждой из
них поле описывается уравнением Лапласа.

Для решения целесообразно использовать сферическую систему
координат, направив полярную ось z по вектору внешнего поля 0E

�

(ри. 24.21а). Тогда потенциал зависит только от координат r и θ; он не

Рис. 24.21



зависит от координаты ϕ, которая отсчитывается в плоскости, пер�
пендикулярной вектору 0.E

�
 Такое поле называется плоскомеридиан�

ным. так как одинаково во всех меридианных плоскостях ϕ = const.
В этом случае решение уравнения Лапласа

( ) ( )2
2 2

1 1 sin 0
sin

U UU r
r rr r

∂ ∂ ∂ ∂∆ = + θ =
∂ ∂ ∂θ ∂θθ

можно получить методом разделения переменных в виде

( )2( , ) cos ,U r Ar Br C−θ = + θ +

где A, B и C — постоянные, которые подлежат определению.
Положим потенциал равным нулю в плоскости, перпендику�

лярной оси z и проходящей через центр шара: U(r, π/2) = 0. От�
сюда следует C = 0. Потенциал внутри шара (0� r� r0)

( ) ( )2
2 2 2, cosU r A r B r −θ = + θ

должен оставаться конечным. Это возможно, если B2 = 0, и по�
этому

U
2
(r, θ) = A

2
rcosθ. (24.60)

Потенциал вне шара (r� r0)

U
1
(r, θ) = (A

1
r + B

1
r–2)cosθ (24.61)

должен удовлетворять условию на бесконечности: при r → ∞ вли�
яние шара на внешнее («приложенное») поле исчезает. Следова�
тельно, потенциал должен совпадать с потенциалом однородного
поля 0;E

�
 в соответствии с (24.16)

0

0 0 0 0( ) cos .
z

U z E dz E z E r= = − = − θ∫ (24.62)

Сравнивая (24.61) и (24.62) при условии r → ∞, находим
A1 = –E0, т. е. потенциал поля вне шара

U
2
(r, θ) = (–E

0
r + B

1
r–2)cosθ. (24.63)

Две константы A2 и B1 определяем, подчиняя поля (24.60) и (24.63)
граничным условиям (24.19) и (24.20) на поверхности шара при r = r0:

U
1

= U
2
;  1 2

1 2 .
U U
r r

∂ ∂ε = ε
∂ ∂ (24.64)
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Здесь учтено, что σ = 0, а нормалью к границе служит ось r. Два
граничных условия (24.64) приводят к системе уравнений

( )2 3
2 0 0 0 1 2 2 1 0 10 0, 2 ,A r E r B r A E B r− −= − + ε = ε − −

из которой определяют A2 и B1. Окончательные выражения для
потенциалов:

3
02 1

1 0 0 02
1 2

cos cos ,
2 p

r
U E r E U U

r
ε − ε= − θ + ⋅ θ = +
ε + ε (24.65)

1 1
2 0 0

1 2 1 2

3 3
cos .

2 2
U E r E z

ε ε= − θ = −
ε + ε ε + ε (24.66)

Из (24.66) следует, что поле внутри шара, как и приложенное
поле, является однородным. Эквипотенциальные плоскости
U2 = const перпендикулярны оси z. Распределение потенциала
U = U1, 2 вдоль оси z при ε2 > ε1 показано на рис. 24.21б. Пунктир%
ная прямая — потенциал приложенного поля U0 = –E0z. При при%
ближении к поверхности шара происходит «деформация поля» (не%
прерывный переход от U0 к U1, 2).

24.7.2.24.7.2.24.7.2.24.7.2.24.7.2. Электрический (дипольный) момент шараЭлектрический (дипольный) момент шараЭлектрический (дипольный) момент шараЭлектрический (дипольный) момент шараЭлектрический (дипольный) момент шара

Потенциал (24.65) поля вне шара имеет две составляющие: к потен%
циалу U0 добавляется потенциал Up. Эта «добавка» — поле связан%
ных зарядов, которые находятся на поверхности шара. В случае ε2 > ε1

в результате поляризации слева (при z < 0) собираются отрицатель%
ные заряды, а на правом полушарии (при z > 0) — положительные.

Зависимость Up от координат (Up ≈ cosθ/r2) позволяет уподо%
бить шар электрическому диполю, помещенному в точку O при
условии, что среда всюду имеет проницаемость ε1. Действительно,
в соответствии с (24.31) дипольный потенциал U = pcosθ/(4πε1r2).
Сравнение выражений U и Up из (24.65) приводит к формуле для
эквивалентного дипольного момента шара:

2 13
1 00

1 2
4 .

2
p r E

ε − ε= πε
ε + ε

��
(24.67)

Модуль момента пропорционален напряженности E0. При ε2 > ε1

направления p
�

 и 0E
�

 совпадают; при ε2 < ε1 направления противопо%
ложны (на левом полушарии собираются положительные заряды).



Теперь потенциал вне шара можно записать в виде

1 0 2
1

cos
cos ,

p
U E r

r
θ= − θ +

4πε (24.68)

причем в (24.68) при ε2 < ε1 момент p < 0.

24.7.3.24.7.3.24.7.3.24.7.3.24.7.3. Напряженность поляНапряженность поляНапряженность поляНапряженность поляНапряженность поля

Поскольку 1 1grad ,E U= −
�

 из (24.68) легко получаются вы�
ражения для двух составляющих вектора напряженности внеш�
него поля:

1
1 0 3

1

2 cos
cos ,

4r
pU

E E
r r

θ∂= − = θ +
∂ πε (24.69)

1
1 0 3

1

sin1 sin .
4
pU

E E
r rθ

θ∂= − = − θ +
∂θ πε (24.70)

При ε2 > ε1 (когда p > 0) напряженность E1r максимальна у
полюсов шара в точках 1 и 3 при θ = π и θ = 0 (рис. 24.22). На
экваторе в точках 2 и 4 при θ = ±π/2 имеется только касательная
составляющая (E1r = 0).

Вектор напряженности внутреннего поля согласно (24.66) име�
ет одну составляющую E2z = –∂U2/∂z; в векторной форме

1
2 0

3
,

2
E E

1 2

ε=
ε + ε

� �
(24.71)

т. е. внутри шара поле однородно и вектор 2E
�

 по направлению
совпадает с приложенным полем 0E

�
 (см. рис. 24.22). При ε2 > ε1

происходит ослабление поля и E2 < E0; если ε2 � ε1, то E2 � E0.
При этом почти утраивается на�
пряженность поля у полюсов вне
шара. При ε2 < ε1 внутреннее
поле E2 ≈ E0. Например, в случае
ε1 = 10ε0, ε2 = ε0 (воздушное
включение) E2 ≈ 1,5E0. Такая си�
туация может привести к разви�
тию пробоя изоляции из�за элек�
трического разряда внутри
включения. Рис. 24.22
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24.7.4.24.7.4.24.7.4.24.7.4.24.7.4. ПроводящийПроводящийПроводящийПроводящийПроводящий
(металлический) шар(металлический) шар(металлический) шар(металлический) шар(металлический) шар

Найденное решение распространим на случай проводящего шара.
Для этого достаточно принять ε2 → ∞. Тогда из (24.66) следует, что
потенциал шара U2 = 0 (проводящее тело эквипотенциально, а
точка отсчета была выбрана в центре). Из (24.71) вытекает есте"
ственный результат: 2 0.E =

�

Для дипольного момента шара из (24.67) получаем:

3
1 004 .p r E= πε
��

Напряженность внешнего поля определяется формулами
(24.69) и (24.70). На поверхности шара при r = r0 имеется только
нормальная составляющая E1r = 3E0cosθ; E1θ = 0. В диэлект"
рике на экваторе E1 = 0, а у полюсов шара E1 = 3E0. Этот эф"
фект может быть причиной пробоя изоляции «на проводящем
включении». Например, в электрофарфоре, имеющем электри"
ческую прочность 20 кВ/мм, при наличии локального металли"
ческого дефекта пробой может начаться уже при напряженнос"
ти 6,67 кВ/мм. Отметим, что размер дефекта (радиус шара) роли
не играет.

24.7.5.24.7.5.24.7.5.24.7.5.24.7.5. Коэффициент деполяризацииКоэффициент деполяризацииКоэффициент деполяризацииКоэффициент деполяризацииКоэффициент деполяризации

Если поле 0E
�

 создано в воздухе (ε1 = ε0), то связанные заряды
и их «добавочное» поле pE

�
 есть результат поляризации только

диэлектрика, из которого сделан шар. На основании принципа су"
перпозиции, используя (24.71), найдем это поле внутри шара:

2 0 0.
2pE E E E0 2

0 2

ε − ε= − =
ε + ε

� � � �
(24.72)

Так как ε0 – ε2 < 0, однородное
поле pE

�
 направлено навстречу при"

ложенному; его называют «полем де"
поляризации» (рис. 24.23).

Принято выражать pE
�

 через век"
тор поляризации 2 2( ) .P E2 0= ε − ε

� �
 Тог"

да (24.72) с учетом (24.71) можно пе"
реписать в видеРис. 24.23



2 2
1 ,

3p
NE P P

0 0
= − = −

ε ε
� � �

(24.73)

где N = 1/3 — коэффициент деполяризации для шара.
Примечания:
1. Любой эллипсоид в однородном поле поляризуется однородно, но его внут�
реннее поле 2E

�

 зависит от направления 0E
�

 относительно осей. В этом слу�
чае формулой (24.73) вводятся три разных коэффициента деполяризации.
2. При ε2 > ε1 напряженность E2 < E0, но смещение D2 внутри шара больше,
чем смещение D0 = ε1E0 однородного поля: с учетом (24.71)

2 2 0 0
3

.D E D D2
2

1 2

ε= ε = >
2ε + ε

Однако даже при e2� e1 смещение D2 только в три раза превышает D0, что
является следствием эффекта деполяризации.

§ 24.8.§ 24.8.§ 24.8.§ 24.8.§ 24.8. ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ЕМКЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ЕМКЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ЕМКЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ЕМКЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ЕМКОСТЬОСТЬОСТЬОСТЬОСТЬ

24.8.1.24.8.1.24.8.1.24.8.1.24.8.1. Емкость конденсатораЕмкость конденсатораЕмкость конденсатораЕмкость конденсатораЕмкость конденсатора

Рассмотрим систему двух проводящих тел, расположенных в диэлек�
трике с проницаемостью ε = ε(x, y, z). Заряды тел равны по величине
и обратны по знаку, а потенциалы — U1 и U2 (рис. 24.24). Такая сис�
тема называется конденсатором.

Емкость конденсатора — положительная величина, опреде�
ляемая выражением

1 2
,

q
C

U U
=

− (24.74)

зависит только от конфигурации тел, их взаимного расположения
и диэлектрической проницаемости среды. Допускается присутствие
других незаряженных тел.

Примечание. В предположении, что
второе тело удалено в бесконеч�
ность, используется понятие емко�
сти уединенного тела C = q/U, где
U — его потенциал относительно
бесконечно удаленных точек. На�
пример, потенциал металлического
шара (см. 24.3.1) U = q/(4πεr0) и,
следовательно, емкость шара
C = 4πεr0. Рис. 24.24
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Расчет емкости фактически сводится к расчету поля [10]. В
соответствии с определением (24.74) можно назвать два подхода.
В первом случае задаются зарядом q, рассчитывают поле E

�
 и за�

тем — разность потенциалов U1 – U2. При втором подходе зада�
ются потенциалами тел U1 и U2, а определению подлежит заряд q.

Примечание. Если заряд и поле изменяются во времени, ток смещения че�
рез любую поверхность S, охватывающую первое тело,

см см
1 2( ).

S S

q
i J dS DdS C U U

t t t
∂∂ ∂= = = = −

∂ ∂ ∂∫ ∫
� �� �

� �

Здесь для получения «ВАХ конденсатора» использованы два постулата
Максвелла — ток смещения (23.11) и третье уравнение поля (23.23). В ТЦ
при записи ВАХ емкостного элемента i = C(dU/dt), где i — ток проводи�
мости, учитывается также принцип непрерывности полного тока (23.13).

24.8.2.24.8.2.24.8.2.24.8.2.24.8.2. Частичные емкостиЧастичные емкостиЧастичные емкостиЧастичные емкостиЧастичные емкости

Пусть система состоит из n проводящих тел с зарядами q1, q2, … qn

и потенциалами U1, U2, … Un. Потенциалы определены относи�
тельно (n + 1)�го проводника («земля», экран, корпус прибора),
потенциал которого равен нулю. В этом случае в заряде k�го тела
можно выделить отдельные составляющие, каждая из которых в
соответствии с (24.74) выражается через разность потенциалов
k�го тела и всех остальных тел, в том числе и «земли»:

= − + + − +
+ + + −

1 1( ) ... ( )
... ( ).

k k k ki k i

kk k kn k n

q C U U C U U
C U C U U (24.75)

Собственная частичная емкость Ckk = |qk/Uk| при
U1 = … = Uk = … = Un. Взаимная частичная емкость Cki = |qk/Ui|
при U1 = … = Uk = … = Un = 0. Можно показать, что Cki = Cik

(принцип взаимности).
Примечание. Собственная емкость Ckk не равна емкости такого же уеди�
ненного тела.

Рассмотрим систему, состоящую из двух проводящих тел
(n = 2). На рис. 24.25 изображены передающие полосковые ли�
нии. Они образованы длинными металлическими пластинами
(«прямые провода»), находящимися над заземленной плоскостью



(«обратный провод»). Для описания линий используем линейные
плотности зарядов τ1 и τ2 и «погонные» частичные емкости:

τ
1

= C
11

U
1

+ C
12

(U
1

– U
2
);

τ
2

= C
12

(U
2

– U
1
) + C

22
U

2
. (24.76)

Этой системе уравнений соответствует показанная на рис. 24.25
схема включения емкостей.

Приведем пример действия емкостной (электрической) связи
между двумя линиями. Если к первой линии подключен источник
напряжения U1 = U0, а вторая линия изолирована (τ2 = 0), то из
второго уравнения в (24.76) находится «наведенное» напряжение
на второй линии:

      U
2

= C
12

U
0
/(C

12
+ C

22
).

Этот же результат можно по"
лучить по формуле емкостного де"
лителя напряжения. Из первого
уравнения в (24.76) определяется
погонный заряд на первой линии
τ1 = [C11 + C12C22/(C12 + C22)]U0.

Приведенную конструкцию
можно рассматривать иначе, а
именно, как двухпроводную линию (пластины — прямой и обрат"
ный провода) над проводящей плоскостью. Погонная емкость та"
кой линии рассчитывается по схеме включения емкостей: учиты"
вая, что C11 и C22 соединены последовательно, можно записать
C = C12 + C11C22/(C11 + C12).

Примечание. Величина C — это «конденсаторная емкость» двух тел. Ее
нельзя отождествлять со взаимной емкостью (C ≠ C

12
).

24.8.3.24.8.3.24.8.3.24.8.3.24.8.3. Емкостные коэффициентыЕмкостные коэффициентыЕмкостные коэффициентыЕмкостные коэффициентыЕмкостные коэффициенты
Систему (24.75) перепишем, раскрывая скобки и группируя мно"
жители при Ui. Получим систему уравнений, в которых заряд каж"
дого тела есть линейная функция потенциалов всех тел:

1 1 2

1 2

... ;
............

... .

n n

n n n nn n

q U U U

q U U U

11 12 1

1 2

= β + β + + β⎧
⎪
⎨
⎪ = β + β + + β⎩

(24.77)

Рис. 24.25
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Входящие в уравнения (24.77) величины βik называются ем�
костными коэффициентами (собственными — при i = k и взаим�
ными — при i ≠ k). Как видно, βkk = C1k + C2k + … + Cnk > 0; вза�
имный коэффициент βik = –Cik < 0. Уравнения (24.76) двух
связанных линий принимают вид:

11 12 1 12 2 1 2

2 12 1 22 12 2 2 1 2 2

( ) ;
( ) .

C C U C U U U
C U C C U U U

1 11 12

1 2

τ = + − = β + β⎧
⎨τ = − + + = β + β⎩

Отметим аналогию полученных уравнений и уравнений МУН
при двух независимых узлах: β11 = C11 + C12 и β22 = C22 + C12 —
суммы емкостей, сходящихся в первом и втором узлах;
β12 = β21 = –C12 — емкость, соединяющая первый узел со вто�
рым, взятая со знаком минус. При этом равенство β12 = β21 выра�
жает принцип взаимности.

Если первая линия заземлена, а U2 = U0, индуцированный за�
ряд τ1 = β12U0 (рис. 24.26а). При заземлении второй линии (U2 = 0)
и U1 = U0 (рис. 24.26б) индуцированный заряд τ2 = β21U0. Заряды
в обоих опытах равны. Здесь усматривается аналогия с принципом
взаимности в теории цепей, где речь идет о переносе единственно�
го в цепи источника из одной ветви в другую.

Коэффициенты системы (24.77) образуют емкостную матрицу
[β]. Она используется при расчетах двухпроводной и трехфазной
линий передачи, а также различных цепей сверхвысоких частот
(фильтры, направленные ответвители, цепи связи).

Примечание. Если заряды известны, систему (24.77) можно решить отно�
сительно потенциалов: Uk = αk1q1 + αk2q2 + … + αknqn. Величины αik назы�
ваются потенциальными коэффициентами.

Рис. 24.26

�������
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§ 24.9.§ 24.9.§ 24.9.§ 24.9.§ 24.9. Р АР АР АР АР АСЧЕТ ПОГСЧЕТ ПОГСЧЕТ ПОГСЧЕТ ПОГСЧЕТ ПОГОННОЙ ЕМКОННОЙ ЕМКОННОЙ ЕМКОННОЙ ЕМКОННОЙ ЕМКОСТИОСТИОСТИОСТИОСТИ
 ПОЛОСК ПОЛОСК ПОЛОСК ПОЛОСК ПОЛОСКОВОЙ ЛИНИИ МЕТОВОЙ ЛИНИИ МЕТОВОЙ ЛИНИИ МЕТОВОЙ ЛИНИИ МЕТОВОЙ ЛИНИИ МЕТОООООД ОД ОД ОД ОД ОМММММ
СРЕДНИХ ПОТЕНЦИАЛОВСРЕДНИХ ПОТЕНЦИАЛОВСРЕДНИХ ПОТЕНЦИАЛОВСРЕДНИХ ПОТЕНЦИАЛОВСРЕДНИХ ПОТЕНЦИАЛОВ

24.9.1.24.9.1.24.9.1.24.9.1.24.9.1. Постановка задачиПостановка задачиПостановка задачиПостановка задачиПостановка задачи

Полосковая линия образована двумя параллельными металличес�
кими пластинами и внутренней пластиной шириной W, находящей�
ся на границе раздела двух диэлектрических слоев толщиной h1 и
h2 (рис. 24.27а). Предполагается, что внешние заземленные плас�
тины и диэлектрические слои имеют бесконечную протяженность
в направлении y, а толщина внутренней пластины пренебрежимо
мала. Требуется найти погонную емкость линии.

На основании (24.74) искомая емкость C = τ/U, где τ — линей�
ная плотность заряда на внутренней пластине, а U — ее потенциал.

При заданном потенциале расчет должен быть направлен
на отыскание заряда и, прежде всего — поверхностной плотности
σ(y). Подчеркнем, что потенциал пластины U = const, тогда как
заряд распределен неравномерно; его плотность максимальна на
краях при |y| = W/2. На рис. 24.27б показаны качественные зави�
симости U(h1, y) и σ(y). При удалении от пластины в направлении
оси y вдоль границы x = h1 потенциал U → 0.

Примечание. Согласно определениям, приведенным в 24.2.3, расчет емко�
сти сводится к решению прямой краевой задачи для уравнения Лапласа в
кусочно�однородной области при заданных потенциалах.

Применим другой, приближенный подход к расчету емкости
(от заряда к потенциалу), для чего воспользуемся методом сред�
них потенциалов (методом Г. Хоу) [10].

Рис. 24.27
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Поскольку истинное (равновесное) распределение σ(y)
неизвестно, примем допущение о том, что заряд распределен
равномерно: σ(y) = σ = const. При этом, естественно, пласти�
на оказывается неэквипотенциальной. Однако ей приписывает�
ся постоянный потенциал Uср, равный среднему значению по�
тенциала во всех точках пластины. Емкость можно искать по
формуле C = σW/Uср.

24.9.2.24.9.2.24.9.2.24.9.2.24.9.2. Решение уравненияРешение уравненияРешение уравненияРешение уравненияРешение уравнения
Лапласа спектральным методомЛапласа спектральным методомЛапласа спектральным методомЛапласа спектральным методомЛапласа спектральным методом

Для расчета среднего потенциала найдем его распределение на
границе раздела диэлектрических слоев при «известной»
(σ = const) плотности заряда на пластине. Поле линии в попереч�
ном сечении является плоскопараллельным, и потенциалы U1(x, y)
и U2(x, y) в слоях 1 и 2 удовлетворяют уравнению Лапласа (24.18)

2 2
1, 2 1, 2

2 2
0,

U U

x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂ (24.78)

которое можно преобразовать, используя интегральное преобра�
зование Фурье по координате y.

Введем спектральную функцию потенциала:

1, 2 1, 2 1, 2[ ( , )] ( , ( , ) .j yF U x y U x U x y e dy
∞

− β

−∞

= β) = ∫�

Так как U1, 2 → 0 и ∂U1, 2/∂y → 0 при |y| → ∞, то спектральная
функция второй производной 2 2 2

1, 2 1, 2,F U y U∂ ∂ = −β⎡ ⎤⎣ ⎦ �  т. е. урав�
нение (24.78) с частными производными переходит в обыкновен�
ное дифференциальное уравнение:

2
1, 2

1, 22
0.

d U
U

dx
2−β =

�
� (24.79)

Решение (24.79) имеет простой вид:

1, 2 1, 2 1, 2( , ) .x xU x A e B eβ −ββ = +� (24.80)

Для определения постоянных интегрирования спектральные
функции потенциалов нужно подчинить краевым условиям задачи
и граничным условиям (24.19) и (24.20):



2 1 2

1 1 2 1

1 1 2 1
2

(0, 0; ( , ) 0;

( , ) ( ,

( , ( ,

U U h h

U h U h

U h U h
x x1

⎧ β) = + β =
⎪⎪ β = β);⎨
⎪ ∂ β) ∂ β)ε − ε = σ(β),⎪ ∂ ∂⎩

� �
� �
� �

�
(24.81)

где —σ(β)�  спектральная функция поверхностной плотности за�
ряда σ(y) на внутренней пластине.

Используя (24.80) и (24.81), можно получить, например, ре�
шение для первой области:

1
1 1 2

sh(
( , .

ch( ) sh )cth )]
x

U x
h h h1 2

σ(β) β )β) =
β[ε β + ε (β (β

�� (24.82)

Приняв в соответствии с идеей метода средних потенциалов
σ(y) = 1 при |y|�W/2 и σ(y) = 0 при y �W/2, находим спект�
ральную функцию «прямоугольного импульса» σ(y):

2) sin .
2

j y W
y e dy

∞
− β

−∞

βσ(β) = σ( =
β∫� (24.83)

После подстановки (24.83) в (24.82) получаем на границе раз�
дела слоев (x = h1):

1
1 2

2sin( /2)
( , ) .

[ cth ) cth( )]
W

U h
h h2

1 2

ββ =
β ε (β + ε β

� (24.84)

Обратное преобразование Фурье позволяет найти искомое
распределение потенциала:

1 1 1

0

1 1( , ) ( , ( , )cos ,
2

j yU h y U h e d U h yd
∞ ∞

β

−∞

= β) β = β β β
π π∫ ∫� �

(24.85)

причем в (24.85) учтено, что 1( , —U h β)�  вещественная функция.

24.9.3.24.9.3.24.9.3.24.9.3.24.9.3. Определение емкостиОпределение емкостиОпределение емкостиОпределение емкостиОпределение емкости

Среднее значение потенциала на внутренней пластине линии

/ 2

ср 1

0

2 ( , ) .
W

U U h y dy
W

= ∫ (24.86)
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Подставляя (24.85) в (24.86) и выполняя интегрирование по
y, получаем

1
ср

0

( , )2 sin .
2

U h W
U d

W

∞ β β= β
π β∫

�

Поскольку при σ(y) = 1   C = W/Uср, окончательное выраже�
ние для расчета погонной емкости линии с учетом (24.84) прини�
мает вид:

1
22

1 1 20

sin ( /2)
.

4 [ cth( ) cth( )]
WWC d

h h

−∞

3
2

⎡ ⎤βπ= β⎢ ⎥β ε β + ε β⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

Примечания:

1. Метод средних потенциалов базируется на задании фиктивного распре�
деления зарядов. Он дает заниженное значение емкости. Это следует из того,
что энергия электростатического поля Wэ = q2/2C при равновесном распре�
делении зарядов минимальна (емкость максимальна).
2. Погрешность метода тем меньше, чем ближе истинное распределение
заряда к равномерному.
3. Выбор фиктивного распределения зарядов может быть различным; он
зависит от конкретной задачи. Например, при расчете емкостных коэффи�
циентов системы параллельных проводников (линии передачи, фильтры
сверхвысоких частот) предполагают, что линейные заряды локализованы
на осях.
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ПОЛЕ ПОСТПОЛЕ ПОСТПОЛЕ ПОСТПОЛЕ ПОСТПОЛЕ ПОСТОЯННОГОЯННОГОЯННОГОЯННОГОЯННОГО ТО ТО ТО ТО ТОКАОКАОКАОКАОКА
В ПРОВОВ ПРОВОВ ПРОВОВ ПРОВОВ ПРОВОДЯЩИХ СРЕДАХДЯЩИХ СРЕДАХДЯЩИХ СРЕДАХДЯЩИХ СРЕДАХДЯЩИХ СРЕДАХ

§ 25.1.§ 25.1.§ 25.1.§ 25.1.§ 25.1. У РУ РУ РУ РУ РАВНЕНИЯ ПОЛЯ ПОСТАВНЕНИЯ ПОЛЯ ПОСТАВНЕНИЯ ПОЛЯ ПОСТАВНЕНИЯ ПОЛЯ ПОСТАВНЕНИЯ ПОЛЯ ПОСТОЯННОГОЯННОГОЯННОГОЯННОГОЯННОГО  ТО  ТО  ТО  ТО  ТОКА.ОКА.ОКА.ОКА.ОКА.
Г РГ РГ РГ РГ РАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

25.1.1.25.1.1.25.1.1.25.1.1.25.1.1. Дифференциальные уравнения поляДифференциальные уравнения поляДифференциальные уравнения поляДифференциальные уравнения поляДифференциальные уравнения поля

Постоянный ток — это физический процесс, заключающийся в
равномерном движении электрических зарядов в проводнике под
действием постоянного электрического поля.

Система дифференциальных уравнений поля тока получа"
ется из основных уравнений поля при условии независимости
функций поля от времени.

Из второго уравнения Максвелла (23.16) получаем

rot 0.E =
�

(25.1)

Согласно (25.1) электрическое поле постоянного тока, как и
поле электростатическое, является потенциальным.

Примечание. В каждой точке проводника происходит смена во времени од"
них зарядов другими. Это не сказывается на их общем распределении, ко"
торое остается неизменным (стационарным). В этом смысле электрическое
поле подобно электростатическому полю аналогично распределенных не"
подвижных зарядов [20].

При отсутствии токов смещения условие замкнутости линий
полного тока (23.13) принимает вид

div 0.J =
�

(25.2)

Согласно (25.2) векторные линии постоянного тока всегда зам"
кнуты. В ТЦ постоянный ток может протекать только в замкнутых
контурах.

Примечание. К уравнению (25.2) приводит также уравнение непрерывнос"
ти (23.2.9) при условии стационарности — неизменности плотности заря"
дов (ρ = const).
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В линейных изотропных средах (25.1) и (25.2) дополняются
уравнением связи — законом Ома в дифференциальной форме

.J E= γ
� �

(25.3)

Для описания потенциального электрического поля в провод!
никах можно ввести, как в электростатическом поле, скалярный
потенциал U соотношением, подобным (24.13):

grad .E U= −
�

(25.4)

Эквипотенциальные поверхности U(x, y, z) = const пересека!
ются линиями E

�
 и J
�

 под прямым углом; линии тока направлены в
сторону убывания потенциала.

После подстановки (25.4) в (25.3) и далее в (25.2) можно за!
писать уравнение для потенциала: div(γgradU) = 0. В однородных
проводниках с постоянной удельной проводимостью (γ = const) с
учетом тождества div gradU = ∆U получаем:

∆U = 0. (25.5)

Потенциал поля постоянного тока удовлетворяет уравнению
Лапласа.

25.1.2.25.1.2.25.1.2.25.1.2.25.1.2. Интегральные уравнения поля. Законы КирхгофаИнтегральные уравнения поля. Законы КирхгофаИнтегральные уравнения поля. Законы КирхгофаИнтегральные уравнения поля. Законы КирхгофаИнтегральные уравнения поля. Законы Кирхгофа

Уравнению (25.1) соответствует интегральная форма

0.
l

Edl =∫
����
� (25.6)

Циркуляция вектора напряженности поля E
�

 по произвольно!
му замкнутому контуру l равна нулю. Разность потенциалов (на!
пряжение) между двумя точками контура определяется линейным
интегралом (24.15). Следовательно, уравнение (25.6) выражает
закон напряжений Кирхгофа (ЗНК).

Интегральная форма второго уравнения поля тока (25.2)
имеет вид

0.
S

J dS =∫
��

� (25.7)

Поток вектора плотности тока проводимости J
�

 через произ!
вольную замкнутую поверхность S равен нулю. Поскольку по оп!



ределению поток —J
�

 это ток, то уравнение (25.7) выражает за�
кон токов Кирхгофа (ЗТК) для любого сечения цепи, а в частном
случае — для узла.

25.1.3.25.1.3.25.1.3.25.1.3.25.1.3. ГГГГГраничные условияраничные условияраничные условияраничные условияраничные условия

Рассмотрим границу раздела двух проводников (рис. 25.1а). От�
метим составляющие векторов поля, которые при переходе через
границу остаются непрерывными. Прежде всего повторим гранич�
ное условие (23.41):

E
2τ = E

1τ , (25.8)

а соотношение (23.40) при отсутствии тока смещения запишем в
виде

J
2n

= J
1n

. (25.9)

Таким образом, в поле постоянного тока на границе раздела
всегда непрерывны касательная составляющая вектора E

�
 и нор�

мальная составляющая вектора .J
�

В то же время, согласно (25.9) и (25.3), нормальная составля�
ющая вектора E

�
 изменяется скачком: E2n/E1n = γ1/γ2. Поэтому

при переходе через границу раздела векторы E
�

 и J
�

 изменяют
направление (рис. 25.1б). Используя (25.8) и (25.9), можно полу�
чить выражение

1tg
,

tg
1

2 2

θ γ=
θ γ (25.10)

которое называется законом преломления векторных линий E
�

или .J
�

Рис. 25.1
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Если γ2 < γ1, то на основании (25.10) θ2 < θ1; при переходе во
вторую среду векторы поля приближаются к нормали. В некоторых
случаях ток переходит из «хорошего» (металлического) проводни�
ка в «плохой», так что γ2� γ1. В качестве примера можно привес�
ти стальной заземлитель (γ1 ≈ 106 См/м) в почве (γ2 ≈ 10–2 См/м).
В этом случае tgθ2 = γ2tgθ1/γ1 ≈ 10–8tgθ1. Под каким бы углом не
подходили линии поля к поверхности заземлителя, в почву они вы�
ходят практически по нормали. Тогда согласно (25.4) можно при�
ближенно считать, что поверхность «хорошего» проводника, на�
ходящегося в окружении «плохого», является эквипотенциальной.

Реальная линия передачи обра�
зована металлическими проводни�
ками, находящимися в совершенном
диэлектрике (рис. 25.2). При отсут�
ствии тока (нагрузка отключена)
поле в диэлектрике ничем не отли�
чается от электростатического:
E = Ex; проводники эквипотенци�
альны. Протекание тока приводит к
появлению «продольного» поля Ez

и связанной с этим неэквипотенциальности проводников. В соот�
ветствии с граничным условием (25.8) это поле направлено вдоль
токов в проводниках, так что при x > 0   Ez > 0, а при x < 0   Ez < 0.
Векторные линии поля искривляются.

Присутствие продольного поля существенно усложняет рас�
чет поля линии. Однако на практике во многих случаях (двухпро�
водная, кабельная, полосковая линии) можно полагать Ez� Ex.
При этом используются результаты, полученные в «электростати�
ческом приближении». В частности, применяется само понятие и
формулы для расчета емкости, строго справедливые только при
эквипотенциальных проводниках.

В заключение выразим граничные условия (25.8) и (25.9) че�
рез потенциал подобно тому, как это сделано при получении (24.19)
и (24.20):

U
2

= U
1
;  2 1

1 .
U U
n n2

∂ ∂γ = γ
∂ ∂

Потенциал — непрерывная функция, а его нормальная про�
изводная изменяется скачком.

Рис. 25.2



ПРИМЕР 1. Плоский конденсатор с двухслойной изоляцией
подключен к источнику постоянного напряжения U

0
. Толщина

слоев h
1
, h

2
; диэлектрическая проницаемость материалов ε

1
,

ε
2
; удельная проводимость — γ

1
, γ

2
. Найти напряженность

электрического поля в каждом слое, а также связанный и
свободный заряд на границе слоев.

Имеем пример краевой задачи расчета поля в кусочно$
однородной области. В каждом слое поля E

�
 и J
�

 однородны, а
их векторные линии перпендикулярны границе раздела. Тогда
из граничного условия (25.9) следует, что плотности токов в
слоях равны (J

1
= J

2
= J) и, следовательно, γ

1
E

1
= γ

2
E

2
. С дру$

гой стороны, разность потенциалов (напряжение) между пла$
стинами конденсатора U

0
= E

1
h

1
+ E

2
h

2
. Из приведенных со$

отношений находим выражения для напряженности поля в
слоях изоляции:

1
1 0 2 1

2 1 2
; .E U E E

h h
2

1 2

γ γ= =
γ + γ γ

В несовершенной изоляции (γ ≠ 0) распределение элект$
рического поля зависит только от соотношения удельных про$
водимостей.

Поверхностная плотность связанных зарядов на границе
слоев определяется разностью поляризаций (24.10):

σ
св

= P
1

– P
2

= (ε
1

– ε
o
)E

1
– (ε

2
– ε

o
)E

2
.

Поверхностная плотность свободных зарядов согласно
(24.6)

2 1 2 1 .D D E E J 2 1
2 1

2 1

ε ε⎛ ⎞σ = − = ε − ε = −⎜ ⎟γ γ⎝ ⎠

Следовательно, при ε
1
/γ

1
= ε

2
/γ

2
 свободный заряд на гра$

нице слоев отсутствует.
Если диэлектрики идеальные (γ = 0), поле в конденсато$

ре электростатическое. Из граничного условия (24.7) следу$
ет, что электрические смещения в слоях равны (D

1
= D

2
) и,

следовательно, ε
1
E

1
= ε

2
E

2
. Соотношение для напряжения U

0

сохраняется, а выражения для напряженности поля можно
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записать, произведя замену γ на ε. Распределение электри�
ческого поля зависит от соотношения диэлектрических про�
ницаемостей.
Примечание. Решение задачи подключения конденсатора к источнику по�
стоянного напряжения приводит к результату: вначале устанавливается рас�
пределение поля «по ε», а в установившемся режиме — «по γ» [16].

ПРИМЕР 2. Пространство между параллельными плоскостями
заполнено неоднородной проводящей средой, диэлектрическая
проницаемость которой ε = const, а удельная проводимость
γ = γ

1
– ax, где a — константа; x — координатная ось,

перпендикулярная плоскостям. Толщина этого плоского слоя
h, напряжение между границами (плоскостями) U

0
. Найти

напряженность электрического поля и распределение
свободных и связанных объемных зарядов.

В отличие от предыдущего примера здесь удельная про�
водимость γ(x) изменяется непрерывно. При этом поле J

�
 яв�

ляется однородным, а поле ( ).E E x=
� �

 Действительно, в поле
тока div 0.J =

�
 Так как вектор J

�
 имеет только одну составля�

ющую J
x
, то ∂J

x
/∂x = 0, и, следовательно, J

x
= const. Напря�

женность поля E
x

= J
x
/γ = J

x
/(γ

1
– ax); при этом напряжение

0

0

ln .
h

x
x

J
U E dx

a ah
1

1

γ= =
γ −∫

Определив из этой формулы J
x
, получим выражение для

напряженности:

0 .
( )ln[ /( )]

x
aU

E
ax ah1 1 1

=
γ − γ γ −

Для нахождения объемных зарядов необходимо исполь�
зовать дифференциальные уравнения поля (23.20) и (23.22):

0

∂ρ = = ε
∂

∂ρ = − = − ε − ε
∂

�

�
св

div ;

div ( ) .

x

x

E
D

x
E

P
x



§ 25.2.§ 25.2.§ 25.2.§ 25.2.§ 25.2. СОПРОТИВЛЕНИЕ ПРОВОСОПРОТИВЛЕНИЕ ПРОВОСОПРОТИВЛЕНИЕ ПРОВОСОПРОТИВЛЕНИЕ ПРОВОСОПРОТИВЛЕНИЕ ПРОВОДЯЩИХ ТЕЛДЯЩИХ ТЕЛДЯЩИХ ТЕЛДЯЩИХ ТЕЛДЯЩИХ ТЕЛ

25.2.1.25.2.1.25.2.1.25.2.1.25.2.1. Понятия о сопротивлении и проводимостиПонятия о сопротивлении и проводимостиПонятия о сопротивлении и проводимостиПонятия о сопротивлении и проводимостиПонятия о сопротивлении и проводимости
Рассмотрим проводящее тело произвольной формы, находяще�
еся в идеальном диэлектрике (γ = 0); удельная проводимость ма�
териала тела γ = γ(x, y, z). Ток i подводится электродами 1 и 2
(рис. 25.3). Удельная проводимость электродов γэл� γ. Это не�
равенство позволяет считать электроды эквипотенциальными и
приписать им постоянные потен�
циалы U1 и U2 (см. 25.1.3).

Понятие о сопротивлении ба�
зируется на законе Ома: это поло�
жительная величина, определяе�
мая выражением

         
1 2 .

U U
R

i
−= (25.11)

Интегральные величины, входящие в (25.11), запишем через
векторные функции E

�
 и J
�

 поля тока внутри тела:

2

1

; .
S

R Edl J dS J E= = γ∫ ∫
� �� � � �

(25.12)

В формуле (25.12) поверхность S — сечение тела, разделяю�
щее электроды (пунктирная кривая на рис. 25.3). В частности, S
может совпадать с поверхностью одного из электродов.

Очевидно, что сопротивление зависит от формы и размеров
тела, свойств материала, а также от конфигурации (размеров, фор�
мы и взаимного расположения) системы электродов.

Расчет сопротивления сводится к расчету поля. В соответствии
с (25.11) используют два подхода. В одном — задаются током и
определяют разность потенциалов; в другом — задаются потенци�
алами электродов, а определяют ток.

Проводимость тела — величина, обратная сопротивлению:

2

1 2

1

( ) .
S

G i U U J dS E dl= − = ∫ ∫
� �� �

(25.13)

Глава 25 543

Рис. 25.3



544 Основы теоретической электротехники

Примечания:

1. Тело может иметь неограниченные размеры; тогда условие диэлектри�
ческого окружения (γ = 0) снимается. В этом случае говорят о сопротивле�
нии среды, в которую помещены электроды.
2. Если S — замкнутая поверхность электрода, то при определении тока i
следует исключить точку подвода тока к электроду, так как иначе по (25.7)
поверхностный интеграл в (25.12) должен быть равен нулю.

ПРИМЕР 3. На проводящем полусферическом слое
располагаются электроды, также имеющие форму полусфер.
Радиусы электродов r

1
 и r

2
 (рис. 25.4). Найти сопротивление слоя.

Задаемся током i. Из симметрии конструкции следует,
что линии тока радиальные, а эквипотенциали полусфери�
ческие. Плотность тока в точках полусферы радиуса r равна
J

r
= i/(2πr2), а напряженность поля E

r
= J

r
/γ = i/(2πγr2). Раз�

ность потенциалов (напряжение) между электродами

2

1

1 2
1 2

1 1 ;
2

r

r

r

iU U E dr
r r

⎛ ⎞− = = −⎜ ⎟πγ ⎝ ⎠∫

следовательно, сопротивление слоя R = (r
2

– r
1
)/(2πγr

1
r

2
).

Примечание. Задача решается элементарно только потому, что электроды
— полусферы. Если на слой нанести электроды другой формы, эффектив�
ное решение возможно только численными методами.

Рис. 25.4



ПРИМЕР 4. Полусферический электрод радиуса r
0
 погружен

в проводящее полупространство (рис. 25.5). Найти «сопро�
тивление полупространства».

В электротехнике эта конструкция называется «полусфе�
рическим заземлителем», а сопротивление — «сопротивле�
нием заземления». Предполагается, что второй электрод рас�
полагается «достаточно далеко».

Положив в примере 3 r
1

= r
0
, r

2
→ ∞, находим

R = 1/(2πγr
0
).

Сопротивление заземления зависит только от радиуса элек�
трода. Удельная проводимость почвы (земли) γ = 10–2 См/м.
Тогда, приняв r

0
= 1,5 м, получим R = 10,6 Ом; уменьшение

размеров электрода приводит к росту сопротивления заземле�
ния: при r

0
= 0,15 м имеем R = 106 Ом.

Примечания:

1. Хорошее заземление должно иметь малое сопротивление. В этом случае
напряжение между заземлителем и точками на земле в его окрестности так�
же мало. Считая ra = r0 и rb = r0 + h, получаем Uab = Ri/(1 + r0/h). Это на�
пряжение при h = 1 м называется «шаговым напряжением». Если ток, от�
водимый в землю, i = 10 А, то для большой полусферы Uab ≈ 42 В, а для
меньшей — Uab ≈ 923 В.
2. Сферический заземлитель, находящийся столь глубоко, что поверхность
земли «не мешает» растеканию тока и его плотность Jr = i/(4πr2), имеет
сопротивление R = 1/(4πγr0).
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ПРИМЕР 5. Обратимся к примеру 3 и рассмотрим чертеж на
рис. 25.4 как сечение слоя, заключенного между двумя
полуцилиндрами. Если длина слоя h, то плотность тока J

r
= i/S,

где S = πrh — поверхность полуцилиндра радиуса r. Записав
E

r
= J

r
/γ и вычислив напряжение U

1
– U

2
, находим

сопротивление слоя R = (lnr
2
/r

1
)/(πγh).

Примечание. Сопротивление несовершенной изоляции цилиндрического
конденсатора или коаксиального кабеля, отнесенное к единице длины,
R = (lnr2/r1)/(2πγ). Оно называется «сопротивлением утечки» и является
важным первичным параметром коаксиальной линии.

25.2.2.25.2.2.25.2.2.25.2.2.25.2.2. Проводник с однородным внутренним полемПроводник с однородным внутренним полемПроводник с однородным внутренним полемПроводник с однородным внутренним полемПроводник с однородным внутренним полем
На рис. 25.6 представлен цилиндрический проводник с дисковыми
электродами. Длина проводника l, площадь сечения S. При усло*
вии, что материал проводника однородный (γ = const), поля плот*
ности тока J

�
 и напряженности поля /E J= γ

� �
 также однородны:

const; const.J E= =
� �

 В этом случае основное определение сопро*
тивления (25.12) можно переписать в виде R = El/JS. Отсюда сле*

дует формула для расчета сопро*
тивления проводников с
однородным полем:

            ;lR
S

=
γ (25.14)

формула для расчета проводимо*
сти G = γS/l.

Теперь можно предложить следующий метод расчета сопро*
тивления проводящего тела с неоднородным полем: 1) разбиение
тела на области с приблизительно однородным полем; 2) расчет
сопротивления (проводимости) каждой области согласно (25.14);
3) суммирование сопротивлений областей по правилам последо*
вательного и параллельного соединения резисторов.

Используем этот метод в рассмотренных примерах. В поле по*
лусферического заземлителя областью с однородным полем явля*
ется бесконечно тонкий полушаровой слой радиуса r: длина (тол*
щина) слоя в направлении тока dl = dr, площадь сечения S = 2πr2.
В соответствии с (25.14) сопротивление этого элементарного слоя

Рис. 25.6



dR = dr/(2πγr2). Так как слои соединены последовательно,

0
;

r
R dR

∞
= ∫  отсюда следует уже известный результат: R = 1/(2πγr0).

В коаксиальном кабеле область однородного поля в изоляции
— элементарный цилиндрический слой, сопротивление которого
(при h = 1 м) dR = dr/2πγr. Слои соединены последовательно; по!
этому сопротивление изоляции находится путем интегрирования
dR в пределах от r1 до r2.

ПРИМЕР 6.  Проводящая пластина имеет толщину h,
внутренний радиус r

1
 и внешний r

2
 (рис. 25.7). Электроды

находятся на торцах. Найти сопротивление пластины.
Область с однородным полем — это элементарная труб!

ка тока радиуса r, образованная линиями .J
�

 Длина трубки
πr/2, сечение hdr и, следова!
тельно, ее сопротивление dR =
= πr/2hγdr. По отношению к
электродам трубки соедине!
ны параллельно. Проводя сум!
мирование проводимостей
трубок, получаем выражение
для проводимости пластины:

2

1
2 1(1/ ) (2 ln / ) /

r

r
G dR r r= = πγ π;∫
сопротивление R = 1/G.

§ 25.3.§ 25.3.§ 25.3.§ 25.3.§ 25.3. М АМ АМ АМ АМ АТЕМАТЕМАТЕМАТЕМАТЕМАТИЧЕСКАЯ АНАЛОГИЯТИЧЕСКАЯ АНАЛОГИЯТИЧЕСКАЯ АНАЛОГИЯТИЧЕСКАЯ АНАЛОГИЯТИЧЕСКАЯ АНАЛОГИЯ
ПОЛЯ ПОСТПОЛЯ ПОСТПОЛЯ ПОСТПОЛЯ ПОСТПОЛЯ ПОСТОЯННОГОЯННОГОЯННОГОЯННОГОЯННОГО  ТО  ТО  ТО  ТО  ТО К АО К АО К АО К АО К А
И ЭЛЕКТРОСТИ ЭЛЕКТРОСТИ ЭЛЕКТРОСТИ ЭЛЕКТРОСТИ ЭЛЕКТРОСТАААААТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКТИЧЕСКО ГО ГО ГО ГО ГО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯ

25.3.1.25.3.1.25.3.1.25.3.1.25.3.1. Основные уравнения двух полей.Основные уравнения двух полей.Основные уравнения двух полей.Основные уравнения двух полей.Основные уравнения двух полей.
ЭлектромоделированиеЭлектромоделированиеЭлектромоделированиеЭлектромоделированиеЭлектромоделирование

Для описания поля постоянного тока вне области действия сто!
ронних сил (см. 23.5.1) используются следующие уравнения:

rot 0; div 0; 0; .E J U J E= = ∆ = = γ
� � � �

(25.15)
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Основные уравнения электростатического поля в области, где от�
сутствуют свободные заряды (ρ = 0), имеют вид:

rot 0; div 0; 0; .E D U D E= = ∆ = = ε
� � � �

(25.16)

Предполагается, что среда — однородная.
Соотношения (25.15) и (25.16) и характеризуемые ими поля

при названных ограничениях являются математически анало�
гичными. Перечислим очевидные величины�аналоги:

, , ,E E J D U U↔ ↔ ↔ γ ↔ ε.
� � � �

Математическая аналогия лежит в основе электромоделиро�
вания: исследование электростатического поля проводится на то�
ковой модели. В этом случае область, занимаемая полем, заполня�
ется проводящей средой. Необходимым условием адекватной
модели является геометрическое подобие модели и натуры. Кроме
того, должны быть аналогичны краевые и граничные условия. На�
пример, электростатическая задача о поле в кусочно�однородной
среде с двумя областями (ε1, ε2) требует создания модели с двумя
проводящими областями (γ1, γ2). При этом для выполнения зако�
нов преломления векторных линий (24.9) и (25.10) требуется со�
блюдение равенства γ1/γ2 = ε1/ε2.

При исследовании плоскопараллельных электростатических
полей (полосковые линии) обычно используются листы проводя�
щей бумаги. Для моделей трехмерных задач (электростатическая
линза) применяются слабо проводящие жидкости в электролити�
ческих ваннах. Эквипотенциальность электродов (металл) обеспе�
чивается с достаточной точностью, если их удельная проводимость
значительно превышает проводимость среды модели (см. 25.1.3).

Сплошную проводящую среду можно заменить «электричес�
кой решеткой» из сосредоточенных резисторов. Этот метод мо�
делирования основан на математическом описании полей уравне�
ниями в конечных разностях. Он может быть использован при
построении модели сложного электротехнического объекта (на�
пример, алюминиевого электролизера).

Примечание. Постоянное магнитное поле в области, где отсутствуют
токи проводимости, описывается уравнениями (23.31): rot 0;H =

�

div 0; .B B H= = µ
� � �

 Очевидна математическая аналогия с рассмотренными
полями.



25.3.2.25.3.2.25.3.2.25.3.2.25.3.2. Аналогия проводимости и емкостиАналогия проводимости и емкостиАналогия проводимости и емкостиАналогия проводимости и емкостиАналогия проводимости и емкости

Пусть в слабо проводящей среде расположены два металлических
тела (два электрода) с потенциалами U1 и U2 (рис. 25.8). Проводи�
мость среды в этой системе согласно (25.13)

� �

� � � �

�� �
�� � �� ��

� �

� � � �
� �� � � � �� � �

= − =

= − = γ −∫ ∫
� �� �

� �
(25.17)

где S — поверхность, окружающая один из электродов. С другой
стороны, с учетом (24.74) и (23.23), емкость двух тел

= − =

= − = ε −∫ ∫
� �� �

� �
1 2

1 2 1 2

/( )

/( ) /( ).
S S

C q U U

DdS U U E dS U U
(25.18)

Сравнивая выражения (25.17)
и (25.18), приходим к выводу: фор�
мула для проводимости получает�
ся из формулы для емкости при за�
мене ε на γ. Если среда одно�
родная, емкость пропорциональна
проницаемости и тогда G = Cγ/ε.

25.3.3.25.3.3.25.3.3.25.3.3.25.3.3. Частичные проводимостиЧастичные проводимостиЧастичные проводимостиЧастичные проводимостиЧастичные проводимости

Для описания системы электродов в проводящей среде использу�
ются частичные проводимости. Они являются аналогами частич�
ных емкостей (см. 24.8.2). На рис. 25.9а показан пленочный рези�
стор, который имеет один базовый и два входных электрода. Токи
i1 и i2 можно выразить через потенциалы (напряжения) U1 и U2,
записав соотношения, подобные (24.76):

i1 = G11U1 + G12(U1 – U2);

i2 = G21(U2 – U1)+ G22U2,
(25.19)

где G11, G22 и G12 = G21 — собственные и взаимные частичные
проводимости. Они могут быть определены экспериментально.
Например, при условии U1 = U2 собственные проводимости
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G11 = i1/U1; G22 = i2/U2. При «заземлении» второго электрода
(U2 = 0) взаимная проводимость G21 = |i2/U1|.

Уравнениям (25.19) соответствует схема замещения распре�
деленного резистора несимметричным П�образным четырехполюс�
ником (рис. 25.9б). По этой схеме можно найти параметры резис�
тора в различных вариантах включения. Проводимость со стороны
первого электрода при отключенном втором (холостой ход)
G1х = G11 + G12G22/(G12 + G22); при соединении второго электро�
да с базовым (короткое замыкание) G1к = G11 + G12.

25.3.4.25.3.4.25.3.4.25.3.4.25.3.4. Шар в поле токаШар в поле токаШар в поле токаШар в поле токаШар в поле тока

Пусть в однородном поле тока находится проводящий шар (рис.
25.10а). Решение этой задачи можно записать на основе матема�
тической аналогии полей, произведя в формулах задачи о шаре в
электростатическом поле (см. 24.7) замену величин: ε1 на γ1, ε2 на
γ2, 0E
�

 на 0E
�

, 0D
�

 на 0.J
�

Рис. 25.9

Рис. 25.10

12
12p
�



Представляет интерес предельный случай — непроводящий
шар с удельной проводимостью γ2 = 0 (рис. 25.10б). После преоб�
разований можно получить: 1) ток «огибает» шар, так что при r = r0

имеем E1r = 0, E1θ = –1,5E0sinθ; 2) внутреннее поле E2z = 1,5E0;
3) дипольный момент шара 3 3

0 00 02 2p r E r J1= − πγ = − π
� ��

 направлен
против тока; 4) свободный заряд на поверхности шара согласно
(23.36) σ = D1r – D2r = –D2r = –εE2r = –εE2zcosθ и, следователь�
но, σ = –1,5εE0cosθ = –1,5εJ0cosθ/γ.

Примечания:

1. Полученные выражения позволяют оценить «дипольное» влияние ло�
кального дефекта на однородное поле тока.
2. В электростатике подобную задачу поставить нельзя, так как диэлектри�
ческая проницаемость не может принимать нулевых значений.

25.3.5.25.3.5.25.3.5.25.3.5.25.3.5. Метод эквивалентных токов�изображенийМетод эквивалентных токов�изображенийМетод эквивалентных токов�изображенийМетод эквивалентных токов�изображенийМетод эквивалентных токов�изображений

Пусть малый сферический электрод с током i расположен в среде
с удельной проводимостью γ1 на расстоянии h от плоской границы
раздела. Удельная проводимость второй среды γ2. Для расчета поля
можно использовать метод эквивалентных токов�изображений,
аналогичный методу эквивалентных зарядов в электростатике (см.
24.4.2). На основании соотношений (24.44) в первую расчетную
модель вводится ток�изображение i′ = i(γ1 – γ2)/(γ1 + γ2), а во вто�
рую — ток i″ = 2iγ2/(γ1 + γ2). Если γ2 = 0, то первая модель со�
держит два одинаковых тока: i′ = i.

Примечание. Сказанное справедливо и в отношении «тонких» цилиндри�
ческих электродов.

ПРИМЕР 7. Ток подводится к длинной ленте проходящими
сквозь нее симметрично расположенными цилиндрическими
электродами 1 и 2 (рис. 25.11а). Толщина ленты a, ширина b,
удельная проводимость материала γ. Расстояние между осями
электродов d, радиус их r

0
. Найти сопротивление ленты при

условии «тонких» электродов.
Учтем влияние обеих границ ленты в первом приближении

только двумя токами�изображениями i
3

= i и i
4

= –i (рис.
25.11б). Плотность тока каждого электрода на расстоянии r от
его оси J = i/S = i/2πra, где S — площадь цилиндра. В точке M

Глава 25 551



552 Основы теоретической электротехники

на расстоянии x от начала координат суммируются поля E = J/γ
электродов 1, 2, 3 и 4 (рис. 25.11б):

( )1 1 1 1 .
2x

iE
a x d x b d x b x

= + + +
πγ − − + −

Тогда напряжение

0

0

1 2
0

ln ,
( )

d r

x

r

i dbU U E dx
a r b d

−

− = =
πγ −∫

и, следовательно, сопротивление ленты

0

1 ln .
( )
dbR

a r b d
=

πγ −

Если не учитывать влияние границ и оставить в выраже�

нии для Ex только первые слагаемые, то получим 
0

1 ln .dR
a r

=
πγ

Эта формула дает заниженное значение сопротивления.

Примечание. Для повышения точности модели необходимо увеличивать
число токов�изображений.

Рис. 25.11



Глава 26

МАГНИТНОЕ ПОЛЕ,МАГНИТНОЕ ПОЛЕ,МАГНИТНОЕ ПОЛЕ,МАГНИТНОЕ ПОЛЕ,МАГНИТНОЕ ПОЛЕ,
ПОСТПОСТПОСТПОСТПОСТОЯННОЕ ВО ВРЕМЕНИОЯННОЕ ВО ВРЕМЕНИОЯННОЕ ВО ВРЕМЕНИОЯННОЕ ВО ВРЕМЕНИОЯННОЕ ВО ВРЕМЕНИ

§ 26.1§ 26.1§ 26.1§ 26.1§ 26.1 ВЕКТВЕКТВЕКТВЕКТВЕКТОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ МАГНИТНОГОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ МАГНИТНОГОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ МАГНИТНОГОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ МАГНИТНОГОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ МАГНИТНОГО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯ

26.1.1.26.1.1.26.1.1.26.1.1.26.1.1. Основные уравнения. ГОсновные уравнения. ГОсновные уравнения. ГОсновные уравнения. ГОсновные уравнения. Граничные условияраничные условияраничные условияраничные условияраничные условия

Система основных дифференциальных уравнений постоянного маг�
нитного поля получается из (23.38) при условии независимости
векторных функций поля от времени:

rot ,H J=
� �

(26.1)

div 0,B =
�

(26.2)

.B H= µ
� �

(26.3)

Уравнения свидетельствуют о том, что магнитное поле явля�
ется вихревым (rot 0);H ≠

�
 векторные линии магнитной индукции

(rot 0);H ≠
�

 всегда замкнуты.
Граничные условия, представляющие собой поверхностную

форму дифференциальных уравнений, имеют вид (23.42) и (23.39):

H
2τ – H

1τ = J
sk

;   B
2n

– B
1n

= 0. (26.4)

При отсутствии поверхностного тока проводимости ( 0)SJ =
�

согласно (23.43) H2t = H1t и на границе раздела векторы поля из�
меняют направление в соответствии с законом преломления
tgθ1/tgθ2 = µ1/µ2. Если первая среда — хороший магнетик
(µ1 = 100µ0), а вторая среда — немагнитная (µ2 = µ0), то
tgθ2 = 0,01tgθ1. Как видно, в таких случаях можно считать, что
линии поля во второй среде практически перпендикулярны повер�
хности магнетика.

Примечание. Подобные аналогии имеем в поле постоянного тока (см. фор�
мулу (25.10) и рис. 25.1).
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26.1.2.26.1.2.26.1.2.26.1.2.26.1.2. Векторный потенциал.Векторный потенциал.Векторный потенциал.Векторный потенциал.Векторный потенциал.
УУУУУравнения для потенциаларавнения для потенциаларавнения для потенциаларавнения для потенциаларавнения для потенциала

Второе уравнение поля (26.2) тождественно выполняется, если

rot .B A=
��

(26.5)

Вспомогательная функция ( , , )A A x y z=
� �

 называется векторным
потенциалом магнитного поля. Потенциал —A

�
 неоднозначная фун�

кция. Для описания заданного поля B
�

 можно использовать сумму
A
�

 и потенциального вектора ( gradA + ϕ),
�

 так как rot gradϕ ≡ 0.
Получим уравнение для векторного потенциала, используя

первое уравнение поля. Подстановка (26.5) в (26.3) и далее в (26.1)
приводит к уравнению rot( rot ) .A J−1µ =

� �
 Для однородной среды

(µ = const) имеем

rotrot graddiv .A A A J= − ∆ = µ
� � � �

(26.6)

Уравнение (26.6) можно упростить, имея в виду отмеченный
выше произвол в выборе .A

�
 Наложим дополнительное условие на

поле векторного потенциала. Будем считать, что оно не имеет ис�
точников, его векторные линии всегда замкнуты и, следовательно,
div 0.A =
�

 Тогда (26.6) принимает вид векторного уравнения Пуас�
сона

.A J∆ = −µ
� �

(26.7)

В области, где токи проводимости отсутствуют, выполняется
уравнение Лапласа 0.A∆ =

�

26.1.3.26.1.3.26.1.3.26.1.3.26.1.3. Векторный потенциал объемныхВекторный потенциал объемныхВекторный потенциал объемныхВекторный потенциал объемныхВекторный потенциал объемных
и линейных токови линейных токови линейных токови линейных токови линейных токов

Векторное уравнение (26.7) эквивалентно трем скалярным. На�
пример, в декартовых координатах имеем: ∆Ax = –µJx, ∆Ay = –µJy,
∆Az = –µJz. Эти уравнения по форме не отличаются от уравнения
Пуассона (24.17) для скалярного потенциала электростатическо�
го поля: ∆U = –ρ/ε. Его решением является выражение (24.37), в
котором кулоновский потенциал элементарного заряда dq = ρdV
записан в виде dU = ρdV/4πεr. По аналогии можно записать век�
торный потенциал элементарного объема dV, плотность тока в ко�
тором ,J

�
 в идентичной форме /(4 ).dA JdV r= µ π

� �
 Векторный по�

тенциал сонаправлен с током (рис. 26.1а).



Примечание. В качестве примера использования полученного выражения
найдем векторный потенциал поля равномерно движущегося заряда q.
Приняв ,J v nqv= ρ =

� � �
 где n — концентрация зарядов, а —v

�

 скорость,

получим / / 4 .qA dA ndV qv r= = µ π
�

�

��

Рассмотрим линейный ток, протекающий по проводнику, раз�
меры сечения которого весьма малы по сравнению с его длиной l и
расстояниями r до точек наблюдения поля. В этом случае

,J dV J dSdl idl= =
� � �� �

 где —dS
�

 векторный элемент сечения, —dl
�

векторный элемент длины проводника, i — ток в проводнике. На
рис. 26.1б показан элемент линейного тока ;idl

�
 векторный потен�

циал /4 .dA idl r= µ π
� �

На основании принципа суперпозиции векторные потенциалы
объемного тока, занимающего объем V, и линейного тока в про�
воднике длиной l, выражаются формулами

; ,
4

V l

iJ dlA dV A
r r

µ µ= =
4π π∫ ∫

��� �
(26.8)

позволяющими по заданному распределению токов найти потен�
циал ,A

�
 а затем по (26.5) — магнитную индукцию .B

�

ПРИМЕР 1. Двухпроводная линия, поперечное сечение
которой представлено на рис. 26.2, образована проводами,
радиусы которых значительно меньше расстояния между осями
(r

0
� h). Ток линии (прямой и обратный) равен i. Найти: 1)

векторный потенциал поля линии; 2) уравнение векторных
линий индукции.

По условиям задачи векторный потенциал имеет только
одну составляющую A

z
≠ 0. Поле является плоскопараллель�

ным и повторяется во всех плоскостях, перпендикулярных
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проводам линии. Определение A
�

 по второму соотношению в
(26.8) сводится к интегрированию по z в бесконечных преде�
лах. Однако проще воспользоваться математическим подоби�
ем данной задачи и задачи об электростатическом поле двух�
проводной линии (см. формулу (24.34) и рис. 24.8). Тогда вы�
ражение для векторного потенциала в точке наблюдения M
можно записать сразу (ось z направлена от наблюдателя):

2

1
ln .

2z
i r

A
r

µ=
π

В левой области поля линии (y < 0) преобладает влияние
тока вдоль z и A

z
> 0. В правой области поля A

z
< 0.

Эквипотенциальные линии A
z

= const в плоскости xOy
удовлетворяют условию r

2
/r

1
= const и являются окружнос�

тями с центрами, смещенными вдоль оси y. В предельном слу�
чае (A

z
= 0) эквипотенциаль совпадает с осью x.

Уравнение векторных линий индукции в соответствии с
(23.8) dx/B

x
= dy/B

y
; выражения составляющих согласно

(26.5) rot , rot ,z z
x x y y

A A
B A B A

y x
∂ ∂= = = =
∂ ∂

� �
 и, следовательно,

0.z zA A
dx dy

x y
∂ ∂+ =
∂ ∂  В точках векторной линии B

�
 полный диф�

ференциал dA
z

= 0. Таким образом, векторные линии B
�

 со�
впадают с эквипотенциалями .A

�

Рис. 26.2
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12
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§ 26.2.§ 26.2.§ 26.2.§ 26.2.§ 26.2. ВЕКТВЕКТВЕКТВЕКТВЕКТОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ КРУГОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ КРУГОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ КРУГОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ КРУГОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ КРУГЛ О ГЛ О ГЛ О ГЛ О ГЛ О ГО  КО  КО  КО  КО  КОНТУРОНТУРОНТУРОНТУРОНТУРААААА
(ВИТКА).  МАГНИТНЫЙ ДИПОЛЬ(ВИТКА).  МАГНИТНЫЙ ДИПОЛЬ(ВИТКА).  МАГНИТНЫЙ ДИПОЛЬ(ВИТКА).  МАГНИТНЫЙ ДИПОЛЬ(ВИТКА).  МАГНИТНЫЙ ДИПОЛЬ

26.2.1.26.2.1.26.2.1.26.2.1.26.2.1. Преобразование линейного интегралаПреобразование линейного интегралаПреобразование линейного интегралаПреобразование линейного интегралаПреобразование линейного интеграла

Определим поле линейного кругового контура с током i. Радиус
контура r0, площадь S (рис. 26.3). Векторный потенциал в точке
наблюдения M определяется второй формулой в (26.8):

         .
4

l

i dlA
r

µ=
π ∫

��
�      (26.9)

Интеграл в (26.9) можно
преобразовать в поверхност$

ный. Обозначив

            
l

dl r C=∫
� �
�

и взяв в декартовых координатах составляющую ,x xC e C=
��

перепишем ее по формуле Стокса:

rot .x x
x

l S

e e
C dl dS

r r
= =∫ ∫
� �� �
� (26.10)

Заметим, что здесь операция rot проводится по координатам
точки истока радиуса$вектора .r

�
 Воспользуемся тождеством век$

торного анализа

1 1rot rot grad .x
x x

e
e e

r r r
⎡ ⎤= + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

� � �
(26.11)

В этой формуле первое слагаемое равно нулю, а во втором сла$
гаемом

2 3
1 1grad grad .rr
r r r

= − =
�

Подставляя указанное в (26.11) и затем в (26.10), находим

3 3

[ ] [ ]
.x

x x x

S S

r e dSr
C dS e e C

r r
= = =∫ ∫

�� � �� �� �
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Таким образом, вместо (26.9) имеем

3

[ ]
.

4
S

dSri
A

r
µ=
π ∫

� ��
(26.12)

26.2.2.26.2.2.26.2.2.26.2.2.26.2.2. Приближение «больших расстояний».Приближение «больших расстояний».Приближение «больших расстояний».Приближение «больших расстояний».Приближение «больших расстояний».
 Диполь Диполь Диполь Диполь Диполь

Интегралы (26.9) и (26.12) в общем случае приводятся к таблич�
ным функциям — полным эллиптическим интегралам [8]. Однако
на больших расстояниях при r� r0 в (26.12) можно положить
r = const, и тогда с достаточной точностью

3

[ ]
, .

4
S

i Sr
A S dS

r
µ= =

π ∫
� �� � �

Введем вектор — магнитный момент плоского контура

,m iS= µ
��

(26.13)

причем в (26.13) вектор m
�

 перпендикулярен плоскости контура и
связан с направлением тока правилом правого винта. Теперь окон�
чательное выражение для векторного потенциала контура на боль�
ших расстояниях можно представить в виде

3

[ ]
.

4
mr

A
r

=
π

� ��
(26.14)

Для определения напряженности поля
поместим m

�
 в центр сферической систе�

мы координат (рис. 26.4). Вектор A
�

 пер�
пендикулярен плоскости, содержащей m

�

и ;r
�

 линии потенциала — окружности. В
соответствии с (26.14) Ar = Aθ = 0;
Aϕ = msinθ/4πr2. Вычисляя 1 rotH A=

µ
��

 в

сферических координатах, получаем:

3 3
2 cos sin; ; 0.
4r
m mH H H

r rθ ϕ
θ θ= = =

πµ 4πµ (26.15)

Рис. 26.4



Вектор H
�

 имеет радиальную и меридианальную составляю�
щие, убывающие с расстоянием как 1/r3. Структура поля анало�
гична структуре поля электрического диполя (см. формулу
(24.33) и рис. 24.7). По этой причине контур (виток) с током назы�
вают магнитным диполем.

Примечания:

1. Продолжая аналогию с электростатикой, можно представить виток как
двойной слой фиктивных магнитных зарядов, занимающий площадь S (см.
пример 2 в 24.3.6).
2. На больших расстояниях характер поля не зависит от формы контуров.
Формулы (26.15) используются и для витков некруговой конфигурации.

§ 26.3.§ 26.3.§ 26.3.§ 26.3.§ 26.3. СКАЛЯРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ МАГНИТНОГСКАЛЯРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ МАГНИТНОГСКАЛЯРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ МАГНИТНОГСКАЛЯРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ МАГНИТНОГСКАЛЯРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ МАГНИТНОГО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯО ПОЛЯ

26.3.1.26.3.1.26.3.1.26.3.1.26.3.1. «Безвихревое» магнитное поле.«Безвихревое» магнитное поле.«Безвихревое» магнитное поле.«Безвихревое» магнитное поле.«Безвихревое» магнитное поле.
Потенциал. Принцип соответствияПотенциал. Принцип соответствияПотенциал. Принцип соответствияПотенциал. Принцип соответствияПотенциал. Принцип соответствия

В области, где плотность тока проводимости равна нулю, rot 0H =
�

и, следовательно, выполняются условия потенциальности. Для
описания поля можно привлечь функцию Um = Um(x, y, z) — ска�
лярный потенциал магнитного поля. В этом случае вектор напря�
женности магнитного поля представляется в виде

grad .mH U= −
�

(26.16)

Знак «минус» берется по аналогии с электростатикой и ука�
зывает на то, что вектор H

�
 направлен в сторону убывания Um

(единица измерения потенциала — А).
Получим уравнение для потенциала, подставив (26.16) в (26.2):

div div ( ) div ( grad ) 0.mB H U= µ = − µ =
� �

В однородном магнетике (µ = const) с учетом тождества
div gradUm = ∆Um имеем ∆Um = 0. Скалярный потенциал магнит�
ного поля удовлетворяет уравнению Лапласа.

Рассмотрим плоскопараллельное поле цилиндрического про�
вода с током i (рис. 26.5). Ток направлен к наблюдателю (вдоль оси
z); на основании (23.15) напряженность поля Hϕ = i/2πr.

Из соотношения (26.16) следует 1 mU
H

rϕ
∂= −
∂ϕ

 и, следовательно,
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Um = –iϕ/2π + const. Считая по

тенциал равным нулю при ϕ = 0,
получаем выражение Um = –iϕ/2π.
Линии (плоскости) равного потен

циала подчиняются уравнению
ϕ = const. Это — радиальные ли

нии, проходящие через ось прово

да. Естественно, физический смысл
имеют только их части, располо

женные вне провода.

Примечание. Скалярный магнитный потенциал — многозначная функция.
Значение ϕ может быть увеличено на 2πk, где k — целое число. Однако при
расчете, например, магнитных цепей используется разность магнитных по

тенциалов (магнитное напряжение участка цепи).

Потенциал поля двухпроводной линии можно найти, применяя
принцип наложения (рис. 26.6). Потенциал в точке M с учетом
того, что i2 = –i1 = –i, имеет вид Um = i(ϕ2 – ϕ1)/2π = iϕ12/2π.
Уравнение линий равного потенциала ϕ12 = const. Эти линии яв

ляются дугами окружностей, проходящих через оси проводов.

Сравнивая картины магнитного поля линейных токов и элект

ростатического поля линейного заряда (см. рис. 24.5) и двухпро

водной линии (см. рис. 24.8), можно заметить «принцип соответ

ствия полей»: эквипотенциали Um находятся на месте векторных
линий ;E

�
 векторные линии H

�
 совпадают с эквипотенциалями U.

Рис. 26.6

Рис. 26.5.

12
12H
�



Примечания:
1. Если радиус проводов линии сравним с расстоянием между ними, в элек�
тростатическом поле контур сечения провода остается эквипотенциальным.
Но магнитная линия не совпадает с этим контуром: на поверхности «тол�
стого» провода вектор H

�

 имеет не только касательную, но и нормальную
составляющую.
2. Рассматривая соотношения (26.15) как составляющие вектора (–gradUm),
можно найти выражение для скалярного потенциала поля магнитного ди�
поля: 3/ 4 .mU mr r= πµ

� �

ПРИМЕР 2. Сферическая оболочка радиуса r
0
, несущая

равномерно распределенный заряд q > 0, вращается вокруг
оси z (рис. 26.7). Частота вращения равна n (1/с); магнитная
проницаемость всюду µ

0
. Найти напряженность поля внутри и

вне оболочки.
Вращающаяся оболочка пред�

ставляет собой сферический поверх�
ностный ток. Чтобы найти его распре�
деление, выделим элементарное
кольцо радиуса R = r

0
sinθ. Заряд, на�

ходящийся на этом кольце,
dq = σdS = σ⋅2πRr

0
dθ = 2πσr

0
2sinθdθ,

где σ = q/4πr
0

2 — поверхностная
плотность заряда. Соответствующий
кольцевой ток (заряд, переносимый
за секунду) di = ndq, а плотность по�
верхностного тока J

Sϕ = di/(r
0
dθ).

После простых преобразований полу�
чаем J

Sϕ(θ) = qnsinθ/(2r
0
).

Поскольку и внутри, и вне оболочки токи отсутствуют, маг�
нитное поле описывается скалярным потенциалом, удовлетво�
ряющим уравнению Лапласа ∆U

m
= 0. Поле имеет осевую сим�

метрию (∂U
m

/∂ϕ = 0), и общее решение уравнения можно запи�
сать так же, как в электростатической задаче о шаре (см. 24.7.1):
U

m
(r, θ) = (Ar + D/r2)cosθ + C. Положив в плоскости экватора

U
m

(r, π/2) = 0, получим C = 0. В центре (r = 0) и в бесконечно�
сти (r → ∞) потенциал и его производные, т. е. ,H

�
 должны быть

конечны. Поэтому внутри оболочки скалярный потенциал
U

m1
(r, θ) = Arcosθ, а во внешней области U

m2
(r, θ) = Dcosθ/r2.
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Для определения констант A и D воспользуемся гранич�
ными условиями (26.4), записав их в сферической системе
координат. При r = r

0
 должны выполняться соотношения:

H
2θ – H

1θ = J
Sϕ; B

2r
= B

1r
. Принимая во внимание, что

grad mH U= −
�

 и среда однородна, получим

1 2 1 21 ; .m m m m
S

U U U U
J

r r rϕ
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− = =⎜ ⎟∂θ ∂θ ∂ ∂⎝ ⎠

После подстановки сюда выражений для U
m1

(r, θ), U
m2

(r, θ)
и J

Sϕ(θ) приходим к двум уравнениям для расчета A и D:

–A + D/r
0

3 = qn/2r
0
;   A + 2D/r

0
3 = 0.

Вычисляя градиенты известных потенциалов, окончатель�
но получаем:

H
1

= H
1z

= qn/3r
0
;

H
2r

= qnr
0

2cosθ/3r3;

H2θ = qnr0
2sinθ/6r3.

Поле внутри оболочки однородное; векторные линии на�
правлены вдоль оси вращения. Поле вне оболочки (r > r

0
) по�

добно полю магнитного диполя, помещенного в ее центр.

Сравнивая полученные выражения для H
2r

 и H
2θ с (26.15),

найдем эквивалентный магнитный момент вращающейся сфе�
ры: m = 2πµ

0
r

0
2nq/3. Момент направлен вдоль оси z в соот�

ветствии с направлением поверхностных токов.

26.3.2.26.3.2.26.3.2.26.3.2.26.3.2. Математическая аналогия магнитногоМатематическая аналогия магнитногоМатематическая аналогия магнитногоМатематическая аналогия магнитногоМатематическая аналогия магнитного
и электростатического полей. Магнитостатикаи электростатического полей. Магнитостатикаи электростатического полей. Магнитостатикаи электростатического полей. Магнитостатикаи электростатического полей. Магнитостатика

Магнитное поле в области, не содержащей тока ( 0),J =
�

 описыва�

ется следующими уравнениями:

rot 0; div 0; 0; grad ; .m mH B U H U B H= = ∆ = = − = µ
� � � � �

(26.17)



Основные уравнения электростатики в области, где отсутствуют
свободные заряды (ρ = 0), имеют вид:

rot 0; div 0; 0; grad ; .E D U E U D E= = ∆ = = − = ε
� � � � �

(26.18)

Уравнения Лапласа справедливы в однородных средах, где
µ = const, ε = const.

Соотношения (26.17), (26.18) и характеризуемые ими поля
являются математически аналогичными. При этом (26.17) назы!
вается системой уравнений магнитостатики.

Укажем еще на аналогию граничных условий (H2τ = H1τ,
B2n = B1n и E2τ = E1τ, D2n = D1n) и перечислим аналогичные ве!
личины: , , , .mH E B D U U↔ ↔ ↔ µ ↔ ε

� � � �

Примечание. В 26.1 показано, что линии B
�

 практически перпендикулярны
поверхности ферромагнитного тела. Таким образом, поверхность эквипотен!
циальна (Um = const) подобно проводящей поверхности в электростатике.
Существует, однако, принципиальное отличие: линии B

�

 непрерывны, а ли!
нии D

�

 на поверхности проводника прерываются.

Воспользуемся аналогией полей
для решения задачи о шаре в одно!
родном магнитном поле (рис. 26.8).
Производя в соотношениях, записан!
ных в 24.7, замену ε1 на µ1, ε2 на µ2,

0E
�

 на 0,H
�

 0D
�

 на 0,B
�

 получим фор!
мулы для интересующего нас случая.
Пусть шар помещен в немагнитную
среду: µ1 = µ0, µ2 = µ. Тогда можно записать: 1) напряженность
поля в шаре  0 0= µ µ + µ) <

� � �
2 0 03 /(2 ;H H H  2) магнитная индукция

0= µ = µ µ + µ >
� � � �

2 2 0 03 /(2 ) ;B H B B  3) поле размагничивания  =
�

мH
0 0= µ − µ) µ + µ)

�
0( /(2 .H  Это поле направлено навстречу приложен!

ному полю 0.H
�

 Его существование можно объяснить присутствием
на поверхности шара фиктивных магнитных зарядов, причем поло!
жительные заряды — на правом полушарии (аналогично рис. 24.22).

С ростом µ усиливается поле размагничивания мH
�

 и умень!
шается внутреннее поле 2.H

�
 Однако индукция 2B

�
 в шаре растет.

В пределе при µ → ∞ имеем: м 0 2 2 0; 0; 3 .H H H B B= − = =
� � � � �

 Индук!
ция только в три раза превышает индукцию приложенного поля.
В этом проявляется эффект размагничивания, аналогичный эф!
фекту деполяризации.
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Поле размагничивания в соот�
ветствии с (24.73) можно предста�
вить в виде м 2 / ,H NM 0= − µ

� �
 где

2 2( ) —M H0= µ − µ
� �

 вектор намагни�
чивания; N — коэффициент размаг�
ничивания (для шара N = 1/3).

Уравнения магнитостатики ис�
пользуются при расчете магнитных
экранов (рис. 26.9). Так как при уве�
личении отношения µ/µ0 внутреннее

поле в шаре 2H
�

 уменьшается, можно предположить, что при на�
личии в шаре внутренней полости поле H

�
 в ней будет ослаблено в

сравнении с внешним полем 0.H
�

 Отношение H/H0 = B/B0 (коэф�
фициент экранирования) находится в результате решения краевой
задачи в кусочно�однородной области. Граничные условия выра�
жаются через скалярный потенциал (см. (24.19) и (24.20) в 24.2.3):
равенство касательных составляющих H

�
 эквивалентно равенству

Um1 = Um2; непрерывность нормальных составляющих —B
�

 ра�
венству µ1∂Um1/∂n = µ2∂Um2/∂n. Действие экрана объясняется
тем, что линии магнитной индукции, будучи непрерывными, «стре�
мятся пройти» в стенках экрана по пути наименьшего «магнитно�
го» сопротивления.

Примечание. Внутри экрана помещается объект, который желательно за�
щитить от воздействия магнитного поля. Очевидно, что замкнутость экрана
не всегда допустима. В электротехнике находят применение и незамкнутые
«теневые» экраны.

26.3.3.26.3.3.26.3.3.26.3.3.26.3.3. Моделирование магнитного поляМоделирование магнитного поляМоделирование магнитного поляМоделирование магнитного поляМоделирование магнитного поля

В 25.3 рассмотрена аналогия поля постоянного тока и электроста�
тического поля, которая лежит в основе электромоделирования.
Очевидно, что токовые модели позволяют эффективно решать и
задачи исследования магнитного поля.

Магнитное моделирование бывает прямым и обратным. Если
в модели два электрода совмещены с линиями магнитного поля
оригинала, то электрические эквипотенциали модели совпадают с
магнитными линиями, а на месте линий электрического поля про�
ходят эквипотенциали магнитного потенциала (принцип соответ�
ствия). Это — обратное моделирование. При прямом моделиро�

Рис. 26.9



вании электроды совмещаются с эквипотенциалями магнитного
поля (например, в модели «полюсный наконечник статора – по�
верхность якоря» электрической машины). В этом случае линии

( )J E
� �

 модели совпадают с линиями ( )B H
� �

 оригинала.

§ 26.4.§ 26.4.§ 26.4.§ 26.4.§ 26.4. ИНДУКТИВНОСТЬИНДУКТИВНОСТЬИНДУКТИВНОСТЬИНДУКТИВНОСТЬИНДУКТИВНОСТЬ

26.4.1.26.4.1.26.4.1.26.4.1.26.4.1. Взаимная индуктивность замкнутых контуровВзаимная индуктивность замкнутых контуровВзаимная индуктивность замкнутых контуровВзаимная индуктивность замкнутых контуровВзаимная индуктивность замкнутых контуров
Рассмотрим два плоских линейных контура l1 и l2 с токами i1 и i2,
расположенных в однородном магнетике (µ = const) (рис. 26.10).
Пусть 1 1и —A B

� �
 векторный потенциал и магнитная индукция поля

первого тока, а 2 2и —A B
� �

 соответствующие величины поля вто�
рого тока. По определению взаимная индуктивность первого и вто�
рого контуров

   
2

21
21 1 2

1 1

1 ,
S

M B dS
i i

Φ= = ∫
��

(26.19)

где Φ21 — магнитный поток поля
тока i1 через площадь S2 второго
контура.

Примечание. В общем случае Φ21 оп�
ределяется через любую поверхность
S2, опирающуюся на контур l2.

Используя соотношение (26.5)
и теорему Стокса, выразим магнитный поток через векторный по�
тенциал 1A

�
 магнитного поля:

2 2

1 2 1 2rot .
S l

A dS A dl21Φ = =∫ ∫
� �� �

� (26.20)

Вычисление циркуляции потенциала часто оказывается более
простой операцией, нежели вычисление потока индукции.

Привлекая выражение (26.8) для записи 1,A
�

 после подста�
новки его в (26.20) и затем в (26.19) получим:

1 2

1 2
21 .

l l

dl dl
M

r
µ=
4π ∫ ∫

� �

� � (26.21)
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Взаимная индуктивность зависит от конфигурации и взаимного рас�
положения контуров, а также от магнитной проницаемости среды.

Взаимная индуктивность второго и первого контуров
M12 = Φ12/i2, где Φ12 — магнитный поток поля тока i2 через пло�
щадь S1 первого контура. Очевидно, что выражение для M12 со�
впадает с (26.21), поскольку является результатом простой пере�
становки индексов 1 и 2. Таким образом, непосредственно
доказывается равенство M12 = M21 = M.

При перемене направления одного из токов (например, i2) знак
M изменяется на обратный, так как в (26.21) изменяется направ�
ление 2dl

�
 (согласное и встречное включение контуров).

Если первый и второй контуры содержат n1 и n2 витков, вза�
имная индуктивность увеличивается в n1n2 раз. Действительно, в
этом случае M21 = n2Φ21/i1 = Ψ21/i1, где Ψ21 — потокосцепление
поля тока i1 со вторым контуром. В свою очередь, индукция 1B

�
 и,

следовательно, поток Φ21 возрастают в n1 раз.
Примечания:

1. Если среда неоднородная (µ ≠ const), потенциал A
�

 не может быть выра�
жен простой формулой (26.8) и, таким образом, соотношение (26.21) не�
применимо. Однако по�прежнему A

�

 пропорционален току и Φ21 = M21i1.

2. Если среда нелинейная (ферромагнетик), то µ = µ(H); тогда взаимная
индуктивность зависит и от токов.

Переход от линейных контуров к объемным проводится по
обычному правилу замены 1 1i dl

�
 на 1 1,J dV
�

 2 2i dl
�

 на 2 2.J dV
�

 При этом
условие магнитной однородности среды распространяется и на
объемы V1 и V2 контуров. Формула (26.21) приобретает вид

1 2

1 2
1 2

1 2
,

V V

J J
M dV dV

i i r
µ=

4π ∫ ∫
� �

(26.22)

где r — расстояние между элементарными объемами dV1 и dV2.
Подчеркнем, что взаимная индуктивность зависит не от токов i1 и
i2, а от их распределения 1 1/J i

�
 и 2 2/J i
�

 по объему контуров.

26.4.2.26.4.2.26.4.2.26.4.2.26.4.2. Собственная индуктивность контураСобственная индуктивность контураСобственная индуктивность контураСобственная индуктивность контураСобственная индуктивность контура

Общее выражение для собственной индуктивности L объемного
контура выводится из (26.22). Для этого достаточно принять
i1 = i2 = i и V1 = V2 = V (рис. 26.11):



    2
,

V V

J J
L dV dV

ri

′µ ′=
4π ∫ ∫

� �

(26.23)

где и —J J ′
� �

 плотности токов в эле�
ментарных объемах dV и dV′; r — рас�
стояние между ними. Индуктивность
есть функция геометрических парамет�
ров контура, распределения тока в нем
и магнитных свойств среды.

Примечание. Если принять всюду µ = µ0,
то индуктивность изменяется, например,
при замене части объема контура материалом с другой удельной проводи�
мостью (медное включение в алюминиевом проводнике), так как это при�
водит к изменению путей протекания тока.

Понятие собственной индуктивности линейного контура не
имеет смысла: записав (26.23) при l1 = l2 = l и i1 = i2 = i, получа�
ем выражение, которое при r = 0 обращается в бесконечность.
Поэтому для определения индуктивности контура, образованного
тонким проводником, используется следующий подход (рис.
26.12а). Определим внешнюю индуктивность контура соотноше�
нием L = Φ/i, где Φ — магнитный поток через площадь контура S.
Считаем, что ток i течет по оси проводника l1. Тогда согласно (26.20)
магнитный поток

�

� ��
�

� ��Φ = ∫
��

�
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Контур l
2
 ограничивает поверхность S. В свою очередь, по формуле

(26.8) векторный потенциал

1

1
1 ,

4
l

i dl
A

r
µ=
π ∫

��
�

и, следовательно,

1 2

1 2 .
l l

dl dl
L

r
µ=
4π ∫ ∫

� �

��

Если контур содержит n витков, его индуктивность увеличива�
ется в n2 раз.

Примечание. Полная индуктивность контура наряду со внешней включает
внутреннюю индуктивность проводника µl/8π, пропорциональную его дли�
не l и независящую от сечения.

Найдем внешнюю индуктивность отрезка двухпроводной ли�
нии длиной l (рис. 26.12б). Рассматривая линию как замкнутый
контур и выделяя «виток» длиной l, определим магнитный поток
через S. Векторный потенциал линии записан в 26.1.3, пример 1:

2

1
ln .

2z
i r

A
r

µ=
π

Следовательно, на внутренней стороне левого провода

0

0
ln ;

2z
i h r

A
r

µ −=
π

на правом проводе потенциал отличается знаком. Поэтому магнитный

поток, определяемый по (26.20) как циркуляция A
�

 по контуру 1234,

0

0
2 ln .

2
i h r

l
r

µ −Φ =
π

Таким образом, внешняя индуктивность отрезка двухпровод�
ной линии

0

0
ln .

l h r
L

r
µ −=
π

ПРИМЕР 3. Тороидальная катушка (рис. 26.13) на сердечнике
с магнитной проницаемостью µ имеет плотную обмотку,
содержащую n витков. Сечение сердечника S, длина средней
(осевой) линии l

0
. Найти: 1) приближенное значение



индуктивности L катушки; 2)
индуктивность L

в
 при наличии

малого воздушного зазора d в
сердечнике при условии
l

0
= l

с
+ d, причем d � l

с
; 3)

коэффициент размагничивания.
1. При плотной обмотке и

µ » µ
0
 магнитный поток сосредо�

точен в сердечнике. Магнитные
линии представляют собой ок�
ружности, охватывающие ток ni.
По закону полного тока напря�
женность поля в точках средней линии H = ni/l

0
. При этом

индукция B = µni/l
0
, усредненный магнитный поток Φ = BS,

потокосцепление Ψ = nΦ, и , следовательно, L = µn2S/l
0
.

2. При малом воздушном зазоре в силу непрерывности маг�
нитного потока значения индукции в воздухе B

в
 и сердечнике B

с

равны: µ
0
H

в
= µH

с
. По закону полного тока H

в
d + H

с
l
с

= ni. Из
этих двух соотношений получаем выражение для напряженно�
сти поля в сердечнике H

с
= ni/(l

с
+ µd/µ

0
). Очевидно, что

H
с

< H. Если зазор составляет лишь одну сотую средней линии
(d = 0,01l

0
, l

с
= 0,99l

0
), то при µ = 100µ

0
 напряженность поля

уменьшается почти вдвое: H
с

= ni/(1,99l
0
). Индуктивность ка�

тушки с зазором в сердечнике L
в

= µn2S/(l
с

+ µd/µ
0
); т. е. при

тех же условиях L
в

≈ 0,5L.
3. Неравенство H

с
< H можно объяснить тем, что воздуш�

ный зазор в сердечнике приводит к возникновению поля раз�
магничивания (см. 26.3.2): H

м
= H

с
– H = –(µ – µ

0
)H

с
d/µ

0
l
0

=
=–Md/µ

0
l

0
, где M = (µ – µ

0
)H

с
 — намагниченность сердеч�

ника. Поскольку принято записывать H
м

= –NM/µ
0
, то коэф�

фициент размагничивания тороида с зазором N = d/l
0
.

Примечание. Строгое введение коэффициента размагничивания возможно
лишь при однородном намагничивании эллипсоидов. Во всех других случаях
это представление является приближенным.

ПРИМЕР 4. Тороидальная катушка, рассмотренная в примере
3, охватывается контуром, как показано на рис. 26.14. Найти
взаимную индуктивность в этой системе.
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В соответствии с принци

пом взаимности M

12
= M

21
= M

и, следовательно, расчет мож

но вести по любой из двух схем:
1) i

1
→ 1B →
�

 Ψ
21

→ M
21

; 2) i
2

→
→ 2B →
�

 Ψ
12

→ M
12

. При выбо

ре второй из них мы встречаем

ся с непреодолимыми трудно

стями и при расчете поля 2B

�
 контура, и при расчете потокос


цепления Ψ
12

 с тором. Если же задаться током i
1
, то решение

элементарно. Напряженность поля в сердечнике H
1

= n
1
i

1
/l

0
,

индукция B
1

= µn
1
i

1
/l

0
. Поток, создаваемый катушкой, лока


лизован только на части S всей площади контура. Он и опре

деляет потокосцепление Ψ

12
= Φ = B

1
S. Взаимная индуктив


ность M = µn
1
S/l

0
.

Примечания:
1. Результат не зависит от формы контура и остается неизменным при лю

бых его деформациях.

2. Если контур содержит n2 витков, то M = µn1n2S/l0.

26.4.3.26.4.3.26.4.3.26.4.3.26.4.3. Индуктивность и энергия магнитного поляИндуктивность и энергия магнитного поляИндуктивность и энергия магнитного поляИндуктивность и энергия магнитного поляИндуктивность и энергия магнитного поля

Процессы в двух индуктивно связанных контурах просто описыва

ются методами теории цепей: u1 = L1di1/dt + Mdi2/dt, u2 =
= L2di2/dt + Mdi1/dt, где L1, L2 — собственные индуктивности
контуров; M — взаимная индуктивность.

От этих соотношений можно перейти к мгновенным мощнос

тям p1 = u1i1 и p2 = u2i2. Далее, выполняя интегрирование в пре

делах от i1 = i2 = 0 до некоторых установившихся значений i1 и i2,
приходим к выражению для полной энергии, запасенной в магнит

ном поле:

22
21 1 2м м м м

1 2 1 2 12,
2 2

L iL i
W Mi i W W W= + + = + + (26.24)

где W1
м и W2

м — собственные энергии контуров, а W12
м — взаим


ная энергия.
В формуле (26.24) нет указаний на место локализации

энергии. Но макроскопическая теория поля исходит из того, что
энергия поля распределена в пространстве с плотностью

Рис. 26.14



м 2/2 /2w BH H= = µ
� �

 (см. 23.7.2). При этом энергия магнитного
поля 1 2H H H= +

� � �
 двух токов

м 2 2
1 21 2

м м м
1 2 12

1 1
2 2

.
V V V

W H dV H dV H H dV

W W W

= µ + µ + µ =

= + +

∫ ∫ ∫
� �

(26.25)

Сравнивая (26.25) и (26.24), получаем соотношения, которые
позволяют трактовать индуктивность как «меру энергии магнит�
ного поля» (при заданных токах):

2
1 1 212

1 21

1 1; .
V V

L H dV M H H dV
i ii

= µ = µ∫ ∫
� �

(26.26)

Расчет индуктивностей при известной конфигурации провод�
ников сводится к расчету поля. Причем формулы (26.26) справед�
ливы для общего случая неоднородной среды (µ ≠ const), тогда как
(26.23) и (26.22) применимы лишь в однородной среде.

ПРИМЕР 5. На рис. 26.15 изображено поперечное сечение
коаксиального кабеля: r

1
 — радиус жилы, r

2
, r

3
 — внутренний

и внешний радиусы оболочки. Магнитная проницаемость
материала жилы µ, изоляции — µ

0
. Найти индуктивность

участка кабеля длиной l, пренебрегая полем в оболочке.
Задавая ток i в жиле и обо�

лочке, по закону полного тока
в виде (23.15) находим напря�
женность поля: в жиле (r � r

1
)

H
1

= ir/(2πr
1

2); в изоляции
(r

1
� r � r

2
) H

2
= i/(2πr). В

оболочке напряженность поля
убывает от i/(2πr

2
) до нуля, и

поэтому энергией поля можно
пренебречь. Вне кабеля 0.H =

�

Энергия поля кабеля —
сумма энергий отдельных об�
ластей. Энергия поля в жиле Рис. 26.15
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1

1

2 22 2
1

1 2 2
10

2 ,
2 16(2 )

r

V

H lii r lW dV rdr
r

µ µ µ= = π =
2 ππ∫ ∫

а соответствующая ей индуктивность L
1

= 2W
1
/i2. Энергия

поля в изоляции

2

2 1

2 22
2 2

2 2
1

2 ln ,
2 2 4(2 )

r

V r

H li riW dV rdr
rr

0 0µ µ µ= = π =
ππ∫ ∫

а соответствующая индуктивность L
2

= 2W
2
/i2. Индуктивность

отрезка кабеля 
0 2

1 2
1

ln .
8

l l r
L L L

r
µ µ= + = +
π 2π

Примечания:
1. Индуктивность L

1
 называется внутренней индуктивностью цилиндричес�

кого проводника. Она не зависит от его радиуса.
2. Индуктивность L

2
 — мера энергии поля в изоляции кабеля — может

быть названа внешней.
3. При гармоническом токе вследствие поверхностного эффекта (поле вы�
тесняется из проводника) индуктивность L1 уменьшается при увеличении
частоты; величина L2 остается неизменной.

26.4.4.26.4.4.26.4.4.26.4.4.26.4.4. «Наведенное» потокосцепление«Наведенное» потокосцепление«Наведенное» потокосцепление«Наведенное» потокосцепление«Наведенное» потокосцепление

Пусть в магнитное поле iH
�

 контура с током вносится тело из маг�
нетика. Как показано в [16], изменение потокосцепления, обус�
ловленное намагниченным телом,

1 ,i

V

H MdV
i

∆Ψ = ∫
� �

где —M
�

 намагниченность, а V — объем тела. Формула упроща�
ется в случае, когда поле тока iH

�
 и намагниченность M

�
 в преде�

лах V однородны:

1 .iH MV
i

∆Ψ =
� �

(26.27)

Рассмотрим две задачи с применением этого соотношения.
1. В тороидальной катушке без сердечника (см. пример 3 в

26.4.2) Hi = ni/l0, Bi = µ0Hi, Ψ0 = µ0n2Si/l0. При наличии сплош�



ного сердечника напряженность поля остается прежней и намаг�
ниченность 0( ) .iM H= µ − µ

� �
 Следовательно, изменение (прирост)

потокосцепления ∆Ψ = (µ – µ0)n2Si/l0, где принято V = Sl0. По�
токосцепление тороида Ψ = Ψ0 + ∆Ψ = µn2Si/l0, что соответствует
п. 1 примера 3.

2. В соленоид с однородным полем Hi = ni (n — число витков
на единицу длины) вносится шар радиуса r0, имеющий магнитную
проницаемость µ. Намагниченность шара выражается через на�
пряженность внутреннего поля (см. 26.3.2): 0 2( ) .M H= µ −µ

� �
 При

условии µ� µ0 получим 0 03 ( ) /(2 3 .i iM H H0 0= µ µ − µ µ + µ) ≈ µ
� � �

Прирост потокосцепления в соответствии с (26.27)

21 3 3 .ini H V n iV
i 0 0∆Ψ = ⋅ ⋅ µ = µ  С этим связано увеличение индук�

тивности соленоида на величину ∆L = ∆Ψ/i = 4πµ0n2r0
3.
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Приложение

НЕКНЕКНЕКНЕКНЕКОТОТОТОТОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯОРЫЕ СВЕДЕНИЯОРЫЕ СВЕДЕНИЯОРЫЕ СВЕДЕНИЯОРЫЕ СВЕДЕНИЯ
ИЗ ВЕКТИЗ ВЕКТИЗ ВЕКТИЗ ВЕКТИЗ ВЕКТОРНОГОРНОГОРНОГОРНОГОРНОГО АНАЛИЗАО АНАЛИЗАО АНАЛИЗАО АНАЛИЗАО АНАЛИЗА

Интегральные соотношенияИнтегральные соотношенияИнтегральные соотношенияИнтегральные соотношенияИнтегральные соотношения

Теорема Остроградского–Гаусса: div .
V S

AdV AdS=∫ ∫
� � �
�

Теорема Стокса: rot .
S l

AdS Adl=∫ ∫
� �� �
�

Основные тождестваОсновные тождестваОсновные тождестваОсновные тождестваОсновные тождества

rot grad 0;U = div rot 0;A =
�

 rot rot grad div ;A A A= − ∆
� � �

div[ ] rot rot ;AB B A A B= −
� � �� � �

 rot( ) [grad ] rot ;UA UA U A= +
� � �

grad( ) grad gradU U Uϕ = ϕ + ϕ;  div ( ) grad div .UA A U U A= +
� � �

Представление операцийПредставление операцийПредставление операцийПредставление операцийПредставление операций
в декартовой системе координат (в декартовой системе координат (в декартовой системе координат (в декартовой системе координат (в декартовой системе координат (xxxxx,,,,, yyyyy,,,,, zzzzz)))))

grad ;x y z
U U UU e e e
x y z

∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂
� � �

div ;yx zAA A
A

x y z
∂∂ ∂= + +

∂ ∂ ∂
�

rot ;y yz x z x
x y z

A AA A A A
A e e e

y z z x x y
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� � � �

2 2 2

2 2 2
div grad .U U UU U

x y z
∂ ∂ ∂∆ = = + +
∂ ∂ ∂



Представление операцийПредставление операцийПредставление операцийПредставление операцийПредставление операций
в цилиндрической системе координат (в цилиндрической системе координат (в цилиндрической системе координат (в цилиндрической системе координат (в цилиндрической системе координат (rrrrr,,,,, ϕϕϕϕϕ,,,,, zzzzz)))))

1grad ;r z
U U UU e e e
r r zϕ

∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ϕ ∂
� � �

1 1div ( ) ;z
r

A A
A rA

r r r z
ϕ∂ ∂∂= + +

∂ ∂ϕ ∂
�

1 1rot ( ) ;z zr r
r z

AA AA A
A e e rA e

r z z r r r
ϕ

ϕ ϕ
∂⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂= − + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ϕ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ϕ⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎝ ⎠

� � � �

( ) 2 2

2 2 2
1 1 .U U UU r
r r r r z

∂ ∂ ∂ ∂∆ = + +
∂ ∂ ∂ϕ ∂

Представление операцийПредставление операцийПредставление операцийПредставление операцийПредставление операций
в сферической системе координат (в сферической системе координат (в сферической системе координат (в сферической системе координат (в сферической системе координат (rrrrr,,,,, θθθθθ,,,,, ϕϕϕϕϕ)))))

1 1grad ;
sinr

U U UU e e e
r r rθ ϕ

∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂θ θ ∂ϕ
� � �

2
2

1 1 1div ( ) (sin ) ;
sin sinr

A
A r A A

r r rr
ϕ

θ
∂∂ ∂= + θ +

∂ θ ∂θ θ ∂ϕ
�

1rot (sin )
sin

1 1 1( ) ( ) ;
sin

r

r r

A
A A e

r

A A
rA e rA e

r r r r

θ
ϕ

ϕ θ ϕ ϕ

∂⎡ ⎤∂= θ − +⎢ ⎥θ ∂θ ∂ϕ⎣ ⎦
∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂+ − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥θ ∂ϕ ∂ ∂ ∂θ⎣ ⎦⎣ ⎦

� �

� �

( ) ( ) 2
2

2 2 2 2 2
1 1 1sin .

sin sin
U U UU r

r rr r r
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∆ = + θ +
∂ ∂ ∂θ ∂θθ θ ∂ϕ

Приложение 575



1. Атабеков Г. И., Тимофеев А. В., Хухриков С. С. Теоретические основы
электротехники. Нелинейные цепи. М.; Л.: Госэнергоиздат, 1962.

2. Балабанян Н. Синтез электрических цепей. М.: Госэнергоиздат, 1961.
3. Баскаков С. И. Радиотехнические цепи и сигналы: Учебник для вузов по

спец. «Радиотехника». М.: Высшая школа, 1988.
4. Бессонов Л. А. Теоретические основы электротехники. М.: Высшая школа,

1996.
5. Вайнштейн Л. А. Электромагнитные волны. М.: Советское радио, 1957.
6. Вольман В. И., Пименов Ю. В. Техническая электродинамика. М.: Связь,

1971.
7. Данилов Л. В., Матханов П. Я., Филиппов Е. С. Теория нелинейных

электрических цепей. Л.: Энергоатомиздат, 1990.
8. Демирчян К. С., Нейман Л. Р., Коровкин Н. В., Чечурин В. Л.

Теоретические основы электротехники: В 3(х т. СПб.: Питер, 2003.
9. Карташев В.  Г.  Основы теории дискретных сигналов и  цифровых

фильтров: Учебное пособие для вузов. М.: Высшая школа, 1982.
10. Иоссель Ю. Я., Качанов Э. С., Струнский М. Г. Расчет электрической

емкости. Л.: Энергоиздат, 1981.
11. Крылов В. В., Корсаков С. Я. Основы теории цепей для системотехников.

М.: Высшая школа, 1990.
12. Матханов П. Н. Основы синтеза линейных электрических цепей. М,.

Высшая школа, 1976.
13. Матханов П. Н. Основы анализа электрических цепей. Нелинейные цепи.

М.: Высшая школа, 1986.
14. Матханов П. Н. Основы анализа электрических цепей. Линейные цепи.

М.: Высшая школа, 1990.
15. Никольский В. В. Электродинамика и распространение радиоволн. М.:

Наука, 1973.
16. Поливанов К. М. Теория электромагнитного поля. М.: Энергия, 1969.
17. Поль Р. В. Учение об электричестве. М.: Физматгиз, 1962.
18. Сборник задач по теории электрических цепей: Учебное пособие для вузов/

Под ред. П. Н. Матханов, Л. В. Данилов. М.: Высшая школа, 1980.
19. Стрэттон Дж. А. Теория электромагнетизма. М.; Л.: ГИТТЛ, 1948.
20. Тамм И. Е. Основы теории электричества. М.: Наука, 1976.
21. Фейнман Р., Лейтон Р., Сэндс М. Фейнмановские лекции по физике.

Т. 5. Электричество и магнетизм. М.: Мир, 1966.
22. Цыпкин Я. З. Релейные автоматические системы. М.: Наука, 1974.

ЛИТЕРЛИТЕРЛИТЕРЛИТЕРЛИТЕРАААААТУРТУРТУРТУРТУРААААА



ОГЛАВЛЕНИЕОГЛАВЛЕНИЕОГЛАВЛЕНИЕОГЛАВЛЕНИЕОГЛАВЛЕНИЕ

�������	
�� �������������������������������������������������������������������������������������� 


�����������������	
����
�	
	������	����

	��
�� ���������������������������� �
����� �	��������������������������	��	����
����� ������������������������������ �

������������	
���
������������ ������������������������������������������������������������������ �
���������
������ ������������������������������������������������������������������������������������������ �
���������
������������
�
����� ����������������������������������������������������������������  
����!�"��
������#�$����� �������������������������������������������������������������������������� %

���� � !�"����
�#$�������������	�%������������� ���������������������������������� &
������&�
�'�
�����
�(����������	
�#���� ������������������������������������������������ )
������*�
��+�#��
�,��-�
����
������


�(����������	
�#���� ���������������������������������������������������������������������� �.
������"��
�����������-�
����
��������+	
�#���� �������������������������������� ��

�����
� '�����"��	
���#�����	(�����������	�������	$�������� ������ � 
������/�����������
������ ���������������������������������������������������������������������� ��
������/������������ ������������������������������������������������������������������������������������ �!

����)� '��*���
�#$������������������	�%������������� �������������������� ��
��!���&�
�'�
�������'0���������	
�#��������� ���������������������������������� ��
��!���*�
��+�#��
����-�
����
��������+	
�#���� �������������������������������� ��
��!���"��
�����������-�
����
��������+	
�#���� �������������������������������� � 
��!�!�1
������2(����3����
�
,������

����������
������+	
�#���� ���������������������������������������������������������� �%
������ +��	���	$������������������	�%������������� �������������������������� �&

������&�
�'�
������+	
�#��������� �������������������������������������������������������� �)
������*�
��+�#��
�,��-�
����
��������+	
�#���� ������������������������������ �.
������"��
�����������-�
����
��������+	
�#���� �������������������������������� �.
����!�1
������2(����3����
�
,�������(�
�'���+	
�#���� ������������������ ��

����,� -�	�����������$ ������������������������������������������������������������������������������  

������&�����,�������������#��
�������� ���������������������������������������������� ��
������&�����,��������������
���������� ���������������������������������������������� ��

����.� /��	�#�0��%�	1� ����������������������������������������������������������������������������  .
�� ���4�����������5�
-��6� ���������������������������������������������������������������������� � 
�� ���7��
����(�����#,-�0
��������4�5 ���������������������������������������������� � 
�� ���4��������
�������5�
-��6� ���������������������������������������������������������� �)
�� �!�7��
����(�����#,-�0
��������4�5 ���������������������������������������������� �.

����2� 3*����	�����������	
�������$ ������������������������������������������������������ 
�
��%���80�
�������	
�#���������� ������������������������������������������������������������ ��
��%���80�
�����������0
����0(
�������
, ���������������������������������������������� ��
��%���9�(����
���,��'0�
��,������ �������������������������������������������������������� ��



578 Основы теоретической электротехники

����������������	
�����
�����
�
� ������������������������������������������������������ ��
������ �	
�
�
����������������
���������	��������� ���������������������� ��

�����������	
��
����������	���	������
������� �������������������������������� ��
������������	���	�����������������������������������


�����
������������	
����������	���	��� ���������������������������������� � 
������!�����	��	��"���� �������������������������������������������������������������������������� �#

������ ���
����������
�����������
����������	���� ������������������������ ��
������$�
�����
���%��	���&���� ������������������������������������������������������������ �'
������$�
������
����%�
���� �������������������������������������������������������������������� (�

������  ����!�����"	
�
�
�����������#��	�� �������������������������������������� $%
����$�  ����!��
���!����� ������������������������������������������������������������������������ $&

��(���)�����
���������������
��������	����	������	���
��
��	����
����%�
���� ������������������������������������������������������������������ (*

��(�������+�����	�����
��,���	
����
�-��	�������
�. ����������������������  /
��(���!�����	���	�����
� ��������������������������������������������������������������������������  �

������	����������
	
��������	��
���
�
����
������
����
�
���
	
�
��������������	�������������
���
���
��� ������������ '�

������ (�))�������
*�������
���������
����
�

����������+���!�#��	�������� �������������������������������������������������� '�
������0�	�������
������%�+���� ������������������������������������������������������������  �
������������������
���
�������
����	�������+����1

����+���������+���	
����
��,����������
�. ����������������������������  �
������2
����������
���
�������
��1�����+��

��33����+�������
��,�
	+���	����
�. ����������������������������������������  (
����(�!��
��������
���
�������
��1�����+��

�	
�&�����,���������+��-�	���
�����
�. ������������������������������������   
������ ,�-�������	�������	��	
����#��	�.��!���+�����
���

������+������������
�
��
��!��������
���� ���������������������������� '/
����������
����������
	+���������%����%����+���	% ��������������������������  4
������)�"	��%	�	�
����
��	��������������
	�
�5"��

��6�������	������-�+��������������%���&�������+��� ������������  #
������2���&����	�����
	�
�5"	� ����������������������������������������������������������  '
����(�7	����������
	+��-��	�	
�������
���������������+��� ����������  *

������ ���
���������+������������
�
����
��

�����
���������
�.������+	� ������������������������������������������������������������������ /0
������8	���
��������������
	�
�5"�� ���������������������������������������������������� 4/
������8	���
�����&��������,��
	�����6�����.���&��	 ���������������������� 4�
������8	���
����	������%��	�	
���%���
���� �������������������������������������� 4�
����(�8	���
��	������%��	�	
���%���
���� ������������������������������������������ 4�
���� �)�����
��������
���������
�������	���-

�	�������6����������
�������������	3��	 ������������������������������������ 4�
����$� ���
���������+������������
�
������


���	�.������+	��������
�����!���������� ������������������������������ /�
��(���)�"	��%	�	�
����
��	���	����������
����� ������������������������������ 4�
��(���$�
����	����
	�
�������	����������
����� �������������������������������� 4(
��(���9�	
�
����������6�������	����������
����� ���������������������������� 44

����'� 1��
���������#���������+������������
 ���������������������������������� /�



���������	
��
�
���������
�������
���������
���
�	��	 �
�
�
�
�
�
�
�
 ��
���������������
�����

����������
��� �����

��
���!��
���
��"��
�����
������
"���#���	 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �$
������ ��	�
��
����	����������	����
��������������
 ���������������������� ��

������%��&�����
��'��
�
��( ��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 )*
���������!�+�����
���������
��,���
��( ���

!
��
����!�
���
�	���-�
����	'���	 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 )�
������%��&�����
��'��
�
��( ��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 )�
����.����!�+�����
���������
��,���
��( ���

!
��
����!�
���
�	���-�
����	'���	 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ).
������ ��	�
��
����	����������������������
����������� �������������� ��

��)���/�������	
���������
��,��-�
���(!��
��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 )�
��)���0&#�	
����!
����
�!�
���&�����
��'����

�
���
�

��&�
������
!���&����
�
 ��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 )�
��)���1����

����'������
���
���	+#��

�
�����,���
������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �*
��)�.����!�+�����
�����,���
��( ���
!
��
����!�

���
�	���-�
����	'���	 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��
��)���%��&�����
��'��
�
�����,���
��(!��
��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��
��)������!�+�����
���������
��,���
���( ���
!
��
����!�

2������
!�����!����
��&�
������
���
�
3 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��
��)�)�%��&�����
��'��
�
���(!��
���

2������
!�����!����
!�����
4�3 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �.
��)������!�+�����
���������
��,��-�
���(!��
���
!
��
����!�

2������
����
��
��#��
������
!�����
4�3 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �.
��)�$�%��&�����
��'��
�
���������
��,���
���( ���

2������
����
��
��#��
������
!�����
4�3 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��
��)��*�
���!�+�����
���������
��,���
���( ���
!
��
����!�

2������
!��
���
��&�
������
���
�
3 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��

�����	
�������������	
	
�����
��������
�������������������
	���
���	����	�������	���������
���������	����	���	���	���	��� ���������������������������������������������� ��

������  ��
�!
�����"��
!�����#"
$��� �������������������������������������������������� ��
.�����0���������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �)
.���������������
���������
�
������
��
5��! �� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��

����%�  ��
�!
����&�"���
���#"
$����'�������#"
$���( �������������������� �)
.�����0���������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �$
.���� %����
��
���,
�(5��! �� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 $*
.���������������
���,
�(5��! �� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 $�
.���.�0��&��
������
!����
� �� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 $�

������ ��	�
��
������&�"���
���
�	�$��	����$������ ������������������������ )*
.��������������	
����!
����
�!� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 $�
.�����6����,���	
����!
����
�!� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 $�

������ +�	�����
���	��$�����	����,����������	��,����
���#�	&� ���� )�
.�.���6�
�-���
����
!�
2��
�-���
����'���	7
����'�����

����"
�����,���+
����!
����
�!�
 ���3 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 $)
.�.���6�
�-���
8+����	
2��
�-���
����'���	7
����'�����

����"
���������+
����!
����
�!�
 ���3 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 $$

Оглавление 579



580 Основы теоретической электротехники

�����������	
��
	
�����
���
������	
���
�
	��
��
	
������
�����
���	
��
���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���

�����������������
�������
���
������	
���
��	� ��!��������
"���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��#

�������������������	
����
	�	
�������������������
������������	�
������������	
������ ������������������������������������ ���

������ 	
��
������������
���
���������������������������
 ������ ���
$������	������
����������% �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
$���#��������
�
���	
������
��� ���%

	���	�����&���

����
�
����%'���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��(
$�����)��� �
�������
�	
������*�+�	%
	���	�����&��+�
��'��� �
�
 ��,

������ �������� ����
����� ������ ���������������������������������������������������� ��!
$�#���-���	
�������
	���	�����&���
"������
 ����

.�	�����
�
	
������
��+����
�� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��/
$�#�#�)�����
0���+�"�
�
�������	���
"����
����	� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��#
$�#���1�����
�
.���
�� �	���
����
�
�	
������*��	%

	���	�����&���
��'��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
$�#���0������	���
	����
�������
��������&��+�

��������	�����
)����
���
�
�������	���
"���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �#�
����"� #����$����
����%�����
��
����
�
&� 
��
���
�������� 

���� ���'� ����
����
�� ��$� �(���� ������������������������������������ ���
$�����2	
������*��	%
	���	�����&���
��'��

�
��	������
��&���
���!���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �##
$���#�2	
������*��	%
	���	�����&���
��'��

�
��������&���
���!���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �#�
$������
��	 �
�
�	
������*�+�	%
	���	�����&��+�
��'���

�
�����
�������
���!���%� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �#$
������ ��(��
���
��
����
�
&� 
��
���
�������� ����� � ���������� ��)

$�����3+�������%4
��
����%4
����
����%
�
�����%
�����	
�
��		����+�
��������	���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �#(

$���#�0�.""�����

�����	
�
�
�+�

������!.������ �	���
��� ���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �#/

$�����0������	��%
"����
����	�
�����	
� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �#5
$�����2	�����
������ �
���	�����

��
�����
�����	
�
�
��+����� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
������ *�$����
�����
������
�+������,�
����%�����

-�
����������������
���� ���������������������������������������������������������� �"�
$�$���6������	
�
��	������
��&���
���!���
��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
$�$�#�7�	
�
���
�����
���	
���
��	������
��&��+�
���!���
��� �
�
 ���
$�$���8���������
 �	
�
���
�����
���	
�� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
$�$���0������	���
"������
�
 �	
�
���
�����
���	
��� �
�
�
�
�
�
�
�
 ��$
$�$�$��9�9�����%
.�	�����
�
�
�������	��%
 �	
�
� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��,

������	������	�	��	���	�������������������
����������������	�	����������
	�������
	��� ���������������������� �".

��)��� /
�$��0�� ��
�1����
�
����2
� �
����$�3�����������4����
� �������������������������������������������������������� �".



����������	
����
�������
�
�������������
��
�������
�������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���

������ ���������
�������
�����!���	
"�	
����
���	
���������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �#$

������%��&����
�
�������
�������������	
������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �#�
����#�%�	�'
(����
���������
�
���)����
������!���	

*�����+�
�����������	
����������
�
������!���&, �
�
�
�
�
�
�
�
�
 �#-
������ ��	
��

�����	�
��
���	����	
	�
������

�	��
� ���������������� ���

������.�
���
/�����(�
�
����������&
(���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �#0
����������������	
�����
��������	
�12������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �#0
����������������	
�����
��������	
�12������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �#0
����#�����������	
�����
��������	
�12������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �#�
����-�3��4��
������"���
���+�����
�
+��	�

�����������
����"�� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �-�
������ ���
���
��� 	��	

	������������� 	���!�
� ��� !

 �
"
�#	� �� ��$�������� %���
� ������������������������������������������ �&�
������5�����!����
�����"�4��
��
�������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �-�
������ ���4����
������!���&
�����
�������	
�������

�����&
������&6��
�������	)��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �-�
����������"������
������!���&
��������

���4��1����&��&

(����
����"��
"��&����
"�((����+�������	 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �-#
������ '	
	���
���!�($�)� !��	� � �		���!��

��� ((	
	�� �������$
���	� 	�*� ��$����
�*
�	
	�
��
�� �����
���� ���
�)�	
 �� )�� ��	� ������������������ �&&
��#���5�����!����
���������
����!���	7
����!������

4����
�����'���)
����
�������
�
+��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �--
��#��� ���"���4��	
(��
+�	
+���
�
��
���&���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �-�
��#���%�	�'
�����������
4�����
�
���	��
�
���)����

���"����
������������	
+��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �-0
��#�#�8����+�
����"���4���
(��
+�&
�
�����'����

����
�������

+���
*�����'�������
�������������	
�������
"�	
��6���	
��������&
�����	��	, �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �-�

����������������	
����
�
���
�����������
���
���������
�
������ ���������������������������������������������������������������������� ��+

��,��� '	
 
� �	�) 	�� %����� � ����	)�
� �������������������������������������� ��+
9����� ����"�4��
��
�������
�
������	
:������ �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��$
9�����;�����������4��
��
(����
�	"��
<��'� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
9�����3	"
<��'�
�

�����
���&
(���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
9���#�:��
������
���
���
�����"�4��
��
�������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��#
9���-�5����'�������
�������������	
�������

"�	
����
���	

�2((�+������
3< �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
��,��� -
.�
���� ��	����$/. 	�����	� !��	
	�	����

��$����
� �0	��!��	
 
� �	�)
��
	# �	 �������������������������������� ���
9�����8������'
�
= 3 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��0
9�����:�&����)���
���4����
�
= 3 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���

��,��� 1��� ��$����
� �0 ��!��	
 
� �	�) ��
	# �
�����	� ������ �,+
9����� �����!����&
���4��
= 3
�
�����'��������
3< �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �9$
9�����;�4��&
���4��
���
+��
�
= 3
*3<
�
>���
����&
(����?, �
�
�
 �9�

Оглавление 581



582 Основы теоретической электротехники

����������������	
��
����������	��������
 ������������������������������������ ���
������ 	
��
��
����
���
������
�
���
����� ������������������������������������ ���

�����������	
�	���

	�������������������
��	��
����������������	�������	���� �������������������������������������� ���

������ 
�	��	�	��������	!��"	�����������
����#�����$����#�$����	!��"	����
�%������ ���������������������������� ��&

����'�(��������������������������������	
�#���	�	�������� �������� ���
������(�
"�����������������#���	������������������ ���������������������� ��)
����*�(�
"����������	
��	#�	�	�����������	�������	�

����	
�#���	�	����������	$�+��,	��� ���������������������������������������� ��-
������ �
��������������������������
�����
��������
����� ������ ���

������(�����������������
�	��	���	$�,	��� ������������������������������������ ���
������(��������������������	���	$�,	��� ������������������������������������������ ��'

����!� "
�
����
������
����� #$%�����
���%����%�

�����
$��&��
����� ���������������������������������������������������������������������� ��'
��'����	������.���
�������������������������� ������������������������������ ��*
��'���(�
"�������������������
�������	���/�������� ���������������������� ���
��'�'��	�
����	���
"������������������������"�	$�������� ������������ ���

������ (�
��
)��������������������
#��
������
���
����� ���������� �*+
���������!��+����$����#����������

�	���	��������
�	�����,�"	�	����������� �������������������������������� �)-
������(�
"��������������	���0���������������������������� �������� �)�
����'�1��	��"	���������	!��"	����
�%�����������	��������

���������	���	���0�������	�����������	����������� ������������ �)�
������2��	"�	+�	���������"�3����
�����	�	�,������

��+����#���	��4�256 �������������������������������������������������������������������� �)'
����'� �
������%��&�����������
$��
����������
��,���� � �,�
#� ���� �*�

��*��� ��	������	�	+���
����#������	3����
�����	
������	3���	����3��
������������������	
	� ������������ �)�

��*���7���������������
��������������+�/0��8

�,,����3���/0��������������/0���3���$ ���������������������������� �)&

��*�'�7��������������������	$�
�,,����3���/0�$���93��� �������� �)�
��*���7��������������������	$����������/0�$���93��� ���������������� �-�

����-� �
��������
�
���&����
������&�.���,


��
�
�����/�����
�� �������
����� ������������������������������������ �+�
��&���(������δ�4�6���	�
����	!�	�	!����������� ���������������������������������� �-�
��&���(��������������
�	9�	
����	�������������	��4��
"�

����������
�	����������	�������	����
�	��������6 �������������� �-*

������	����������������
���������
 �������������������������������������������������� �+�
��*��� 0��� ����
��#�
#�
��
�������
# ���������������������������������������������� �+�

)�����:��������"����	$���
��3����;"�����
���
������	���
����
������	���������
��
 ������������������������������������������������������������ �-�

)�����<	=,,�3�������
"�8��	�����	���������#�	�����/#���

��
������	���
"������=������	� ������������������������������������������������ ��-

��*��� 1������,�
�&��� $�
���&�
����,
�& ������������������������������������������ ���
)������	���
	�������	���	�
���������
������	

��
"������������� �������������������������������������������������������������������������� ���
)���������������	���	�
���������
������	���
"������������� ������ ���



���������	
��
���
���
������
�
��������������������
� ������������������ ���
������ ���!	
��
���������������"�� ���������������������������������������������������� ��#

������ ��	
��
��	�
������
��

�������� ������������������������������������������ ���
������$������
�������%
��" ������������������������������������������������������������������ ��&
������'��

%
������
���(�
����
�)
�����

* ������������������������������������ ���
������ �
��*�����
���(�
����
 ������������������������������������������������������������ ��+

��������	��������	
����
� �������������������������������������������������������������������� ���
���������

�
����

����������	�
��� ���� ���������������������������������������� ���

�+����� ,

�(����"�����
������
"-
���.��

�(������/
�

���
 ������ ���
�+����� '�����%
��
��
-���(������������
���������
"-
��"��

����
�
�	��/���

�(����/��/
�

���
� ���������������������������������� ���
�+����� ,

�(����"��
�*����������
���
�����
���
��" �������������������� ���

������� !	�"��������	�
��� ���� ������������������������������������������������������������ ��#
�+����� ���	
���

�(�������
����
����
���
���

��/
�������
���� �������������������������������������������������������������������������� ��0
�+����� ���	
���

�(�������
����
����
���
���

��/
������

�/��*����� �������������������������������������������������������������� ��+
�������$
%

��&������	�

�� ��� �������������������������������������������������������� ���

�������������
���
����	�����������	
����
� ������������������������������ ��'
������� ��

�
���(�	�
�
���"�������
�)�
�*
� �������������������������������� ��'

������� $)1�
���
�
��"���������(�����"�	
��

����!������ �������� ���
������� 2
���
��"�	
��

����!�������	


���3��
��
�
� �������������� ���
������� 2
���
��"�	
��

����!������	


���3��
��
�
� ���������������� ��0
������� 2
���
��"�	
��

����!������	


���3��
��
�
� ���������������� ��&
������� 2
���
��"�	
��

����!�������	


�

�3.��3����3��
��
�
� �������������������������������������������������������������������� ��+
�����#� 4������
����
�,3���53�)
����
���
������
1
��"

����������	
��

����!������ ������������������������������������������������ ���
������� +�
,
���������,	�
"
����(
* ��


	-�(��


-
�"�������
�)�
�*	 ���������������������������������������������� �'�
������� 6�����
�(������ ������������������������������������������������������������������������ ���
������� 5


����	��
�(������ �������������������������������������������������������������� ���

������� .
�,�
�
���"�������
�)�
�*
� ������������������������������������������������ �''
������� 5���
�����
�*��
���
���
��
�	
��

����!������ �������������� ���
������� 5�
���
�*��
���
���
��
�	
��

����!������ ���������������������� ��#
������� 7�������
���
���
��
�	
��

����!������ ���������������������������� ��0
������� 5���
�����
�*��3��
���
�*��
���
���
��


	
��

����!������ �������������������������������������������������������������������� ���
������� 5�
���
�*��3����
�����
�*��
���
���
��


	
��

����!������ �������������������������������������������������������������������� ���
�����'� /�������	������������
"
�*	�����
�
0�	������

"�������
�)�
�*	�� ������������������������������������������������������������������ �1�
������� 8�������
�����	������������������ ���������������������������������������� ��+
������� '�
������
1
��"��
�)
�������95 ���������������������������������������� ���
������� ���	
����
�������������������	������ ���������������������������������� ���
������� :�
��������������
���������
���������

��"�
��	
����
�
�����
�)
��������95 ������������������������������������ ���

Оглавление 583



584 Основы теоретической электротехники

������� ���	
��
��
�����	������
�������
��������
�����
����
��������������
��	�	��� ������������������������������������ !��

�����"� #����$
��
����%��	
��
��
�����&'(���&)*
�����
����
�����+���������

���������� �������������������������������� !�,

������� ��	
���
�����	������
���������	��������� �������������������������� ���
������� #��
�$��������
����������������$����-���������
 ������������ !�.
�����!� #����$
��
�����������/������	��
�0)

������
��

����	
��	
�����+�������
���
����/�������
���������������� ������������������������������������������������ !�1

�����2� 0��������������	�������&)*������
���������	���0) �������� !"�
������� #����$
��
�������	���0)

����������

��
����������������� ������������������������������������������ !"�
������� 0�����������������������0) ���������������������������������������������������� !"2

��������	��������	
�����
���	��� ���������������������������������������������������� ���
���������	����������������	����������� ����! �����"	���� ������ ���

�!����� 0�������������
��
�������
����
��
+��������������3���+�� ���������������������������������������������������� !"�

�!���!� 4������
��
���������
�
+�������+
��
+��������������3���+�� ���������������������������������������������������� !"�

�������#�������
����
���������"	���� �	�$��	� ��������%��� �� ��&
�!�!��� 5
�
+����������+���������������������������3���+


����-�
���
��
���
-��
+
 ������������������������������������������������������������ !",
�!�!�!�  ����
����
��%��+������		�������-������������3���+


����-�
���
���	�����	� ������������������������������������������������������������ !",
�!�!�2� 6�����������+
��%��	
���
������

��		�������-������������3���+
 ������������������������������������������ !"1
�!�!��� #����$
��
�������������������������-�����


��+����+�-��

	�+
��������������3���+

�����
����
��
�
+����������+����
�
	����� �������������������������� !,7

�����'� ��	
������		�
�	����	�������
���������� ����(��)��� 
������������	��
�	�������������� ������������������������������������������ �&�
�!�2���  ���������%��$��
� �������������������������������������������������������������������� !,�
�!�2�!� 8���
����������������
����

+�
������+�-��%��$��
����������������+
��� ������������������������ !,�
�!�2�2� ���$�����������
��������
�� ���������������������������������������������������� !,"

������� ��	
���(��)��� �����!�������*��+� �����
�	���� ���������������� �&�
�������,��)����-����� ���� ������������������������������������������������������������������ ��.

�!����� 4�
��������
�
+�������+����
�$���
��������	�
�$����%��$���� ���������������������������������������������������� !.7

�!���!�  ����
�������%��+����%��$�����9
��������
 ���������������������� !.!
�!���2� :�
��

����%��$�����9
��������
 �������������������������������������������� !.2

�������,��)������*�/� � ���������������������������������������������������������������������� ���
�!�"��� �
���������
�
+�������+��%��$���������/��
 �������������������� !.�
�!�"�!� :�
��

����%��$���������/��
 ������������������������������������������������ !."

�������
������������	
����
�
� ������������������������������������������������������������ ���
���'���#����+������� ����! �����"	���� ������������������������������������������ ���

�2����� 0�������������������
+��������������3���+�� ������������������ !..



������� ���	
��
���������	���
����



���
������
�	�	
�
���	������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���

������� ������� �!
������
�"�
�
���	������	

����	#�����
������
��
��	���$%��
�	���
�!�&�� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���

�����'� (�	#���
	

������	

������� ��
��)�
���	������	
 �
�
�
�
 ���
��������	
��
��������������
	��� ������������������������������������������������������ ���

������� *		�
����
��
�	��	��
����!
��)+
��)�
���	������	
 �
�
�
 ��'
������� ���	
��
���������	���
����



���
��)�
���	������	
 �
�
�
 ��,
������� ������� �!
��)�
���	������	
 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��-

�������������
���
	������������� ��	�

!"	���	�	���#"	
��#� ����	
��		��� �����$
!��%�
��	� ������������������������������������ ��&
������� ������� �!
�������	.�"�
/��� �$

�
	��� ����0�"��
���!��
�
�	������ �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��1
������� ������� �!
	������"�
���
����!��
�	��	!��!
�������	.�"�

/��� �$
�
��	��
	�0�"��
���!��
�
�	������ �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
������� 2����	�
	�
�������	.�	$
/��� ��
�
���
����!�
�	��	!��! ���

������	
����������	����
�����
����	�	����	�� ���������������������������� �'�
�������(	%%� �
�	���
!��� ��
�
	#���
� ��
����	
		 ������������������ �'�

�'����� 34&�!
��������������
 ���$
�
������������"��
����������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �5�

�'����� 3��	�	���!
����!
�
��
���
�.�"�
��������" �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �5�
�'����� 6������/�"�
���
����!
	��	�	��	$
����� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �5�

������� )�*�
	��� ��
�
	���	
		
	������ ���� 	��	$���	���� �"�� ! ������������������������������������������ �'�
�'����� ��%����
�������/�"�
���
����$ �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �5�
�'����� 2	�!���
	
�����&�$
�
	���#���	$

	����


����� �
�
�
�
�
�
�
 �5,

�������+	
	#������	""�� 	$
!��$��! �������
	� ���������������������������� �',
�'����� *��
�����
���
����$
�����
�
��������.�	�	

.��"����	������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �5-
�'����� 7���!
4��
	���#���! �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �51
�'����� 7���!
4��
����#���! �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �5�

�������+	
	#�-�
����� � �������������������������������������������������������������������������� �'�
�'�'��� 3��	
�"�
��������������
�����
4��
�	���0 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �5�
�'�'��� 6����	
��
�����&�$
�
	���#���	$

	��



�����
4��
�	���0 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��5
�'�'��� 2	����.����
�����
4��
�	���0

�
���	.����
�	��	!��	�	
����!#���! �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
�����.�+	
	#�������
��	�*�"�#��	
���	����
�"� �/	"� ������������������ ���

�'�,��� 34&�!
��������������
��	 ���	



����� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
�'�,��� 8��	
�!
��	�	��09
�����

	��"
�
�
�#����

	��


����� �
�
�
 ��,
�'�,��� *�	!.��

	��"


�����
4��
�	���0 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��-

������	��������
��������
�������
������	����������� ���������������� ��0
���.���(	�� ��
!���	1
��!�	���� �"���	�� ��	
��		 ������������������������ ��0

�,����� :���	�	
"�
�
��������"�
������" �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
�,
���� ;������� �!
��������"�
������	
 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
�,����� 6�	����
<	���0���	
�
�=�$�
����9
>���	��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��5
�,���'� 2�������
���������!
��	���"
<	���0���	
� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���

Оглавление 585



586 Основы теоретической электротехники

��������	
��

����
�������	����

����
��

������� ���������������������� ���
������� ���	
��
����������������
����

�
������������
	���� ������������������������������������������������������������������ ���
������� ��� �
�����
�!
�"����	
��
�"�����! ���������������������������������� ���
������� #"� �����	
��
�"�����!���
�$
���
����
��
�
�% ���������������� ��&

��������
�������	����

����������������

�������	�� �������������������� ���
������� '����

���
���
���
�$
���
�"���
��
�
�! �������������������������� ���
������� #��(��
�%��������%)*�%�
���
�%���
��
�
�!��+ ���������������� ��,
������� -�
�.��

�%��������%)*�%�
���
�%��
��
�
�!��+ ���������� ��/
�����&� 0�
�"��
�%�"�
�	��
����	���+ ������������������������������������������������ ��1
������� 2 �����
�%�"�
�	��
����	���+ ������������������������������������������������ ��3
�����,� ���	
��
�%����
�	��� �����
�!�"�
�	��
����	�

�����	
��
� ���$��!����� ������������������������������������������������������ ��4
����� �!����
�
����"�����������
��������
�����

�����		�������	�����

������� �������������������������������������������������� ���
���&��� 0�
%�������
% � ��5�
��(
�$���
�� ���������������������������������������� ���
���&��� 6�
��
������!����������
� ���5�
��(
�$���
�% ������������������ ���
���&��� 7�(������5�
��(
�$���
�% �������������������������������������������������������� ��&
���&�&� 0�
%�����(��(
��
� ��5�
��(
�$���
���

'����

�!�
�������
�8�
��� ���������������������������������������������������� ���
���&��� 2�����$���
������
� ��
�$��.�
�%���%��(
��
�8�

�5�
��(
�$���
�% ������������������������������������������������������������������������ ��,
���&�,� 0�
������
�%���
	��%��+�����%$�������
�$
���
� 

�
��
�
�� ����� �������������������������������������������������������������������������� ��1
���������������
����������������	����
�������

�����������#"�
���$# ������������������������������������������������������������������ ��%

�������	
�����������	
��� ������������������������������������������������������������������ � �
���&�����'������������	�����
���
��

��(����
����������� ���������� � �

�,����� 0�
%������
���
�!
�!����� ������������������������������������������������������ �&�
�,����� #�������	����������
�
�����
�����
� ��
��9� ���������������� �&�
�,����� :�������	���%�
���
�!
�"�;�� �
����������! �������������������� �&�
�,���&� 6(*������!�����
���
�!
�"�����! ������������������������������������������ �&&

���&����
�����
���
��

������	���

������� ������������������������������������ � �
�,����� <
������	�!�
������
���
�!
�"��5����! ������������������������������ �&�
�,����� =
��������	�!�
������
���
�!
�"��5����!

�
�����
�	�� �����-=>�9������
� � � ������������������������������ �&/
�,����� ?���
���
���
�!
�"���
	���
���
�"��
��
�
�!�����! �������� �&3
�,���&� =
��������	�!�
������
���
�!
�"��5����!

 ����� �	����
�5��
�!
�"��"� ���������������������������������������������� ��4
���&���)���
��

������	���

�������	�������� �������������������������������� ���

�,����� 2�����$���%�����
�"�"�
�	��
����	 �������������������������������������� ���
�,����� ?����$���%��
�
����)*�"�-=>�
���
�!
�"��5;�� �
���

	����
�5��
�!
� ������
� �� ����% � �������������������������������� ���
���&� ��
�������
���*�	����
���
��

������� �������������������������������� ���

�,�&��� '����

�!�
����������
��
�
�% ������%
�% �������������������������� ���
�,�&��� @������
���������
�%

�	����
�5��
�!
�!����
�	�� ����� ���������������������������������������� ��,
�,�&��� @�����8�
 �
����	�8��(���
�� ������������������������������������������������ ��1



��������	����������	
����
�����	�����
����
����	���� ������������ ���
���	���
��
����������������������������������������� ����� ���� ���
���	�!�" ������� ��� �������������������������� �����

�� �������� �������� ������������������������������������������������������������������ ���
������� ���	
������
�����������
������������ ���������������������������������������� ���
������� ���	
����������
������������������������ ������������������������������������ ���
������� ���	
��������
�
�������
�������������� ���������������������������������� ���
������� ���	
������
������������ ������

�!� �������������������������������� ���
�����"� ���	
������#� $� ���
���
���	���� ��!���
��

%����
�
��
�	�
� �!�� � ���������������������������������������������������������� ���
������� ���	
�����&���
��
�����
�������� ����
���
�$

��'���
�������
� ���������������������������������������������������������������������� ��"
������� (
����������!�����&��) �
���
���!�*##�+��
���

�� �'����
�	�#�
!+�� ���������������������������������������������������������������� ���
�����,� ���'����-
����� ����-
�)���!�
��
���
�
��.� ���������������������� ���

���	���# ����$������%��
� ���������������������
�����
���������&������������� ���������������������������� ���� ��'
������� /� �'���
����� �$�� ����������������� �������������������������������������������������������������� ��,
������� /� �'���
����� �$�� ���%������������ ������������������������������������������������������������ ��0

���	�(� )����%���$����������������������� �����
�� �������� ��������� ���������������������������������������������������������������� �	�
������� 1 ������2�
��3���2�4������

���� ����.�+���%� ���������������� ��5
������� /&�

���
�����.$�2
�
���������
���
�����
���!�


����&�	���
������ ����
���
�$���'���
�������
� ������������ ���
������� ��
��'������-
�
�-�'�	
���	�� �� ����.�+���
���

� ��-�	�!���)� �� ������������������������������������������������������������������������ ���
������� /&4�����
��'������-
�
�-�
�
��.��%� ���������������������������������� ���

���	�*�+����%���%� �����,�
�� ���������������� ����� ���������������� �	*
���"��� ���	
�������6���� ������

�!�� �������������������������������������������� ��"
���"��� (
������ ����.��$�
������� �'���
����� �$�� ��

��6%�������
�������

�� �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ���
���"��� /� �'���
����� �$�� ���%������������������ �������������������������� ���
���"��� 7����.�+�����6���� ������

�!�� ���������������������������������������� ��0
���"�"� � �$� ��
�
��.����6���� ������

�!�� ������������������������������ ��0

�������
	������		�����	
�������������������
	��
�� ���������������� �'(
���'���"-.�$���������� ����� �$%�������������� ������������������������������ �'(

�,����� 8�'��
��.� ������������������������������������������������������������������������������������ �,�
�,����� /&4���
���
�9�
���
��.�

���!�
�� �� �������������������������������� �,"

���'�!� )�%���� ��� �$%�������������� �������������������������������������������������� �'	
�,����� /&4����� �!�� �
��!����'��� �.�
�

� ���������������������������������� �,�
�,����� %�
�
�	� �.�
�

 ������������������������������������������������������������������������ �,,
�,����� :
'���'���-
�	� �.�
�

 �������������������������������������������������������� �,0
�,����� ���2
�	� �.�
�

 ���������������������������������������������������������������������� �05
�,���"� ���
�	� �.�
�

 ������������������������������������������������������������������������ �0�
�,����� ;
� )�����
!���
���
�9�
�� ���������������������������������������������������� �0�

���'���/� ���������������� ����� �$%�������������� ���������������������� �0!
�,����� <���4�
������&�&4�

����� �$�� � ������������������������������������ �0�
�,����� 7�.�
�


�����
���� ������������������������������������������������������������������ �0�

Оглавление 587



588 Основы теоретической электротехники

������� ���	
	���
�����	����	���
�������
��������
�

���������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���

������� ������
�����
 �!
���
��"����
#
���"� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��$
�����$� %��������
 �!
���"���&�
�
�	��
�

�

���
��
'

�
�	��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��(
��������	
��
�	
�����������������
�
�	
� ���������������������������������������� ���

������� )����������
�
�
�&
��
�������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��(
�����*� )����������
����+�	�
�
�
�	��
�

�

"�����&+
	��,
�����+ �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���

��������	��������	
�����
����������
����
�����	��������
����
������ ���������������������������������������������������������� ���

��������
	��
�	������
	��� �������������������������������������������������������������������� ���
������� -����.
��������#
"��
��
	
�
�
/���'
��

�
���
�."
�����+
�	���	���
#
+�	���& �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �00
�����*� -����.
��������#
"��
��
���������#
/���'
��

�
���
�."
�����+
�	���	���
#
+�	���& �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �0*
������� !
	�"
#��������
	�#�����	����������!� ������������������������������ ���

���*��� 1����&�
�������2
'����&�
�
�	��&
�
�����+��	��.���
+�	����
���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �0�

���*�*� 3
�������
���"�
�����+��	��.�&�
+�	��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �04
���*��� 5�"�����+
�	.
��
���
����&�
�
�������#
���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
 �0(

�������$%&
	�
���	�'�������'�������	������(���!�( ������������������ ���
������� 6�	
�
	
�
�
������
�
���������#
�
�� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �0�
�����*� 3��+������
�	���	���
#
+�	���&

���
�����	�
����#
+�	
�
+
�"�
�&�
���������# �
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��0
�������)�
	�#�
��*
	��	
�������	������(��
�

���� ���������������������� ���

������
�	�������������������������������������
���������	��������
�
	����� ������������������������������������������������������ ��+

������� ,�
	�����
�!������� ������������������������������������������������������������������ ��+
*0���� 7
��"�	��.�	�

���
��
#
	�
��+&
�
+�������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��$
*0���*� 8��������	�
�	.
�����	�
�

����.�&+
392

�

�	������&+
�

	�
��+�
�
+�������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��4
*0����� :�
��+&
�
+��������
�
����
�������&�
����

���
�����	�
����+�������
����# �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��(
������� -��#�
�*�����(��.�
%/
�
(�#���
��
�%0�
�
�

���
��
������
�
	�����
�!������� ������������������������������������������ ���
*0�*�� ���
��&�
�
��	�� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �*0
*0�*�*� 3
�	�
����
39
���
�����	�
; �
��

��
�����

	�
��+&
�
+�������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �*�
*0�*��� 3
�������
39
�����������
�����+
��������#

/���'
��
�
)+� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �*�
*0�*��� 8��������	�
�	.
����.�&�
392
�
�	������&�

���
�����	�
; �
��

��
�����
	�
��+&
�
+�������� �
�
�
�
�
 �**
*0�*�$� <����	
; �
����+�������
����# �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �*�

�������1�#��%�����*�����(��.�
%/
�
(�#���
��
�%0�
�
�
���
��
������
�
	����,�%�"2��� ���������������������������������������������� ���



������� ��	
���
��������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
������� ��
��������
���
���	��	�	
���
������

��
	��	�����
��	
���
��������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �� 
������� ��
��������
���
���	��	�	
�	!�

��
	��	�����
��	
���
��������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��"

��������	����������	
��
����	������������ ������������������������������������ ���
�������	
��
������������������������
����������������������� ���� ���

������� ��	#���	���
�
	$���	�
�

���%���
$���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��&
������� '��	����
�		��	(����
�
�	�)*���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���

������������������������������������������
��������
������������
� ���������������������������������������������������������������������������� � �
������� +��,��
���	!	��#���%
�
��),��
�����-�	�	
+.

#�/
�����
�/��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
������� ��	#���	���

��,���
���	!	��#���%
�
��),��


���%�	%
��
�!��
����!�
�
�����
�/��	� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��0
������� 1
���


��,���
��
����
	�
���	!	��#���% �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �� 

��������	��	�����������������������������	������������
	� ���� � �
�������!�"��������������#����$�"�������$�������� ���������������������� � �

������� '��	����
�	����� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��&
������� ���	����
/�!	��
���������
$���% �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
������� ���	����
!
����
�������,������

2�

	���������
����
���	� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
�������	��������������������%����$�"������������ ������������������������ �� 

������� '��	����
�	�)*���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
������� ����	��
/�!	�	�
3�
��	2�

�
�

��,���
���������
$���% �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��0
����� � &��%�����������$�"������������ ���������������������������������������������� ��'

������� 1
����
/���,�

��,���
��
�/��������	%
45 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��6
��
���� �#
�����
/���,�

��,���
��
�/��������	%
45 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ��"

�������	����%����$�"��������������������
���$��$�"����$� ���������� ���

�������
	�����
�����	
��������	
�����
������	
���
������
�������������
����	������������� ���� �(�

�)� ���*+�����,��������+�$��������������+������������
 �������������� �(�
������� 1	�����
	
��!
	�!	��,��!	%
��	
��
�	�� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �0�
������� 7�!�	
���
2)�!$��
�	�� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �0�
������� 8
�������
���/�
��!�	
	�
�	�� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �0�
������� 7�!�	
�
�	��
�/�$��
�
�������,���	��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �00
�����0� 9!���
���
2)�!$��
�	�� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �0 
����� � .��!�
	�������	�
�	��:;
��!�	
�	�
�	�� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �06

�)� ���-������+���������!����������.����������"������ ������������������ �(�
������� <�22�
��$���-���
2	
��
��
�	�	
)
��������

�	!
���*���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �0&
������� '����
��-���
2	
��
��
�	�	
)
������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 � �

�)� � �/������+���������!���������
.�����0������$�"���������1+���� �������������������������������������������� �22

Оглавление 589



590 Основы теоретической электротехники

������� ����	
	���
���
����
�
����
�����

��	��� ������������������������ ���
������� ���	�

���
����
�
����
�����

��	��� ���������������������������������� ���

������� �	
��

�
�
��
	��

�	���
���
�����
��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���
������� ����	
	���
���
����
�
��
	��	����

��	��� ���������������������� ���
������� ���	�

���
����
�
��
	��	����

��	��� �������������������������������� ���
������� �	��	
��	��

��	��	���
�������	�
	
 ���!��

�
�������������"
 ���������������������������������������������������������������������� ���
�������������
����
��
�	���
���
�����
��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 ���

���#��� ����	
	���
��� 	��

��	�������� ���������������������������������������� ��#
���#��� �
!�� 	���$ �%�	"�
��
����� &����	��' ������������������������������ ���
���#��� (�	
�	��)	!"�	�!�����*	��� ���������������������������������������������������� ���

����� ����

��
!	���"

	�#$
��
�	
$�
%	�����&

������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
 �'(
������� ��!�
���"
�+
$
)� ���������������������������������������������������������������������� �,�
������� ���	$	��	���
�
��� &�!�!�
���-.�&��	"��
������� ���������� �,�
������� ���	$	��	�"
!
�	��� &�!�!�
���-.�&��	"��
������� ���������� �,�

������� )����
��*	��
���
+�
	!��
�
+�
��	�$������
 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �'�
������� /

��	��	�%�	
�	��)	!"����0
�
�!
�

1
)	!��	�� 	��
	$!�
��	��� ���������������������������������������������������� �,�
��������2	�
	�
���'�����
��1���)	!��	�� 	��
	$!�
��	��� ������������ �,�

���������
�������	�
����	���
����
�
���
�����
����������
� �
�
�
 �',
�����(�-�����&

�	���
���
+�
��	�������
���!�
.����

%	�����&

������� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �',
������� ����.	����%�	"�
�!�
��"� �������������������������������������������������������� �,3
������� 4!���� 	��

��	��� ������������������������������������������������������������������ �3�
������� 5

��)� 	��!����� ���������������������������������������������������������������������� �3�

����������
�"���
+�
��	�������
���!�
.��� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �,�
������� 6"
��
� '����	���
���7
+��!������	���
��� ������������������������ �3�
������� /

��	������
!!��
���8
��
!
�9��

��	���

$������	���
�
 ���������������������������������������������������������������������������� �3#
������� ��	�����)� 	�+
$
)��%�	"�
�!�
��"� �������������������������������������� �3#

�����������
����$�	��&*
����
�
#�	�$�� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �,'
������� 2�)	)� '�+

�$��:

�;	�� '�*

 �������������������������������������������� �3,
������� <	!"��	)�
���
��
��������:

�;	�� '������$
 �������������������� #��
������� =	'�

���
��!�!�	�
���)	)� &�+

�$���

(�	"�
�)	!"�'�$����� ���������������������������������������������������������������� #��
������� ��	��
���������;���+

�;	�� 	������

���&�
���$�
������� ������������������������������������������������������������������ #�#
�����#� <	!"��	)�
�����!"�!�������'��'�%�	"�
�)	!"�'�!��' ���������� #��
������� 40>	�� '?����	
&��!�� '������	'� '�+

�$ �������������������� #�,

��������
��$
+������
���&*
#�	�$�� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �(�
������� 5

���
�$�%�	"�
�"
����
���$��"
 ������������������������������������������ #��
������� 5

���
�$��&�$�%�	"�
�"�� �������������������������������������������������������� #��
������� 7
!)	��
����$	����
��$��&��
���$�.�&��

���
& ���������������� #��
������� �+�0

;	��	����
���$�.	'�!�	
	 �������������������������������������������� #��

�������������.�	���
����

+�
��	�������
���

.��
 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
 �(�
���#��� 40.		�
	*	��	��

��	����8
��
!


��$	"

��� &�"��
$��
�
& ���������������������������������������������������������� #��
���#��� ���	�����
������0	!"��	)��'�����! ������������������������������������ #�3



��������	
��
����������������������������� �������������������������������������� ���
������� ��	
��
�����������������������	���� ������������������������������������ ���
������� ���� ���������
��� !��"����!�#����"	��������� �������������� ���

������� ������!����!��	�������������"����	�
��� �������������������������� ���
���$��� %�&�������������'�!�(��������(��
�!����!���

!�)	���������*�������	 ������������������������������������������������������������ ���
���$��� +	�����(������,!�"�	
�-�.��������&��� ������������������������������ ���
���$�/� 0�"�� ������
�"�	� �������������������������������������������������������������������� ��$
���$��� *����!�#���,����		�(�����.�&�� ������������������������������������������ ��1
���$��� 2�)���������!�"�	���'���� ���������������������������������������������������� ��1

�����#�$������"�������	����
 ���������������������������������������������������������������� ��%
���1��� 3�����
����!�������� ���������������������������������������������������������������� ��4
���1��� 5����(�-��������� ���������������������������������������������������������������������� �/6
���1�/� 3������-����)��������- ���������������������������������������������������������� �/�

�����%� &��"���
�'����(��	�������
��������(������
	���!�	����!��)�
���������� ���������������������������������������������������� �**
���4��� *����������'�!�(� ���������������������������������������������������������������������� �//
���4��� %�&���������������7�"	�����"�����	
�-������!�� ������������ �/�
���4�/� 8"��!�	������������ ������������������������������������������������������������������ �/�

��������	���������	�
������	�
����������
���������� ������������������ �*�
�������+���������
����
��������'��������,����"�-��������� ���������� �*�

������� �����������	
�-������������"�	� ���������������������������������������� �/$
������� 9���:��	
�-������������"�	��������-�2���:��� ������������������ �/1
�����/� ;����(�-����	���� ���������������������������������������������������������������������� �/4

�������.�
�����������
����!�/�)���� ������������������������������������������������ ��*
������� *�����������"�����	�������"����!������ ���������������������������� ��/
������� *����!�������!����!�-�������������"�	�� ������������������������ ���

�����*�0���	���"�����������'���
����
��������'������
��������������"����'��
��� �������������������������������������������������������� ���
���/��� 8�����-������������!����"�	����+	�������!�	�������� �������� ��$
���/��� <��	�:���"����!���������������� ������������������������������������������ ��4
���/�/� 5����(�-��"����!������ ���������������������������������������������������������� ��4
���/��� =�����"�	������ �������������������������������������������������������������������������� ��6
���/��� >���!�)�����	����-�������
�'���� ���� ������������������������������ ���

�������
	������	�������������	�
��������������� �������������������������� ��*
�������1������-(�
���������	�'�����'��
��� ������������������������������������ ��*

������� 8�����-�������������;����(�-����	���� ������������������������������ ��/
������� ?������-��"�������	��@���������!	��"�������	� ���������������� ���
�����/� ?������-��"�������	���A���-����	�����-������� �������������� ���

�������1������-(�
������������'��'����������2�����3�
�0�'����-(�!�
��
 ���������������������������������������������������������������������� ���
������� *������'�������	������:������:��	� �������������������������������������� ��$
������� *���	� �����B��	
&�������������C����"�	
 ������������������������ ��1

�����*�.������-(�
���������	�'�����'��
��� ������������������������������������ ��%
���/��� BD�'��������C���:�������"�	���*�������	�

*�����"������������� ���������������������������������������������������������������� ��4

Оглавление 591



592 Основы теоретической электротехники

������� ���	
����	
�������������
���������
����	����
�����	
��������	����������
������ ���������������������� ���

������� ���	��������	�
�������������� ���������������������������������������������� ���
��������	
��
��	��
� ������������������������������������������������������������������������������ ���

������� ����
������� ������
�!���
�� �"#����� ��� ���������������������� ���
������� $�%
��	�������� ������
�!����� �� ���������������������������������������� ���
������� &�� ������
�!�����	�����
�������������� ���������������������������� �'(
������� )*��	�	���	+�������
,	��	��	 ������������������������������������������������ �'�

�������	��
�����������	
����
��	��	������
���	�
����� ������������ ���

�����
���
 ������������������������������������������������������������������������������������������ ���

���������	
��
��������� �� ���	
�
�������
������������
� �� �
������

���� ����������������� 
�
!
��
"���

�����
#
���� $����� ���%�&����� %����� 

������������ �!�'��	����(�)*+���)&,

�������	
���
������
-./0-12-�312�45'�666�-./2778�97:

������'�)����;&����,<�!'�=,>�������	
�?���'���
@���A#���B�C$��D�� ;��;%�'��� ;��;� '��� ;��; �E

14F/G0-12-�312�45

�����
�������	
���
����	�
�����
�������
��
�
�������
�������������
�������� �!�"

#���$%&'$'()*(+��===�H����;@��
�I
������'�)����;&����,<�!'�<���J�<?���
'��%'

����A#���B�C$��D�� ;��;�%'
����B�C$��D�� ;$�; $'�C$��D�� ;��;��'��� ;$�;$�'��� ;$�;��E

G4.KL0-./12-�312�45
666�-./12-�312�45A14F9L�MG:

,-#�.�/�===�H����;?����I
�����%'�N�����'� ;O�<���@����
��>
���'��A��'

����B�C���D� $;��;$�E�C���D ��;�%;��E
-./14L3305-GF:./LG�45E�-./14L330P./KLQ�45

�(�#�-0�(��===������;R!�
%��� �'�J��������'�<���S��,	'��A�'�����B�C$��D� �;��;%�E

-./84K�$0:.F-�45

С�����������	�
��
��
����������������������

��
�
��
�������������������	����	�� !�"������#�	����$%×�
$��&���
�����������������'�"�����"����(
$��)�	�*��+

�,!-�

.�!�-�/���������������

0�����������������12������-������
��030�45"�����	�!���!��*���������	����6�
�




(����5"�����	(�0!���	��!�7��	����!�(������

8�����������������������������!�������
�	�������"���12������-������


	Осно_003.pdf
	Осно_004.pdf
	Осно_005.pdf
	Осно_006.pdf
	Осно_007.pdf
	Осно_008.pdf
	Осно_009.pdf
	Осно_010.pdf
	Осно_011.pdf
	Осно_012.pdf
	Осно_013.pdf
	Осно_014.pdf
	Осно_015.pdf
	Осно_016.pdf
	Осно_017.pdf
	Осно_018.pdf
	Осно_019.pdf
	Осно_020.pdf
	Осно_021.pdf
	Осно_022.pdf
	Осно_023.pdf
	Осно_024.pdf
	Осно_025.pdf
	Осно_026.pdf
	Осно_027.pdf
	Осно_028.pdf
	Осно_029.pdf
	Осно_030.pdf
	Осно_031.pdf
	Осно_032.pdf
	Осно_033.pdf
	Осно_034.pdf
	Осно_035.pdf
	Осно_036.pdf
	Осно_037.pdf
	Осно_038.pdf
	Осно_039.pdf
	Осно_040.pdf
	Осно_041.pdf
	Осно_042.pdf
	Осно_043.pdf
	Осно_044.pdf
	Осно_045.pdf
	Осно_046.pdf
	Осно_047.pdf
	Осно_048.pdf
	Осно_049.pdf
	Осно_050.pdf
	Осно_051.pdf
	Осно_052.pdf
	Осно_053.pdf
	Осно_054.pdf
	Осно_055.pdf
	Осно_056.pdf
	Осно_057.pdf
	Осно_058.pdf
	Осно_059.pdf
	Осно_060.pdf
	Осно_061.pdf
	Осно_062.pdf
	Осно_063.pdf
	Осно_064.pdf
	Осно_065.pdf
	Осно_066.pdf
	Осно_067.pdf
	Осно_068.pdf
	Осно_069.pdf
	Осно_070.pdf
	Осно_071.pdf
	Осно_072.pdf
	Осно_073.pdf
	Осно_074.pdf
	Осно_075.pdf
	Осно_076.pdf
	Осно_077.pdf
	Осно_078.pdf
	Осно_079.pdf
	Осно_080.pdf
	Осно_081.pdf
	Осно_082.pdf
	Осно_083.pdf
	Осно_084.pdf
	Осно_085.pdf
	Осно_086.pdf
	Осно_087.pdf
	Осно_088.pdf
	Осно_089.pdf
	Осно_090.pdf
	Осно_091.pdf
	Осно_092.pdf
	Осно_093.pdf
	Осно_094.pdf
	Осно_095.pdf
	Осно_096.pdf
	Осно_097.pdf
	Осно_098.pdf
	Осно_099.pdf
	Осно_100.pdf
	Осно_101.pdf
	Осно_102.pdf
	Осно_103.pdf
	Осно_104.pdf
	Осно_105.pdf
	Осно_106.pdf
	Осно_107.pdf
	Осно_108.pdf
	Осно_109.pdf
	Осно_110.pdf
	Осно_111.pdf
	Осно_112.pdf
	Осно_113.pdf
	Осно_114.pdf
	Осно_115.pdf
	Осно_116.pdf
	Осно_117.pdf
	Осно_118.pdf
	Осно_119.pdf
	Осно_120.pdf
	Осно_121.pdf
	Осно_122.pdf
	Осно_123.pdf
	Осно_124.pdf
	Осно_125.pdf
	Осно_126.pdf
	Осно_127.pdf
	Осно_128.pdf
	Осно_129.pdf
	Осно_130.pdf
	Осно_131.pdf
	Осно_132.pdf
	Осно_133.pdf
	Осно_134.pdf
	Осно_135.pdf
	Осно_136.pdf
	Осно_137.pdf
	Осно_138.pdf
	Осно_139.pdf
	Осно_140.pdf
	Осно_141.pdf
	Осно_142.pdf
	Осно_143.pdf
	Осно_144.pdf
	Осно_145.pdf
	Осно_146.pdf
	Осно_147.pdf
	Осно_148.pdf
	Осно_149.pdf
	Осно_150.pdf
	Осно_151.pdf
	Осно_152.pdf
	Осно_153.pdf
	Осно_154.pdf
	Осно_155.pdf
	Осно_156.pdf
	Осно_157.pdf
	Осно_158.pdf
	Осно_159.pdf
	Осно_160.pdf
	Осно_161.pdf
	Осно_162.pdf
	Осно_163.pdf
	Осно_164.pdf
	Осно_165.pdf
	Осно_166.pdf
	Осно_167.pdf
	Осно_168.pdf
	Осно_169.pdf
	Осно_170.pdf
	Осно_171.pdf
	Осно_172.pdf
	Осно_173.pdf
	Осно_174.pdf
	Осно_175.pdf
	Осно_176.pdf
	Осно_177.pdf
	Осно_178.pdf
	Осно_179.pdf
	Осно_180.pdf
	Осно_181.pdf
	Осно_182.pdf
	Осно_183.pdf
	Осно_184.pdf
	Осно_185.pdf
	Осно_186.pdf
	Осно_187.pdf
	Осно_188.pdf
	Осно_189.pdf
	Осно_190.pdf
	Осно_191.pdf
	Осно_192.pdf
	Осно_193.pdf
	Осно_194.pdf
	Осно_195.pdf
	Осно_196.pdf
	Осно_197.pdf
	Осно_198.pdf
	Осно_199.pdf
	Осно_200.pdf
	Осно_201.pdf
	Осно_202.pdf
	Осно_203.pdf
	Осно_204.pdf
	Осно_205.pdf
	Осно_206.pdf
	Осно_207.pdf
	Осно_208.pdf
	Осно_209.pdf
	Осно_210.pdf
	Осно_211.pdf
	Осно_212.pdf
	Осно_213.pdf
	Осно_214.pdf
	Осно_215.pdf
	Осно_216.pdf
	Осно_217.pdf
	Осно_218.pdf
	Осно_219.pdf
	Осно_220.pdf
	Осно_221.pdf
	Осно_222.pdf
	Осно_223.pdf
	Осно_224.pdf
	Осно_225.pdf
	Осно_226.pdf
	Осно_227.pdf
	Осно_228.pdf
	Осно_229.pdf
	Осно_230.pdf
	Осно_231.pdf
	Осно_232.pdf
	Осно_233.pdf
	Осно_234.pdf
	Осно_235.pdf
	Осно_236.pdf
	Осно_237.pdf
	Осно_238.pdf
	Осно_239.pdf
	Осно_240.pdf
	Осно_241.pdf
	Осно_242.pdf
	Осно_243.pdf
	Осно_244.pdf
	Осно_245.pdf
	Осно_246.pdf
	Осно_247.pdf
	Осно_248.pdf
	Осно_249.pdf
	Осно_250.pdf
	Осно_251.pdf
	Осно_252.pdf
	Осно_253.pdf
	Осно_254.pdf
	Осно_255.pdf
	Осно_256.pdf
	Осно_257.pdf
	Осно_258.pdf
	Осно_259.pdf
	Осно_260.pdf
	Осно_261.pdf
	Осно_262.pdf
	Осно_263.pdf
	Осно_264.pdf
	Осно_265.pdf
	Осно_266.pdf
	Осно_267.pdf
	Осно_268.pdf
	Осно_269.pdf
	Осно_270.pdf
	Осно_271.pdf
	Осно_272.pdf
	Осно_273.pdf
	Осно_274.pdf
	Осно_275.pdf
	Осно_276.pdf
	Осно_277.pdf
	Осно_278.pdf
	Осно_279.pdf
	Осно_280.pdf
	Осно_281.pdf
	Осно_282.pdf
	Осно_283.pdf
	Осно_284.pdf
	Осно_285.pdf
	Осно_286.pdf
	Осно_287.pdf
	Осно_288.pdf
	Осно_289.pdf
	Осно_290.pdf
	Осно_291.pdf
	Осно_292.pdf
	Осно_293.pdf
	Осно_294.pdf
	Осно_295.pdf
	Осно_296.pdf
	Осно_297.pdf
	Осно_298.pdf
	Осно_299.pdf
	Осно_300.pdf
	Осно_301.pdf
	Осно_302.pdf
	Осно_303.pdf
	Осно_304.pdf
	Осно_305.pdf
	Осно_306.pdf
	Осно_307.pdf
	Осно_308.pdf
	Осно_309.pdf
	Осно_310.pdf
	Осно_311.pdf
	Осно_312.pdf
	Осно_313.pdf
	Осно_314.pdf
	Осно_315.pdf
	Осно_316.pdf
	Осно_317.pdf
	Осно_318.pdf
	Осно_319.pdf
	Осно_320.pdf
	Осно_321.pdf
	Осно_322.pdf
	Осно_323.pdf
	Осно_324.pdf
	Осно_325.pdf
	Осно_326.pdf
	Осно_327.pdf
	Осно_328.pdf
	Осно_329.pdf
	Осно_330.pdf
	Осно_331.pdf
	Осно_332.pdf
	Осно_333.pdf
	Осно_334.pdf
	Осно_335.pdf
	Осно_336.pdf
	Осно_337.pdf
	Осно_338.pdf
	Осно_339.pdf
	Осно_340.pdf
	Осно_341.pdf
	Осно_342.pdf
	Осно_343.pdf
	Осно_344.pdf
	Осно_345.pdf
	Осно_346.pdf
	Осно_347.pdf
	Осно_348.pdf
	Осно_349.pdf
	Осно_350.pdf
	Осно_351.pdf
	Осно_352.pdf
	Осно_353.pdf
	Осно_354.pdf
	Осно_355.pdf
	Осно_356.pdf
	Осно_357.pdf
	Осно_358.pdf
	Осно_359.pdf
	Осно_360.pdf
	Осно_361.pdf
	Осно_362.pdf
	Осно_363.pdf
	Осно_364.pdf
	Осно_365.pdf
	Осно_366.pdf
	Осно_367.pdf
	Осно_368.pdf
	Осно_369.pdf
	Осно_370.pdf
	Осно_371.pdf
	Осно_372.pdf
	Осно_373.pdf
	Осно_374.pdf
	Осно_375.pdf
	Осно_376.pdf
	Осно_377.pdf
	Осно_378.pdf
	Осно_379.pdf
	Осно_380.pdf
	Осно_381.pdf
	Осно_382.pdf
	Осно_383.pdf
	Осно_384.pdf
	Осно_385.pdf
	Осно_386.pdf
	Осно_387.pdf
	Осно_388.pdf
	Осно_389.pdf
	Осно_390.pdf
	Осно_391.pdf
	Осно_392.pdf
	Осно_393.pdf
	Осно_394.pdf
	Осно_395.pdf
	Осно_396.pdf
	Осно_397.pdf
	Осно_398.pdf
	Осно_399.pdf
	Осно_400.pdf
	Осно_401.pdf
	Осно_402.pdf
	Осно_403.pdf
	Осно_404.pdf
	Осно_405.pdf
	Осно_406.pdf
	Осно_407.pdf
	Осно_408.pdf
	Осно_409.pdf
	Осно_410.pdf
	Осно_411.pdf
	Осно_412.pdf
	Осно_413.pdf
	Осно_414.pdf
	Осно_415.pdf
	Осно_416.pdf
	Осно_417.pdf
	Осно_418.pdf
	Осно_419.pdf
	Осно_420.pdf
	Осно_421.pdf
	Осно_422.pdf
	Осно_423.pdf
	Осно_424.pdf
	Осно_425.pdf
	Осно_426.pdf
	Осно_427.pdf
	Осно_428.pdf
	Осно_429.pdf
	Осно_430.pdf
	Осно_431.pdf
	Осно_432.pdf
	Осно_433.pdf
	Осно_434.pdf
	Осно_435.pdf
	Осно_436.pdf
	Осно_437.pdf
	Осно_438.pdf
	Осно_439.pdf
	Осно_440.pdf
	Осно_441.pdf
	Осно_442.pdf
	Осно_443.pdf
	Осно_444.pdf
	Осно_445.pdf
	Осно_446.pdf
	Осно_447.pdf
	Осно_448.pdf
	Осно_449.pdf
	Осно_450.pdf
	Осно_451.pdf
	Осно_452.pdf
	Осно_453.pdf
	Осно_454.pdf
	Осно_455.pdf
	Осно_456.pdf
	Осно_457.pdf
	Осно_458.pdf
	Осно_459.pdf
	Осно_460.pdf
	Осно_461.pdf
	Осно_462.pdf
	Осно_463.pdf
	Осно_464.pdf
	Осно_465.pdf
	Осно_466.pdf
	Осно_467.pdf
	Осно_468.pdf
	Осно_469.pdf
	Осно_470.pdf
	Осно_471.pdf
	Осно_472.pdf
	Осно_473.pdf
	Осно_474.pdf
	Осно_475.pdf
	Осно_476.pdf
	Осно_477.pdf
	Осно_478.pdf
	Осно_479.pdf
	Осно_480.pdf
	Осно_481.pdf
	Осно_482.pdf
	Осно_483.pdf
	Осно_484.pdf
	Осно_485.pdf
	Осно_486.pdf
	Осно_487.pdf
	Осно_488.pdf
	Осно_489.pdf
	Осно_490.pdf
	Осно_491.pdf
	Осно_492.pdf
	Осно_493.pdf
	Осно_494.pdf
	Осно_495.pdf
	Осно_496.pdf
	Осно_497.pdf
	Осно_498.pdf
	Осно_499.pdf
	Осно_500.pdf
	Осно_501.pdf
	Осно_502.pdf
	Осно_503.pdf
	Осно_504.pdf
	Осно_505.pdf
	Осно_506.pdf
	Осно_507.pdf
	Осно_508.pdf
	Осно_509.pdf
	Осно_510.pdf
	Осно_511.pdf
	Осно_512.pdf
	Осно_513.pdf
	Осно_514.pdf
	Осно_515.pdf
	Осно_516.pdf
	Осно_517.pdf
	Осно_518.pdf
	Осно_519.pdf
	Осно_520.pdf
	Осно_521.pdf
	Осно_522.pdf
	Осно_523.pdf
	Осно_524.pdf
	Осно_525.pdf
	Осно_526.pdf
	Осно_527.pdf
	Осно_528.pdf
	Осно_529.pdf
	Осно_530.pdf
	Осно_531.pdf
	Осно_532.pdf
	Осно_533.pdf
	Осно_534.pdf
	Осно_535.pdf
	Осно_536.pdf
	Осно_537.pdf
	Осно_538.pdf
	Осно_539.pdf
	Осно_540.pdf
	Осно_541.pdf
	Осно_542.pdf
	Осно_543.pdf
	Осно_544.pdf
	Осно_545.pdf
	Осно_546.pdf
	Осно_547.pdf
	Осно_548.pdf
	Осно_549.pdf
	Осно_550.pdf
	Осно_551.pdf
	Осно_552.pdf
	Осно_553.pdf
	Осно_554.pdf
	Осно_555.pdf
	Осно_556.pdf
	Осно_557.pdf
	Осно_558.pdf
	Осно_559.pdf
	Осно_560.pdf
	Осно_561.pdf
	Осно_562.pdf
	Осно_563.pdf
	Осно_564.pdf
	Осно_565.pdf
	Осно_566.pdf
	Осно_567.pdf
	Осно_568.pdf
	Осно_569.pdf
	Осно_570.pdf
	Осно_571.pdf
	Осно_572.pdf
	Осно_573.pdf
	Осно_574.pdf
	Осно_575.pdf
	Осно_576.pdf
	Осно_577.pdf
	Осно_578.pdf
	Осно_579.pdf
	Осно_580.pdf
	Осно_581.pdf
	Осно_582.pdf
	Осно_583.pdf
	Осно_584.pdf
	Осно_585.pdf
	Осно_586.pdf
	Осно_587.pdf
	Осно_588.pdf
	Осно_589.pdf
	Осно_590.pdf
	Осно_591.pdf
	Осно_592.pdf



