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Ââåäåíèå

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà îòíîñèòñÿ ê ïðèêëàäíûì ìàòåìàòè÷åñêèì
äèñöèïëèíàì. Åå îñíîâíîå íàçíà÷åíèå � èçó÷åíèå ìåòîäîâ îáðàáîòêè ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ñëó-
÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, àäåêâàòíîé ðåàëüíîìó ýêñïåðèìåíòó.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, ÿâëÿÿñü ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè, îïåðèðó-
åò ôîðìàëüíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, òîãäà êàê ñëó÷àéíûé ýêñ-
ïåðèìåíò ïðîâîäèòñÿ ñ ðåàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè. Ñâÿçü ìåæäó
ïðàêòèêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêîé ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùåé ñõå-
ìîé.

Îáû÷íî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè èññëåäóåòñÿ
íåêîòîðûé êîíå÷íûé íàáîð ðåàëüíûõ îáúåêòîâ. Âñå ìíîæåñòâî òàêèõ îä-
íîðîäíûõ â íåêîòîðîì ñìûñëå îáúåêòîâ íàçûâàþò ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-
ñòüþ.

Âñå îáúåêòû ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáëàäàþò íåêîòîðûì ñëó÷àé-
íûì ïðèçíàêîì, èìåþùèì ÷èñëîâîå âûðàæåíèå. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòîò ÷èñ-
ëîâîé ïðèçíàê îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
è ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì èññëåäîâàíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

Â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ
äâå îñíîâíûå çàäà÷è:

1. Óêàçàòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èëè îöåíèòü åãî
÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè.

2. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ñîîòâåòñòâèè óêàçàííîãî çàêîíà ðàñïðåäåëå-
íèÿ èëè çíà÷åíèé åãî ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê íàáëþäàåìûì â ýêñïåðè-
ìåíòå ïîêàçàòåëÿì ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Îáå ýòè çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ â íàñòîÿùåì èçäàíèè.
Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ìîæíî ðå-

êîìåíäîâàòü ìîíîãðàôèè [ 1 ] è [ 2 ]. Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ
ïîëåçíî ó÷åáíîå ïîñîáèå [ 3 ].

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè
ìîãóò áûòü ïîëåçíû ñïðàâî÷íèêè [ 4 ] è [ 5 ].

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ
ñïåöèàëüíîñòåé óíèâåðñèòåòà, ïðîñëóøàâøèõ ñîîòâåòñòâóþùèé êóðñ òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé.
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1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ
ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÈ

1.1. Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Îñíîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé, ïîýòîìó ïðèâåäåì íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ àêñèîìàòèêîé
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé À.Í.Êîëìîãîðîâà âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì íà-
çûâàþò íàáîð èç òðåõ îáúåêòîâ: (Ω,F , P ). Çäåñü Ω � ìíîæåñòâî íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé; F � σ-àëãåáðà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé,
ò. å. ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ Ω, ñîäåðæàùåå âñå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûå îáú-
åäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ âõîäÿùèõ â íåãî ïîäìíîæåñòâ; P � âåðîÿòíîñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà F , ò. å. àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå êàæäîìó ñîáûòèþ A ∈ F ÷èñëî P (A) ∈ [0, 1], êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ íà âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , P ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ξ : Ω → R, òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ R
ñëó÷àéíîå ñîáûòèå {ω ∈ Ω | ξ(ω) < x} ∈ F .

Ôóíêöèÿ Fξ(x) = P (ξ < x), îïðåäåëåííàÿ äëÿ ∀x ∈ R, íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåóáûâàþùóþ íåïðåðûâíóþ ñëåâà ôóíêöèþ, ïðè÷åì
lim

x→−∞
Fξ(x) = 0 è lim

x→∞
Fξ(x) = 1.

Â çàâèñèìîñòè îò ìîùíîñòè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ðàçëè÷àþò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ äèñêðåòíûì è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì
ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû êîíå÷íî èëè
ñ÷åòíî.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, åñ-
ëè ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé íåñ÷åòíî è ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ èíòåãðè-
ðóåìàÿ íà R ôóíêöèÿ fξ, íàçûâàåìàÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ, òàêàÿ,
÷òî ∀x ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Fξ(x) =

x∫
−∞

fξ(t) dt.

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ìàòåìàòè÷å-
ñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé åå ñðåäíåå çíà÷åíèå. Ýòî ñðåäíåå ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè
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ïðåäñòàâèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â ëþáîé èíòåð-
âàë êàê ìàññó ýòîãî èíòåðâàëà, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áóäåò öåíòðîì
òÿæåñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ xi, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

M(ξ) =
∑

i

xiP (ξ = xi).

Îíî ñóùåñòâóåò, åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ fξ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

M(ξ) =

+∞∫
−∞

xfξ(x) dx.

Îíî ñóùåñòâóåò, åñëè ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîíñòàíòû, î÷åâèäíî, ðàâíî ñàìîé êîíñòàí-

òå. Êðîìå òîãî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè:
äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η, ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ìàòåìàòè÷å-
ñêèå îæèäàíèÿ, è ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b:

M(aξ+ bη) = aM(ξ) + bM(η).

Êðîìå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå ÷èñëîâûå
õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êîòîðûå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìî-
ãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè îò ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû M(ϕ(ξ)). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â äèñêðåòíîì ñëó÷àå

M(ϕ(ξ)) =
∑

i

ϕ(xi)P (ξ = xi);

ñîîòâåòñòâåííî â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå

M(ϕ(ξ)) =

+∞∫
−∞

ϕ(x)fξ(x) dx.

×àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ
ìîìåíòàìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Íà÷àëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà k íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà αk = M(ξk),
â ÷àñòíîñòè α1 = M(ξ). Ñóùåñòâîâàíèå ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà÷àëü-
íûõ ìîìåíòîâ íå ãàðàíòèðîâàíî, îíî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñêî-
ðîñòüþ óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ (â äèñêðåò-
íîì ñëó÷àå � âåðîÿòíîñòåé çíà÷åíèé). ßñíî, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ íà÷àëü-
íîãî ìîìåíòà ïîðÿäêà k ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ ïî-
ðÿäêà ìåíüøå k. Öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà k íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
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µk = M(ξ−M(ξ))k. Çàìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ µ1 = 0.

Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ åå âòîðîé öåíòðàëüíûé
ìîìåíò, ò. å. ñðåäíèé êâàäðàò åå îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ:

D(ξ) = µ2 = M(ξ−M(ξ))2.

×àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ðàâåíñòâî

D(ξ) = M(ξ− a)2 − (M(ξ− a))2,

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì a. Äåéñòâèòåëüíî, áëàãîäà-
ðÿ ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ,

M(ξ−M(ξ))2 = M((ξ− a)− (M(ξ)− a))2 =

= M(ξ− a)2 − 2M(ξ− a)(M(ξ)− a) + (M(ξ)− a)2,

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. Â ÷àñòíîñòè, ïðè a = 0 ïîëó÷àåòñÿ

D(ξ) = M(ξ)2 − (M(ξ))2 = α2 − α2
1.

Äèñïåðñèÿ êîíñòàíòû, î÷åâèäíî, ðàâíà íóëþ. Äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè îò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äèñïåðñèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D(aξ+ b) = a2D(ξ).

Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè âåëè÷èíû ðàçáðîñà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îáû÷íî èñïîëüçóþò ñðåä-
íåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå (ÑÊÎ). Ýòà âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
àðèôìåòè÷åñêèé êâàäðàòíûé êîðåíü èç äèñïåðñèè:

σξ =
√

D(ξ).

Öåíòðàëüíûé ìîìåíò ëþáîãî ïîðÿäêà k, ïîäîáíî äèñïåðñèè, ìîæåò
áûòü âûðàæåí ÷åðåç íà÷àëüíûå ìîìåíòû ïîðÿäêà k è íèæå. Ïîýòîìó ñóùå-
ñòâîâàíèå öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà ïîðÿäêà k ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ
íà÷àëüíîãî ìîìåíòà òîãî æå ïîðÿäêà.

Åùå îäíîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äàþùåé
ïðåäñòàâëåíèå î åå ñðåäíåì çíà÷åíèè, ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíà. Ìåäèàíîé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî med, òàêîå, ÷òî

P (ξ ≤ med) = P (ξ ≥ med).

Â îòëè÷èå îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìåäèàíà ñóùåñòâóåò ó ëþáîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû.

Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé è âåëè÷èí. Ñëó÷àéíûå ñî-
áûòèÿ A1, A2, ..., An ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè, åñëè òîò
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ôàêò, ÷òî ïðîèçîøëè íåêîòîðûå èç íèõ, íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòè îñòàëü-
íûõ. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç ýòèõ ñîáûòèé Ai1, Ai2, ..., Aik

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ ... ∩ Aik) = P (Ai1)P (Ai2) · · ·P (Aik)

(âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ íåñêîëüêèõ ñîáûòèé, ò. å. òîãî, ÷òî âñå îíè ïðî-
èçîøëè, ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ âåðîÿòíîñòåé).

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, ..., ξn íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè (â ñî-
âîêóïíîñòè), åñëè äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëîâ I1, I2, ..., In ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ
(ξ1 ∈ I1), (ξ2 ∈ I2), ..., (ξn ∈ In) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè.

Åñëè ξ1 è ξ2 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå èõ ïðîèçâåäåíèÿ (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

M(ξ1ξ2) = M(ξ1)M(ξ2).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ äèñïåðñèé: äëÿ íåçà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, ..., ξn, ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþò äèñïåð-
ñèè,

D

(
n∑

i=1

ξi

)
=

n∑
i=1

D(ξi).

Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Óïîðÿäî÷åí-
íûé íàáîð èç íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ = [ξ1, ξ2, ..., ξn]

T íàçûâàþò
ñëó÷àéíûì âåêòîðîì. Çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, êîòîðîå
òàêæå íàçûâàþò ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âõîäÿùèõ â ýòîò âåêòîð ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, åñëè äëÿ ëþáîé îáëàñòè G ⊂ Rn îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòü
ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ (ξ ∈ G). Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëü-
íàÿ èíòåãðèðóåìàÿ íà Rn ôóíêöèÿ fξ(x ) = fξ(x1, ..., xn), íàçûâàåìàÿ ïëîò-
íîñòüþ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè G ⊂ Rn

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P (ξ ∈ G) =

∫
G

fξ(x1, ..., xn)dx1...dxn.

Ó íåçàâèñèìûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñóùåñòâóåò
ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèç-
âåäåíèå îòäåëüíûõ ïëîòíîñòåé:

fξ(x1, ..., xn) = fξ1
(x1)fξ2

(x2) · · · fξn
(xn).
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Ïðîñòåéøåé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ èõ êîâàðèàöèîííûé ìîìåíò

cov(ξ1, ξ2) = M((ξ1 −M(ξ1))(ξ2 −M(ξ2))).

Ýòà õàðàêòåðèñòèêà îòðàæàåò ñòåïåíü âçàèìíîãî âëèÿíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí. Ó íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí êîâàðèàöèîííûé ìîìåíò ðà-
âåí íóëþ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êîâàðèàöèîííûé ìîìåíò òàêæå ìîæåò
áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

cov(ξ1, ξ2) = M(ξ1ξ2)−M(ξ1)M(ξ2).

Èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî êîâàðèàöèîííûé ìîìåíò èìååò ðàç-
ìåðíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Áåçðàçìåðíîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ñòåïåíè âçàèìíîãî âëèÿíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

ρ(ξ1, ξ2) =
cov(ξ1, ξ2)√
D(ξ1)D(ξ2)

.

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà [−1, 1].
Åñëè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξ1 è ξ2 åñòü æåñòêàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçü
ξ2 = aξ1+b, òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí 1 èëè −1, â çàâèñèìîñòè îò
çíàêà a. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè, åñëè èõ
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí íóëþ. Î÷åâèäíî, äâå íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè. Îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå
íåâåðíî: èç íåêîððåëèðîâàííîñòè íå ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü.

Êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé R n-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ íàçû-
âàåòñÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êî-
âàðèàöèîííûå ìîìåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð êîìïîíåíò ýòîãî âåêòîðà:
ri,j = cov(ξi, ξj). Òàêèì îáðàçîì, äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè êîâàðèàöè-
îííîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ äèñïåðñèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è íåîòðèöàòåëüíî-îïðå-
äåëåííîé ìàòðèöåé. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η ñ íå-
êîððåëèðîâàííûìè êîìïîíåíòàìè ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Åñëè ñëó÷àéíûé
âåêòîð ξ ðàçìåðíîñòè n èìååò êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó R(ξ), à ñëó÷àé-
íûé âåêòîð η = Aξ, ãäå A � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n, òî êîâàðèàöèîííàÿ
ìàòðèöà âåêòîðà η âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

R(η) = AR(ξ)AT

(âåðõíèé èíäåêñ T çäåñü è äàëåå îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû).
Ñõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ1, ξ2, ..., ξn, ... .
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Ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a c âåðîÿòíîñòþ 1,
åñëè P ( lim

n→∞
ξn = a) = 1. Ýòî íàèáîëåå åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå ñõîäè-

ìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òðåáóåò, îäíàêî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äîâîëüíî
ñëîæíûõ äîêàçàòåëüñòâ. Êðîìå òîãî, îáû÷íî áûâàåò âàæíî ïîâåäåíèå íå
ñàìèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à èõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïîýòîìó
÷àùå èñïîëüçóåòñÿ äðóãîå ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè � ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíî-
ñòè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, ..., ξn, ... ñõîäèòñÿ ïî
âåðîÿòíîñòè ê ÷èñëó a, åñëè ∀ ε > 0

lim
n→∞

P (|ξn − a| > ε) = 0.

Èç ñõîäèìîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, îá-
ðàòíîå íåâåðíî.

Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà. Ýòî íåðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò îöåíèòü âåðî-
ÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ ïîëîæèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íåêîòîðîãî çíà-
÷åíèÿ ÷åðåç åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû η è ∀ t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî P (η > t) ≤ M(η)

t
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Íàïðèìåð, äëÿ íåîò-
ðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì

M(η) =

∞∫
0

xfξ(x) dx = t

∞∫
0

x

t
fξ(x) dx ≥ t

∞∫
t

x

t
fξ(x) dx ≥

≥ t

∞∫
t

fξ(x) dx = tP (η > t),

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìàÿ îöåíêà.
Ïðèìåíåíèå ýòîé îöåíêè ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå |ξ −M(ξ)| ïîçâîëÿåò

ëåãêî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà â íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìîé ôîð-
ìå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îöåíêó âåðîÿòíîñòè áîëüøîãî îòêëîíåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÷åðåç äèñïåðñèþ, à
èìåííî ∀ ε > 0

P (|ξ−M(ξ)| > ε) ≤ D(ξ)

ε2 .

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë ïðèíÿòî íàçûâàòü
óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì
íîðìèðîâàííûõ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ê íåêîòîðîìó ÷èñ-
ëó. Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèé ïðîñòåéøèé âàðèàíò
ýòîãî çàêîíà, êîòîðûé ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ïóñòü ξ1, ξ2, ..., ξn, ... � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ îäèíàêîâûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, ó êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå M(ξ). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ ñðåäíèõ àðèôìåòè-

÷åñêèõ
1

n

n∑
i=1

ξi ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê M(ξ). Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ó

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äèñïåðñèè ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç íåðà-
âåíñòâà ×åáûøåâà è ñâîéñòâ äèñïåðñèè.

Íà ñàìîì äåëå ïðèâåäåííîå âûøå óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëè-
âûì, åñëè çàìåíèòü ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè íà ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1. Â ýòîì ñëó÷àå åãî îáû÷íî íàçûâàþò óñèëåííûì çàêîíîì áîëüøèõ
÷èñåë.

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå, íàçûâàåìîå òàê-
æå ãàóññîâñêèì, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå èñïîëüçóåìûì â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ (ðèñ. 1.1)

f(x) =
1√
2π

exp

{
−x2

2

}
, x ∈ R.

Îíî èìååò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ, ðàâíóþ 1.
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x

f(x)

0.5

0 1−1−tβ tβ

β

Ðèñ. 1.1. Êðèâàÿ ïëîòíîñòè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ0 èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå, òî ξ = σξ0 + m , ãäå σ > 0, èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå m,
äèñïåðñèþ σ2 è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x, m,σ) =
1√
2πσ

exp

{
−1

2

(x−m)2

σ2

}
, x ∈ R.

Ðàñïðåäåëåíèå ñ òàêîé ïëîòíîñòüþ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì. Òîò ôàêò, ÷òî
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò òàêîå ðàñïðåäåëåíèå, êðàòêî çàïèñûâàåòñÿ
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ñëåäóþùèì îáðàçîì: ξ ∈ N(m,σ2). Ñîîòâåòñòâåííî, ñòàíäàðòíîå íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå îáîçíà÷àåòñÿ êàê N(0, 1).

Ñèììåòðè÷íûì íîðìàëüíûì êâàíòèëåì ïî óðîâíþ β (íà ðèñ. 1.1 β �
ïëîùàäü íåçàøòðèõîâàííîé ÷àñòè) íàçûâàþò ÷èñëî tβ, òàêîå, ÷òî

P (|ξ0| < tβ) = β,

ãäå ξ0 ∈ N(0, 1).
Êëàññ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáàÿ

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
òàêæå èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Êðîìå òîãî, äëÿ íîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìîñòè è íåêîððåëèðî-
âàííîñòè ñòàíîâÿòñÿ ðàâíîñèëüíûìè.

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà. Âàæíàÿ ðîëü íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñóììû íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè ïðèáëèæàåòñÿ ïðè óâåëè-
÷åíèè ÷èñëà ñëàãàåìûõ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ýòîò ôàêò ïðèíÿ-
òî íàçûâàòü öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé. Ïðîñòåéøèé âàðèàíò öåí-
òðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû, êîòîðûé â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ξ1, ξ2 ,..., ξn, ... �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îäèíàêîâûìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè, ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè M(ξi) = m è äèñïåðñèÿìè
D(ξi) = σ2. Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðìèðîâàííûõ ñóìì

Zn =

n∑
i=1

ξi − nm

σ
√

n
.

Òîãäà ∀x ∈ R
lim
n→∞

P (Zn < x) = Φ(x),

ãäå Φ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà
N(0, 1), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

exp

{
−t2

2

}
dt.

1.2. Íàáëþäàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Âûáîðêà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü âîçìîæíîñòü íàáëþäåíèÿ åå çíà÷åíèé (ðåàëüíî èëè ìûñëåííî)
ëþáîå ÷èñëî ðàç. Ýòó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó áóäåì íàçûâàòü ½íàáëþäàåìàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà“ (ÍÑÂ) è îáîçíà÷àòü ξ.
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Ïóñòü â n ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèÿõ ÍÑÂ ξ çàðåãèñòðèðîâàíû åå ÷èñ-
ëîâûå çíà÷åíèÿ x1, x2, ..., xn. ×èñëîâîé âåêòîð

x = [x1, x2, ..., xn]
T

íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé èç ðàñïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ ξ (÷èñëîâîé âûáîðêîé èëè
ïðîñòî âûáîðêîé).

Âûáîðêà � ýòî òî, ÷òî âñåãäà íåîáõîäèìî èìåòü äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Âûáîðêó ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ
ðåàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ÍÑÂ ξ, à ìîæíî ïðåäïîëîæèòü ôàêò
åå ñóùåñòâîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî çàäàòü ìîäåëü ãåíåðàöèè âûáîðêè ëþ-
áîãî îáúåìà.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå äåëàþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåòèêî-âåðîÿò-
íîñòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ îäíîãî íàáëþäåíèÿ ñ
íîìåðîì i ÿâëÿåòñÿ ½êîïèÿ“ ÍÑÂ ξ, ò. å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Xi, èìåþùàÿ
òî æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è ξ.

Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ âûáîðêè x ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûé âåêòîð X =
= [X1, X2, ..., Xn]

T . Áóäåì íàçûâàòü ýòîò âåêòîð ñëó÷àéíîé âûáîðêîé.

1.3. Âûáîðî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïî âûáîðêå x = [x1, x2, ..., xn]
T ìîæíî îïðåäåëèòü äèñêðåòíîå âåðî-

ÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîïîñòàâèâ êàæäîìó çíà÷åíèþ xi îäíó è òó æå

âåðîÿòíîñòü
1

n
. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íûì ðàñïðåäåëå-

íèåì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå

Fn(t) =
nt

n
, ∀ t ∈ R,

ãäå nt � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, òàêèõ, ÷òî xi < t. Îíà íàçûâàåòñÿ
âûáîðî÷íîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.Ýòà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîç-
ðàñòàþùóþ îò 0 äî 1 ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ íå áîëåå ÷åì ñ n ðàçðûâàìè
ïåðâîãî ðîäà (½ñòóïåíÿìè“).

Åñëè âûáîðêó ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî ïðè ëþáîì
t çíà÷åíèå Fn(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Ñìûñë âûáî-
ðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñêðûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ãëèâåíêî�
Êàíòåëëè:

Òåîðåìà 1.1. Åñëè Fξ(t) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ ξ è n → +∞,

òî

sup
t
|Fξ(t)− Fn(t)| → 0

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.
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Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ãëèâåíêî�Êàíòåëëè ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè óâå-
ëè÷èâàòü îáúåì âûáîðêè äî áåñêîíå÷íîñòè, òî ìîæíî ïðèáëèçèòü âûáîðî÷-
íóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ê òåîðåòè÷åñêîé ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

1.4. Âàðèàöèîííûé ðÿä

Âûáîðêà, óïîðÿäî÷åííàÿ ïî çíà÷åíèÿì ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ âàðèà-
öèîííûì ðÿäîì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûáîðêè x = [x1, x2, ..., xn]

T âàðèàöè-
îííûé ðÿä ñòðîèòñÿ ñîðòèðîâêîé åå ýëåìåíòîâ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:

xn1
≤ xn2

≤ ... ≤ xnn
.

Âàðèàöèîííûé ðÿä � î÷åíü óäîáíîå ñðåäñòâî èçó÷åíèÿ ÍÑÂ ξ. Ñóùå-
ñòâóåò öåëîå íàïðàâëåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, íàçûâàåìîå ïîðÿä-
êîâûìè ñòàòèñòèêàìè, îñíîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè ½ðàíãîâ“, ò. å. íîìåðîâ
ýëåìåíòîâ âûáîðêè â âàðèàöèîííîì ðÿäó. Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ïðîñòåéøèå ðàíãîâûå îöåíêè, ïîëó÷àåìûå íåïîñðåäñòâåííî èç âàðèàöèîí-
íîãî ðÿäà.

Âûáîðî÷íîé ìåäèàíîé íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

m̂ed =


xn

(n+1
2 )

, åñëè n íå÷åòíîå,

xn
(n

2 )
+ xn

(n
2 +1)

2
, åñëè n ÷åòíîå.

Ðàçìàõîì âûáîðêè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Rn = xnn
− xn1

.

1.5. Ãèñòîãðàììà

Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå âûáîðêè ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðî-
ñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé. Ðàçîáüåì îáëàñòü çíà÷åíèé ÍÑÂ ξ (êî-
òîðóþ ìîæåì ïîëó÷èòü èç âàðèàöèîííîãî ðÿäà) íà k ðàâíûõ èíòåðâàëîâ
(z0, z1), (z1, z2), ..., (zk−1, zk). Ïóñòü äëèíà èíòåðâàëîâ ðàâíà zi − zi−1 = l.
Èñïîëüçóÿ êàæäûé èíòåðâàë êàê îñíîâàíèå, ïîñòðîèì íà íåì ïðÿìîóãîëü-
íèê ñ âûñîòîé

hi =
mi

nl
,

ãäå mi � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïîïàâøèõ â èíòåðâàë (zi−1, zi).
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Ïîëó÷åííàÿ ôèãóðà íàçûâàåòñÿ ãèñòîãðàììîé (ðèñ. 1.2).
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Ðèñ. 1.2

Åñëè ÍÑÂ ξ èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ãèñòî-
ãðàììà äàåò ïðåäñòàâëåíèå î âèäå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ ξ.

1.6. Ðàñïðåäåëåíèå ½Õè-êâàäðàò“

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, ..., ξn ∈ N(0, 1) è íåçàâèñèìû â
ñîâîêóïíîñòè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

χ2
n = ξ2

1 + ξ2
2 + ... + ξ2

n

íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíó ½Õè-êâàäðàò“ ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Ýòî ðàñïðåäåëåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà χ2

n ≥ 0, îíà èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

Kn(x) =


0, åñëè x ≤ 0,

1

2
n
2 Γ
(n

2

) x
n
2−1

e
−x

2 , åñëè x > 0,

ãäå ôóíêöèÿ Γ(x) =

+∞∫
0

tx−1 e−t dt. (Γ(k) = (k − 1)! äëÿ íàòóðàëüíûõ k.)
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x
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Ðèñ. 1.3. χ2-ðàñïðåäåëåíèå. Êðèâûå ïëîòíîñòè äëÿ n =1, 2, 6
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Ïðè n ≤ 2 Kn(x) ìîíîòîííî óáûâàåò, à ïðè n > 2 èìååò åäèíñòâåííûé
ìàêñèìóì ïðè x = n− 2 (ðèñ. 1.3).

2. M(χ2
n) = n; D(χ2

n) = 2n.
3. Ïðè áîëüøèõ n (ïðàêòè÷åñêè ïðè n > 30) â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðå-

äåëüíîé òåîðåìû χ2
n èìååò ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê íîðìàëüíîìóN(n; 2n).

4. Åñëè χ2
n1
è χ2

n2
íåçàâèñèìû, òî èõ ñóììà χ2

n1
+ χ2

n2
ðàñïðåäåëåíà ïî

çàêîíó χ2
n1+n2

.

Òåîðåìà 1.2 (Ñòüþäåíòà). Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, ...,

Xn ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíó N(m,σ2) è íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè. Îáî-

çíà÷èì

X =
1

n

n∑
i=1

Xi, S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X )2.

Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
nS2

σ2 ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó χ2
n−1, à ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû X è S2 íåçàâèñèìû.

Ðàñïðåäåëåíèå χ2
n òàáóëèðîâàíî. Â äàëüíåéøåì èíòåðåñ áóäóò ïðåä-

ñòàâëÿòü êâàíòèëè χ2
n-ðàñïðåäåëåíèÿ. ×èñëî χ

2
0(n,β) íàçûâàåòñÿ êâàíòè-

ëåì χ2
n-ðàñïðåäåëåíèÿ ïî óðîâíþ β, åñëè

P (χ2
n < χ2

0(n,β)) = β.
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K6(x)

0.1

0.2

0 6 12χ2
0(n,β)

Ðèñ. 1.4. χ2-ðàñïðåäåëåíèå (n =6)

Íà ðèñ. 1.4 β � ïëîùàäü íåçàøòðèõîâàííîé ÷àñòè.

1.7. Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà

Ðàñïðåäåëåíèå íàçâàíî â ÷åñòü àíãëèéñêîãî ìàòåìàòèêà Ãîññåòà, ïóá-
ëèêîâàâøåãî ñâîè ðàáîòû ïîä ïñåâäîíèìîì Student.
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Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ, ξ1, ξ2, ..., ξn ∈ N(0, 1) è íåçàâèñèìû â
ñîâîêóïíîñòè. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

τn =
ξ
√

n√√√√ n∑
i=1

ξ2
i

=
ξ
√

n√
χ2

n

ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà èìååò âèä

Sn(x) =

Γ

(
n + 1

2

)
√
πn Γ

(n

2

) (1 +
x2

n

)−n+1
2

.

Ïëîòíîñòü Sn(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé (ðèñ. 1.5) ñèììåòðè-
÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå, òî îíî ðàâíî íóëþ. Ïðè n = 1 ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà
ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Êîøè (ó êîòîðîãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
íå ñóùåñòâóåò). Ïðè n > 1 M(τn) = 0.

...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
......

.......................................................................................................
................................................

..................................
..........................

.....................
...................

...............
..............
.............
.............
...........
............
............
...........
..........
...........
..........
...........
...........
..........
...........
..........
...........
...........
...........
.............
..............
....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...........

........
........

........
........

........
........

........
........

............. ............. ............. ............. ............. ............. .............
.............

.............
............
.
...........
..
..........
...
..........
...
.........
....
.........
....
.........
....
.........
....
.........
....
.........
....
..........
...
..........
...
...........
..
............. ............. .............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. .............

x

S3(x)
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Ðèñ. 1.5. Êðèâàÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ïðè n = 3

Øòðèõàìè ïîêàçàíà êðèâàÿ íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè, m = 0, σ = 1

Èç ñôîðìóëèðîâàííîé ðàíåå òåîðåìû Ñòüþäåíòà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü X1, X2, ..., Xn ∈ N(m,σ2) è íåçàâèñèìû â ñî-

âîêóïíîñòè. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
(X −m)

√
n− 1√

S2
ðàñïðåäåëåíà ïî

çàêîíó Ñòüþäåíòà ñ (n− 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû τn−1.
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Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà òàáóëèðîâàíî. Ïî àíàëîãèè ñ ñèììåòðè÷-
íûì íîðìàëüíûì êâàíòèëåì tβ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ââîäÿò ïî-
íÿòèå ñèììåòðè÷íîãî êâàíòèëÿ Ñòüþäåíòà τ0(n,β).

Ñèììåòðè÷íûì êâàíòèëåì Ñòüþäåíòà ïî óðîâíþ β íàçûâàþò ÷èñëî
τ0(n,β), òàêîå, ÷òî P (|τn| < τ0(n,β)) = β, (íà ðèñ. 1.6 β � ïëîùàäü íåçà-
øòðèõîâàííîé ÷àñòè).
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0 τ0(n,β) 4−τ0(n,β)

β

−4

Ðèñ. 1.6. Êðèâàÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ïðè n = 3

Ïðè n > 30 äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ïîëüçóþòñÿ íîðìàëüíûì
ïðèáëèæåíèåì. Ñîîòâåòñòâåííî, âìåñòî ñèììåòðè÷íîãî êâàíòèëÿ Ñòüþäåí-
òà τ0(n,β) èñïîëüçóþò ñèììåòðè÷íûé íîðìàëüíûé êâàíòèëü tβ.

1.8. Ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà

Ïóñòü χ2
n è χ

2
m � äâå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ½Õè-êâàäðàò“ ñîîòâåòñòâåííî ñ n è m ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîëî-

æèòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà fn,m =
mχ2

n

nχ2
m

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà

ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû (n, m). Ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà òàêæå èíîãäà
íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì Ñíåäåêîðà (ðèñ. 1.7).
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Ðèñ. 1.7. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà (m = 10, n = 12)
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Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

pmn(x) = cn,mx
n
2 −1

(m + nx)
− (n+m)

2 , x > 0,

ãäå cn,m � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

2. ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ

2.1. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ è èõ ñâîéñòâà.
Îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è âåðîÿòíîñòè
ñîáûòèÿ

Ïóñòü èìååòñÿ âûáîðêà x = [x1, x2, ..., xn]
T èç ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòî-

ðîé ÍÑÂ ξ. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü çíà÷åíèå ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè ξ, ò. å.
ïàðàìåòðà θ åå âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è îöå-
íèâàíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü èíòåðâàë, â êîòîðîì ïðåäïîëîæèòåëüíî (ñ áîëüøîé
âåðîÿòíîñòüþ) äîëæíî íàõîäèòüñÿ èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà. Òàêîé èí-
òåðâàë íàçûâàþò èíòåðâàëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà, èëè äîâåðèòåëüíûì

èíòåðâàëîì.
Èòàê, äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì Iβ äëÿ ïàðàìåòðà θ ñ äîâåðèòåëü-

íîé âåðîÿòíîñòüþ β íàçûâàåòñÿ òàêîé ïîñòðîåííûé ïî çàäàííîé âûáîðêå
èíòåðâàë, ÷òî

P (θ ∈ Iβ) = β.

Êàê ïðàâèëî, âåðîÿòíîñòü β âûáèðàåòñÿ èç äèàïàçîíà îò 0.9 äî 0.99. Âûáîð
çíà÷åíèÿ β = 0.9 îçíà÷àåò ñîãëàñèå ñ òåì, ÷òî â ñðåäíåì îäèí èç äåñÿòè
ïîñòðîåííûõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ Iβ íå áóäåò íàêðûâàòü ïàðàìåòð
θ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè β = 0.99 ýòî áóäåò ïðîèñõîäèòü â îäíîì èç ñòà
ñëó÷àåâ.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ìîæíî çàäàòü åãî êîíöàìè, íî ÷àùå îí çàäà-
åòñÿ ñåðåäèíîé è ïîëîâèíîé äëèíû ε. Â êà÷åñòâå ñàìîãî îöåíåííîãî çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðà ìîæåò áûòü âçÿòî ëþáîå ÷èñëî èç ýòîãî èíòåðâàëà (îáû÷íî
áåðåòñÿ åãî ñåðåäèíà). Â ëþáîì ñëó÷àå îöåíåííîå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ
ïî âûáîðêå, ò. å. ÿâëÿåòñÿ åå ôóíêöèåé. Âñÿêóþ ôóíêöèþ âûáîðêè ïðè-
íÿòî íàçûâàòü ñòàòèñòèêîé. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âûáîðêà ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî÷íåå, êàê íàáîð èç n íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Â ýòîì ñëó÷àå âñÿêàÿ ñòà-
òèñòèêà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëå-
íèé ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå òî÷å÷íûå îöåíêè. Òî÷å÷íîé îöåíêîé ïàðà-
ìåòðà íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêà, çíà÷åíèå êîòîðîé ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â
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êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà. Åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèåì ê
òî÷å÷íîé îöåíêå θ̂n = θ̂(X1, X2, ..., Xn) ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå
íåñìåùåííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñòàòèñòèêà θ̂n íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé îöåí-

êîé ïàðàìåòðà θ, åñëè åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñîâïàäàåò ñ èñòèí-

íûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà, ò. å. M(θ̂n) = θ ïðè ëþáîì n.

Òðåáîâàíèå íåñìåùåííîñòè òî÷å÷íîé îöåíêè èíîãäà çàìåíÿåòñÿ áîëåå ñëà-
áûì òðåáîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêîé íåñìåùåííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñòàòèñòèêà θ̂n íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ, åñëè lim
n→∞

M(θ̂n) = θ.

Îñíîâíûì òðåáîâàíèåì ê òî÷å÷íîé îöåíêå ïàðàìåòðà, ÿâëÿåòñÿ ñîñòî-
ÿòåëüíîñòü, ò. å. ïðèáëèæåíèå (ñõîäèìîñòü) ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ ïàðà-
ìåòðà ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè n.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ñòàòèñòèêà θ̂n íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé

îöåíêîé ïàðàìåòðà θ, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí θ̂n

ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ÷èñëó θ ïðè n →∞.

(Îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ïðèâîäèëîñü â 1.1.)
Äîêàçàííîå â 1.1 íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà äëÿ ïîëîæèòåëüíîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ïîçâîëÿåò ïðè ëþáîì ε > 0 ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

P (|θ̂n − θ| > ε) = P ((θ̂n − θ)2 > ε2) ≤ M(θ̂n − θ)2

ε2 .

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ lim

n→∞
M(θ̂n − θ)2 = 0. Äëÿ íåñìåùåííîé îöåíêè ïàðà-

ìåòðà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äèñïåðñèè, M(θ̂n−θ)2 = D(θ̂n), à äëÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè íåñìåùåííîé lim

n→∞
(M(θ̂n−θ)2−D(θ̂n)) = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè ñòàòèñòèêà θ̂n ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íå-

ñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ è lim
n→∞

D(θ̂n) = 0, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñî-

ñòîÿòåëüíîé îöåíêîé θ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà â âèäå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà
íåîáõîäèìî õîòÿ áû ïðèáëèçèòåëüíî çíàòü âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷å÷íîé îöåíêè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòî ðàñïðåäåëåíèå
îêàçûâàåòñÿ áëèçêèì ê íîðìàëüíîìó.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Îöåíêà ïàðàìåòðà θ̂n íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷å-

ñêè íîðìàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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cn, ÷òî ∀x lim
n→∞

P (cn(θ̂n − M(θ̂n)) < x) = Φ(x), ãäå Φ(x) � ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà N(0, 1).

Èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû, ñôîðìóëèðîâàííîé â 1.1, âûòå-
êàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.2. Ëþáàÿ òî÷å÷íàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ̂n, ïðåäñòàâèìàÿ

â âèäå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îäè-

íàêîâûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè è êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè, ÿâëÿåòñÿ àñèìï-

òîòè÷åñêè íîðìàëüíîé.

Â êà÷åñòâå òèïè÷íîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÍÑÂ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÍÑÂ ξ èìååò êîíå÷íîå
(íåèçâåñòíîå) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M(ξ) = θ. Äëÿ îöåíèâàíèÿ ýòîãî
ïàðàìåòðà îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñòàòèñòèêà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñðåä-
íåå àðèôìåòè÷åñêîå ýëåìåíòîâ âûáîðêè:

θ̂(X1, X2, ..., Xn) = X =
1

n

n∑
i=1

Xi.

Èç ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

M(X) =
1

n

n∑
i=1

M(Xi) = M(ξ),

ò. å. äàííàÿ ñòàòèñòèêà ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ. Ñôîðìóëèðîâàííûé â 1.1 çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ôàêòè÷åñêè óò-
âåðæäàåò, ÷òî äàííàÿ ñòàòèñòèêà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñóùåñòâîâà-
íèè ó ÍÑÂ êîíå÷íîé äèñïåðñèè ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîð-
ìàëüíîé.

×àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ. Ïóñòü ïðîâî-
äèòñÿ n îäèíàêîâûõ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåòîâ, â ðåçóëüòàòå êàæäîãî èç
êîòîðûõ ìîæåò íàñòóïèòü èëè íå íàñòóïèòü íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå ñîáû-
òèå A. Åñëè çàôèêñèðîâàòü èñõîäû âñåõ ýêñïåðèìåíòîâ, çàïèñûâàÿ 1 ïðè
íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîëó÷èòñÿ âûáîðêà îáúå-
ìà n, ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé è åäèíèö. Ýòà âûáîðêà ÿâëÿåòñÿ âûáîðêîé èç
ðàñïðåäåëåíèÿ äâóòî÷å÷íîé ÍÑÂ ξ, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå 1 ñ âåðîÿò-
íîñòüþ p = P (A) è 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ýòîé ÍÑÂ M(ξ) = 0(1 − p) + 1p = p. Êàê áûëî òîëüêî ÷òî ïîêàçàíî,
íåñìåùåííîé ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ýòîãî ïàðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà

p̂ =
1

n

n∑
i=1

Xi =
m(A)

n
, ãäå m(A) � êîëè÷åñòâî åäèíèö â âûáîðêå � ôàêòè-
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÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî íàñòóïëåíèé ñîáûòèÿ A â ñåðèè èç n íåçà-
âèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ñòàòèñòèêó p̂ åñòåñòâåííî íàçâàòü îòíîñèòåëüíîé
÷àñòîòîé ñîáûòèÿ A. Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ñîáûòèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ íåñìåùåííîé ñîñòîÿòåëüíîé è àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé îöåíêîé
åãî âåðîÿòíîñòè.

2.2. Ìåòîä âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ. Îöåíêà äèñïåðñèè

Â 1.3 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è
ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà Ãëèâåíêî�Êàíòåëëè î ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ê èñòèííîé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ïîñêîëüêó èç ñõî-
äèìîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, ïðîñòûì
ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ãëèâåíêî�Êàíòåëëè, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Òåîðåìà 2.3. Ïðè ∀ t çíà÷åíèå âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(t) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé çíà÷åíèÿ èñòèííîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Fξ(t).

Ýòó òåîðåìó íåñëîæíî òàêæå äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî çàìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèå âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(t)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ (ξ < t)
è ïîýòîìó, êàê áûëî ïîêàçàíî â 2.1, ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé ñîñòîÿòåëüíîé
îöåíêîé äëÿ P (ξ < t) = Fξ(t).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îöåíèâàåìûé ïàðàìåòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íà÷àëüíûé èëè öåíòðàëüíûé ìîìåíò ÍÑÂ. Èñõîäÿ èç ïîñëåäíåé òåîðå-
ìû, äëÿ îöåíèâàíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêó,
ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò âûáîðî÷íîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âûáîðî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êàæäîìó çíà÷å-

íèþ ýëåìåíòà âûáîðêè ïðèïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü
1

n
, ïîýòîìó íà÷àëüíûå

ìîìåíòû âûáîðî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

α̂k =
1

n

n∑
i=1

Xk
i ,

à öåíòðàëüíûå ìîìåíòû âûáîðî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

µ̂k =
1

n

n∑
i=1

(Xi − α̂1)
k.

Ýòè ñòàòèñòèêè íàçûâàþòñÿ âûáîðî÷íûìè ìîìåíòàìè ÍÑÂ.
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Â ÷àñòíîñòè, âûáîðî÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé

α̂1 =
1

n

n∑
i=1

Xi = X.

Ýòà ñòàòèñòèêà, êàê áûëî ïîêàçàíî â 2.1, ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé íåñìå-
ùåííîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ M(ξ) = α1. Åñëè àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì ïðèìåíèòü çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξk, à
òàêæå òåîðåìó 2.2, òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.4. Åñëè ÍÑÂ ξ èìååò êîíå÷íûé ìîìåíò αk = M(ξk), òî
ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëüíûé âûáîðî÷íûé ìîìåíò α̂k ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿ-

òåëüíîé íåñìåùåííîé îöåíêîé ýòîãî ïàðàìåòðà. Ïðè ñóùåñòâîâàíèè ìî-

ìåíòà α2k = M(ξ2k) ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé.

Ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñ âûáîðî÷íûìè öåíòðàëüíûìè ìîìåíòàìè. Âòî-
ðîé âûáîðî÷íûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò (èëè âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ) îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

S2 = µ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ýòà ñòàòèñòèêà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé
äèñïåðñèè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþ-
ùèå 2 ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè, êîòîðûå íåòðóäíî ïîëó÷èòü
íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ýòîé ñõîäèìîñòè, ïðèâåäåííîãî â 1.1.

1) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn è ηn ñõîäÿòñÿ ïî
âåðîÿòíîñòè ê ÷èñëàì a è b, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn − ηn) ñõîäèòñÿ ïî
âåðîÿòíîñòè ê ÷èñëó (a− b).

2) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn ñõîäèòñÿ ïî âåðî-
ÿòíîñòè ê íóëþ, òî ∀ k > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξk

n ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè
ê íóëþ.

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζn èìååò âûáîðî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå, ïî-
ñòðîåííîå ïî âûáîðêå îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì m è äèñïåðñèåé σ2. Òîãäà ïî ñâîéñòâàì äèñïåðñèè

S2 = D(ζn) = M(ζn −m)2 − (M(ζn −m))2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −m)2 − (X −m)2.

Ïåðâîå âûðàæåíèå èç ïîëó÷èâøåéñÿ ðàçíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí (Xi −m)2 è, ñîãëàñíî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë, ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè
ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ýòèõ âåëè÷èí, ò. å. ê σ2. Äàëåå, ñîãëàñíî çà-
êîíó áîëüøèõ ÷èñåë, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê m,
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ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâàì 1 � 2, (X − m)2 ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê
íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ïî ñâîéñòâó 1, S2 ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê σ2, ò. å.
ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äèñïåðñèè.

Âìåñòå ñ òåì ñòàòèñòèêà S2 íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé äèñïåð-
ñèè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäñòàâèòü ýòó ñòàòèñòèêó â âèäå ðàçíîñòè äâóõ
âûðàæåíèé, òàê æå êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñîñòîÿòåëüíîñòè, òî ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ïåðâîãî âûðàæåíèÿ, î÷åâèäíî, ðàâíî σ2. Ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå âòîðîãî âûðàæåíèÿ ïî ñâîéñòâàì äèñïåðñèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

M(X −m)2 = D(X) =
1

n2

n∑
i=1

D(Xi) =
σ2

n
.

Òàêèì îáðàçîì,

M(S2) =

(
1− 1

n

)
σ2,

è ñòàòèñòèêà S2 íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé äèñïåðñèè. Âñå æå îíà
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé îöåíêîé, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü 1− 1

n
ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè n →∞.

Ïðè óìíîæåíèè ñòàòèñòèêè S2 íà âåëè÷èíó, îáðàòíóþ ìíîæèòåëþ 1−
−1

n
, ïîëó÷èòñÿ íåñìåùåííàÿ ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà äèñïåðñèè

S
2

=
n

n− 1
S2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2.

Ýòî ñëåäóåò èç íåñëîæíî ïðîâåðÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ, ÷òî óìíîæåíèå ñî-
ñòîÿòåëüíîé îöåíêè íà ñòðåìÿùååñÿ ê åäèíèöå ÷èñëîâîå âûðàæåíèå íå
íàðóøàåò ñâîéñòâà ñîñòîÿòåëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.5. Åñëè ÍÑÂ ξ èìååò êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ, òî ñòàòè-

ñòèêà S
2

=
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2 ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé íåñìåùåííîé

îöåíêîé ýòîé äèñïåðñèè.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îáñòîèò äåëî ñ öåíòðàëüíûìè ìîìåíòàìè áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå îáùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.6. Åñëè ÍÑÂ ξ èìååò êîíå÷íûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò

µk, òî ñîîòâåòñòâóþùèé öåíòðàëüíûé âûáîðî÷íûé ìîìåíò µ̂k ÿâëÿ-

åòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé îöåíêîé ýòîãî ïàðà-

ìåòðà.
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×òî êàñàåòñÿ íåñìåùåííûõ ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ,
òî îíè, êàê è â ñëó÷àå äèñïåðñèè, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ
âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ ââåäåíèåì íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïîïðàâîê.

2.3. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî ÍÑÂ èìååò ðàñïðåäåëåíèå, ïðèíàäëåæà-
ùåå íåêîòîðîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé, ò. å. ðàñïðå-
äåëåíèå ÍÑÂ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì íåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî
èëè âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ, êîòîðûé òðåáóåòñÿ îöåíèòü. Â ÷àñòíîñòè, ìî-
æåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ÍÑÂ ξ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì è
îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè P (ξ = ti) = p(ti, θ). Òîãäà, ïîñêîëüêó ýëå-
ìåíòû âûáîðêè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ
îäíèì è òåì æå ðàñïðåäåëåíèåì, çàâèñÿùàÿ îò θ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå
ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïðèìóò çàäàííûå çíà÷åíèÿ, áóäåò ðàâíà:

P (X1 = t1, X2 = t2, ..., Xn = tn; θ) = p(t1, θ)p(t2, θ) · · · p(tn, θ).

Åñëè ïîäñòàâèòü â ýòî âûðàæåíèå â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ti ñàìè ýëåìåí-
òû âûáîðêè, òî ïðè èñòèííîì çíà÷åíèè θ ïîëó÷èâøååñÿ çíà÷åíèå áóäåò ïî
ìåíüøåé ìåðå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì (ýëåìåíòû âûáîðêè íå ìîãóò ïðè-
íèìàòü íåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé). Êðîìå òîãî, ñðàâíèòåëüíî áîëüøèå çíà-
÷åíèÿ êàæäîãî ñîìíîæèòåëÿ, à çíà÷èò, è âñåãî ïðîèçâåäåíèÿ, áóäóò áî-
ëåå âåðîÿòíû, ÷åì ìàëûå. Ýòî äàåò îñíîâàíèå èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå òî-
÷å÷íîé îöåíêè íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà òî çíà÷åíèå θ, ïðè êîòîðîì äàí-
íîå ïðîèçâåäåíèå ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, ò. å. ñòàòèñòèêó θ̂n =
= θ̂(x1, x2, ..., xn), ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè

Ln(θ) = p(X1, θ)p(X2, θ) · · · p(Xn, θ).

Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè, à ñàìà ñòàòè-
ñòèêà íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïîñêîëüêó ìàê-
ñèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå áîëüøîãî ÷èñëà
ñîìíîæèòåëåé, îáû÷íî áûâàåò óäîáíåå èñêàòü ìàêñèìóì íå ñàìîé ôóíê-
öèè, à åå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà. Íà ðåçóëüòàò òàêàÿ çàìåíà íå ïîâëèÿåò,
ïîñêîëüêó ñàìà ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà, à íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì ÿâëÿåò-
ñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé ïðè ïîëîæèòåëüíûõ
çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà.

Ïðîñòûì ïðèìåðîì îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â äèñêðåò-
íîì ñëó÷àå ìîæåò ñëóæèòü îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ (ñì.
2.1). Âûáîðêà, ñôîðìèðîâàííàÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé ñòàòèñòèêè, ñîîòâåò-
ñòâóåò ñåìåéñòâó äâóòî÷å÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñîñðåäîòî÷åííûõ â òî÷êàõ
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0 è 1, ãäå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà θ áåðåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÍÑÂ ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèå 1, êîòîðàÿ êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ îöåíèâàåìîé âåðîÿòíîñòüþ
ñîáûòèÿ. Åñëè â ñåðèè èç n ýêñïåðèìåòîâ ñîáûòèå íàñòóïèëî ðîâíî m ðàç,
òî âûáîðêà ñîäåðæèò ðîâíî m åäèíèö, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòü
θ, è n−m íóëåé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòü (1− θ). Òàêèì îáðà-
çîì, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

Ln(θ) = θm(1− θ)n−m,

ñîîòâåòñòâåííî

ln(Ln(θ)) = m ln(θ) + (n−m) ln(1− θ).

Ïîëó÷èâøàÿñÿ íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå (0, 1) ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê −∞
íà êðàÿõ ýòîãî èíòåðâàëà è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíà èìåòü òî÷êó ìàêñèìó-
ìà âíóòðè èíòåðâàëà, ãäå åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 0. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà
ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

m

θ
− n−m

1− θ
= 0.

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ θ̂n =
m

n
ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ìàêñè-

ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ. Îíî ñîâïàäàåò ñ îöåí-
êîé, ïîëó÷åííîé â 2.1.

Åùå îäíèì ïðèìåðîì îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â äèñ-
êðåòíîì ñëó÷àå ìîæåò ñëóæèòü îöåíêà ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññî-
íà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, ÿâëÿåòñÿ
äèñêðåòíîé, îíà ìîæåò ïðèíèìàòü âñå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñ
âåðîÿòíîñòÿìè

P (ξ = k) =
λk

k!
e−λ (k = 0, 1, 2, ...),

â ÷àñòíîñòè, P (ξ = 0) = e−λ. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü ïî âûáîðêå ïàðàìåòð
λ > 0.

Â ýòîé çàäà÷å ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

Ln(λ) =
λX1

X1!
e−λ
λX2

X2!
e−λ...

λXn

Xn!
e−λ,

ñîîòâåòñòâåííî

ln Ln(λ) = ln(λ)
n∑

i=1

Xi − nλ−
n∑

i=1

ln(Xi!).

Ïîëó÷èâøàÿñÿ íåïðåðûâíàÿ íà (0, +∞)ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê−∞ íà êðàÿõ
ýòîãî èíòåðâàëà è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíà èìåòü òî÷êó ìàêñèìóìà âíóòðè
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èíòåðâàëà, ãäå åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 0. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà ìàêñèìóìà
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

1

λ

n∑
i=1

Xi − n = 0.

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ λ̂n =
1

n

n∑
i=1

Xi = X ÿâëÿåòñÿ îöåí-

êîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðà λ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà M(ξ) = λ. Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå
ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ X ÿâëÿåòñÿ
îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü äðóãîé âàðèàíò îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ÍÑÂ ξ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì
c ôóíêöèåé ïëîòíîñòè f(t, θ). Òîãäà ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
âñåõ ýëåìåíòîâ âûáîðêè

f(t1, t2, ..., tn, θ) = f(t1, θ)f(t2, θ) · · · f(tn, θ).

Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêèX1, X2, ..., Xn îïðåäåëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå
êàê

Ln(θ) = f(X1, θ)f(X2, θ) · · · f(Xn, θ),

ñîîòâåòñòâåííî îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òî÷êó ìàêñèìóìà ýòîé ôóíêöèè.

Ïóñòü, íàïðèìåð, èçâåñòíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ÍÑÂ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íûì. Òîãäà îíî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè � ìàòåìàòè-
÷åñêèì îæèäàíèåì m è äèñïåðñèåé σ2. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ îöåíêè
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà, ñîñòîÿùåãî èç
ýòèõ ïàðàìåòðîâ:

Θ = (θ1, θ2)
T = (m,σ2)T .

Ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

f(t,Θ) =
1√

2πθ2
exp

{
−1

2

(t− θ1)
2

θ2

}
.

Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîèçâåäåíèå òàêèõ ïëîòíîñòåé â òî÷êàõ ýëåìåíòîâ âû-
áîðêè

Ln(Θ) =
1

(2πθ2)n/2 exp

{
−1

2

n∑
i=1

(Xi − θ1)
2

θ2

}
.

Íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì ýòîãî âûðàæåíèÿ

ψ(θ1, θ2) = ln Ln(Θ) = −n

2
(ln(2π) + ln θ2)−

1

2θ2

n∑
i=1

(Xi − θ1)
2.
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Ïîëó÷èâøàÿñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðè θ1 → ±∞,
θ2 →∞ è θ2 → 0, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíà èìåòü òî÷êó ìàêñèìóìà âíóòðè
îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé, ãäå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû 0. Òàêèì
îáðàçîì, òî÷êà ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂ψ

∂θ1
=

1

θ2

n∑
i=1

(Xi − θ1) = 0,

∂ψ

∂θ2
= − n

2θ2
+

1

2θ2
2

n∑
i=1

(Xi − θ1)
2 = 0.

Ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû äàåò ñòàòèñòèêó äëÿ îöåíèâàíèÿ
ïåðâîãî ïàðàìåòðà

θ̂1 =
1

n

n∑
i=1

Xi = X.

Åñëè ïîäñòàâèòü ýòî ðåøåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå, òî èç íåãî ïîëó÷èòñÿ
ñòàòèñòèêà äëÿ îöåíèâàíèÿ âòîðîãî ïàðàìåòðà

θ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 = S2.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ
òðåáóåìîé îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Èòàê, îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (m,σ2)T ÿâëÿåòñÿ îöåíêà, ñîñòîÿùàÿ èç ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ:

Θ̂ = (X, S2)T .

Çàäà÷à äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîñòðîèòü îöåíêó ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðà λ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, ò. å. äëÿ ñîñðåäîòî÷åííîãî íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè (t ≥ 0) àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ f(t, λ) = λ exp {−λt},
ãäå λ > 0.

2.4. Íåðàâåíñòâî Ðàî�Êðàìåðà. Óñëîâèå ýôôåêòèâíîñòè
îöåíêè

Êàê è â 2.3, áóäåò îöåíèâàòüñÿ ïàðàìåòð θ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèíàäëå-
æàùèé íåêîòîðîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó, ïðè÷åì áóäåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ òîëüêî ñëó÷àé ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ p(t, θ) ïðè êàæäîì çíà÷åíèè θ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ðàñïðåäåëåíèåì ÍÑÂ ξ è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ðàâíà çàâèñÿùåé
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îò θ âåðîÿòíîñòè P (ξ = t, θ), à â ñëó÷àå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ðàâíà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ f(t, θ). Òîãäà ââåäåííàÿ â 2.3
ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè â ëþáîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå

Ln(θ) = p(X1, θ)p(X2, θ) · · · p(Xn, θ).

Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ p(t, θ) äèôôåðåíöèðó-
åìà ïî ïåðåìåííîé θ, ìîæíî ââåñòè âåëè÷èíó, êîòîðàÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ
êàê êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðå θ, ñîäåðæàùååñÿ â âûáîðêå.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ôóíêöèÿ îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà

In(θ) = M

(
∂ ln Ln(θ)

∂θ

)2

íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâîì èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðå θ, ñîäåðæàùèìñÿ â

âûáîðêå X1, X2, ..., Xn, èëè èíôîðìàöèîííûì êîëè÷åñòâîì Ôèøåðà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ In(θ) ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

ψ(ξ) =
∂ ln p(ξ, θ)

∂θ
=

1

p(ξ, θ)

∂p(ξ, θ)

∂θ
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò íóëåâîå ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå. Äåéñòâèòåëüíî, â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, êîãäà ξ ìîæåò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ t1, ..., tm,

M(ψ(ξ)) =
m∑

i=1

1

p(ti, θ)

∂p(ti, θ)

∂θ
p(ti, θ) =

∂

∂θ

m∑
i=1

p(ti, θ) =
∂

∂θ
1 = 0.

Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ìîæíî ñäåëàòü àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàìå-
íèâ ñóììó íà èíòåãðàë è èñïîëüçîâàâ èçìåíåíèå ïîðÿäêà îïåðàöèé èíòå-
ãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó. (Ýòî èçìåíåíèå ïîðÿäêà
äîïóñòèìî ïðè îïðåäåëåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèþ
p(t, θ), êîòîðûå çäåñü áóäóò ñ÷èòàòüñÿ âûïîëíåííûìè.)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ëîãàðèôìà, èíôîðìàöèîííîå êîëè÷åñòâî Ôèøåðà
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

In(θ) = M

(
n∑

i=1

∂ ln p(Xi, θ)

∂θ

)2

= M

(
n∑

i=1

ψ(Xi)

)2

.

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ψ(Xi), îïðåäåëÿåìûå ðàçíûìè ýëåìåíòà-
ìè âûáîðêè, ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè c íóëåâûìè
ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè,

In(θ) = D

(
n∑

i=1

ψ(Xi)

)
=

n∑
i=1

D(ψ(Xi)) = nD(ψ(ξ)).
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ââåñòè âåëè÷èíó

I1(θ) = M

(
∂ ln p(ξ, θ)

∂θ

)2

= D(ψ(ξ)),

êîòîðóþ ïî àíàëîãèè ñ In(θ) ñëåäóåò íàçâàòü êîëè÷åñòâîì èíôîðìàöèè î
ïàðàìåòðå θ, ñîäåðæàùèìñÿ â îäíîì ýëåìåíòå âûáîðêè, òî ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî In(θ) = nI1(θ). Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ
êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, îáëàäàåò åñòåñòâåííûì ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè:
êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðå, ñîäåðæàùååñÿ â âûáîðêå, ñêëàäûâà-
åòñÿ èç êîëè÷åñòâ èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùèõñÿ â êàæäîì åå ýëåìåíòå.

Èòàê, ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè, ñ îäíîé ñòîðîíû, óâåëè÷èâà-
åòñÿ êîëè÷åñòâî ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè îá îöåíèâàåìîì ïàðàìåòðå, à ñ
äðóãîé � äîëæíî ïîâûøàòüñÿ êà÷åñòâî ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè ïàðàìåòðà,
ò. å. óìåíüøàòüñÿ åå äèñïåðñèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ýòè äâå âåëè÷èíû ìîãóò áûòü
ñâÿçàíû ïðîñòûì íåðàâåíñòâîì, îïðåäåëÿþùèì íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ äèñ-
ïåðñèè íåñìåùåííîé îöåíêè. Ýòî íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

Ðàî�Êðàìåðà, ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü θ̂n � ïðîèçâîëüíàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðà-

ìåòðà θ. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèþ p(t, θ) ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

D(θ̂n) ≥
1

In(θ)
.

Óïîìÿíóòûå çäåñü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ p(t, θ) äîëæ-
íû ïîçâîëÿòü èçìåíÿòü ïîðÿäîê îïåðàöèé èíòåãðèðîâàíèÿ (ñóììèðîâàíèÿ)
è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó θ â ÿâíî âûïèñàííîì âûðàæåíèè äëÿ
In(θ).

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Ðàî�Êðàìåðà îñíîâûâàåòñÿ íà èçâåñòíîì
íåðàâåíñòâå Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Åñëè â íåêîòîðîì ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ââåäåíû ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ (x, y), èìåþùåå îïðåäå-
ëåííûé ñòàíäàðòíûé íàáîð ñâîéñòâ, è íîðìà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì
||x||2 = (x, x), òî (x, y)2 ≤ ||x||2||y||2. Ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåí-
ñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíò y ïîëó÷àåòñÿ èç x óìíîæåíèåì
íà ÷èñëî.

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå m-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rm íåðàâåí-
ñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåðàâåíñòâî äëÿ ñóìì:(

m∑
j=1

ajbj

)2

≤
m∑

j=1

a2
j

m∑
j=1

b2
j .
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Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé L2(G) (ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, äëÿ êî-
òîðûõ ñóùåñòâóåò èíòåãðàë îò èõ êâàäðàòà ïî îáëàñòè G), ãäå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ââîäèòñÿ êàê èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, ïîëó÷àåòñÿ
íåðàâåíñòâî äëÿ èíòåãðàëîâ∫

G

f(x)g(x)dx

2

≤
∫
G

f 2(x)dx

∫
G

g2(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Ðàî�Êðàìåðà. Äîêàçàòåëüñòâî
áóäåò ïðîâîäèòüñÿ äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, íå òðåáóþùåãî íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-
íè÷åíèé íà ôóíêöèþ p(t, θ), êðîìå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî θ. Â ñëó÷àå
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò òî÷íî
òàê æå ñ çàìåíîé âñåõ ñóìì íà èíòåãðàëû. Â äàëüíåéøèõ âûêëàäêàõ çíàê∑

áóäåò îçíà÷àòü ñóììèðîâàíèå ïî n ïåðåìåííûì t1, t2, ..., tn, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîé ÍÑÂ. Àíàëîã
ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ Ln(θ), ãäå ýëåìåíòû âûáîðêè çàìåíåíû íà çàäàí-
íûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ t1, ..., tn, áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê Ln(t1, ..., tn, θ).
Íàïîìíèì, ÷òî â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ýòà âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýëåìåíòû âûáîðêè ïðèìóò çàäàííûå çíà÷åíèÿ.

Åñëè ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî θ î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî∑
Ln(t1, ..., tn, θ) = 1,

òî ïîëó÷èòñÿ ∑(
∂Ln(t1, ..., tn, θ)

∂θ

)
= 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ íåñìåùåííîé îöåíêè

M(θ̂n) =
∑

(θ̂(t1, ..., tn)Ln(t1, ..., tn, θ)) = θ.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî θ, ïîëó÷èì∑(
θ̂(t1, ..., tn)

∂Ln(t1, ..., tn, θ)

∂θ

)
= 1.

Èç ïîëó÷èâøèõñÿ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî∑(
(θ̂(t1, ..., tn)− θ)

∂Ln(t1, ..., tn, θ)

∂θ

)
= 1.

Åñëè óìíîæèòü è ïîäåëèòü âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ñóììû â ïîñëåäíåì ðà-
âåíñòâå íà Ln(t1, ..., tn, θ), òî ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∑

(θ̂(t1, ..., tn)− θ)
√

Ln(t1, ..., tn, θ)
∂ ln Ln(t1, ..., tn, θ)

∂θ
×

30



×
√

Ln(t1, ..., tn, θ) = 1.

Åñëè îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà âîçâåñòè â êâàäðàò è ïðèìåíèòü íåðàâåí-
ñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èòñÿ

1 ≤
∑

(θ̂(t1, ..., tn)− θ)2Ln(t1, ..., tn, θ)
∑(

∂ ln Ln(t1, ..., tn, θ)

∂θ

)2

×

×Ln (t1, ..., tn, θ) = D(θ̂n)In(θ),

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Ðàî�Êðàìåðà.
Åñëè â íåðàâåíñòâå Ðàî�Êðàìåðà ïðè âñåõ θ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî,

òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíà è, ñî-
îòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé. Â íåðàâåíñòâå Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî
ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 2 âåêòîðà (ôóíêöèè) îò-
ëè÷àþòñÿ òîëüêî ÷èñëîâûì ìíîæèòåëåì. Èç ïðîâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà
âèäíî, ÷òî ýòî óñëîâèå, îáðàùàþùåå íåðàâåíñòâî Ðàî�Êðàìåðà â ðàâåí-
ñòâî, âûïîëíÿòñÿ, åñëè ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

∂ ln Ln(t1, ..., tn, θ)

∂θ
= A(θ)(θ̂(t1, ..., tn)− θ),

ãäå ôóíêöèÿ A(θ) çàâèñèò òîëüêî îò θ. Åñëè â ýòîì òîæäåñòâå ïîäñòàâèòü
âìåñòî àðãóìåíòîâ ýëåìåíòû âûáîðêè, âîçâåñòè îáå ÷àñòè â êâàäðàò è âçÿòü
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, òî ïîëó÷èòñÿ ðàâåíñòâî In(θ) = A2(θ)D(θ̂n).
Äàëåå, åñëè èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî Ðàî�Êðàìåðà, êîòîðîå â äàííîì ñëó-

÷àå ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, ïîëó÷èòñÿ D(θ̂n) =
1

|A(θ)|
.

Ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü ëåâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà â áîëåå
óäîáíîì âèäå, ïðåäñòàâèâ ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ
â âèäå ñóììû ëîãàðèôìîâ. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Òåîðåìà 2.8. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé íåñìåùåííîé îöåíêè ïàðàìåòðà

θ̂n = θ̂(X1, X2, ..., Xn) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ A(θ), ÷òî

n∑
i=1

∂ ln p(Xi, θ)

∂θ
= A(θ)(θ̂n − θ),

òî ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé, ïðè÷åì åå äèñïåðñèÿ D(θ̂n) =

=
1

|A(θ)|
.

Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ ïàðàìåòðà θ ñóùåñòâóåò ýôôåê-
òèâíàÿ îöåíêà, òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ ýòîé îöåíêîé.
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Ïðèìåð. Ïóñòü ÍÑÂ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ èçâåñòíîé
äèñïåðñèåé σ2 è íåèçâåñòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì θ. Ðàíåå áû-
ëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñîñòîÿòåëüíîé íåñìåùåííîé îöåíêîé ýòîãî ïàðàìåòðà
ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ýëåìåíòîâ âûáîðêè X. Ïîêàæåì, ÷òî â
äàííîì ñëó÷àå ýòà òî÷å÷íàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ýôôåêòèâíîé.

Çäåñü ôóíêöèÿ p(t, θ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

p(t, θ) =
1√
2πσ

exp

{
−1

2

(t− θ)2

σ2

}
.

Ñîîòâåòñòâåííî,

ln p(Xi, θ) = − ln(
√

2πσ)− (Xi − θ)2

2σ2 ,

ñëåäîâàòåëüíî,

n∑
i=1

∂ ln p(Xi, θ)

∂θ
=

n∑
i=1

Xi − θ
σ2 =

1

σ2

(
n∑

i=1

Xi − nθ

)
=

n

σ2 (X − θ).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåñìåùåííîé îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ X

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû 2.8, ãäå A(θ) =
n

σ2 , ñëåäîâàòåëüíî, äàí-

íàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé. Èíôîðìàöèîííîå êîëè÷åñòâî Ôèøåðà

In(θ) = |A(θ)| =
n

σ2 , ñîîòâåòñòâåííî D(X) =
σ2

n
. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

íåòðóäíî òàêæå ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, èñõîäÿ èç ñâîéñòâ äèñïåðñèè.

2.5. Ñëó÷àé íåîäíîðîäíîé âûáîðêè. Ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå âûáîðêè â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå: ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð èç n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí Xi íå îáÿçàòåëüíî ñ îäèíàêîâûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, êîòîðûå ñâÿçàíû
òîëüêî îáùèìè îöåíèâàåìûìè ïàðàìåòðàìè.

Ïóñòü, íàïðèìåð, îäíà è òà æå íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà θ èçìåðÿåòñÿ n
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäîå èçìåðåíèå (ýëåìåíò
íåîäíîðîäíîé âûáîðêè) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Xi = θ + ξi, ãäå ξi �
íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, M(ξi) = 0, D(ξi) = σ2

i . Òðåáóåòñÿ ïî-
ñòðîèòü ëèíåéíóþ íåñìåùåííóþ îöåíêó θ̂n âåëè÷èíû θ, ìèíèìèçèðóþùóþ
M(θ̂n − θ)2. Ëèíåéíîñòü îöåíêè îçíà÷àåò, ÷òî ñòàòèñòèêà ñòðîèòñÿ â âèäå

θ̂n =
n∑

i=1

ciXi, ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó M(Xi) = θ, óñëîâèå íåñìåùåííîñòè
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òðåáóåò âûïîëíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ
n∑

i=1

ci = 1.

Èòàê, òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìóì ïî c = (c1, c2, ..., cn)
T (ïðè äîïîëíè-

òåëüíîì óñëîâèè
n∑

i=1

ci = 1) ôóíêöèè

ϕ(c) = M

(
n∑

i=1

ciXi − θ

)2

= M

(
n∑

i=1

ciXi − θ
n∑

i=1

ci

)2

=

= M

(
n∑

i=1

ci(Xi − θ)

)2

= M

(
n∑

i=1

ciξi

)2

.

Ïîñêîëüêó ξi ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íó-
ëåâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè,

ϕ(c) = D

(
n∑

i=1

ciξi

)
=

n∑
i=1

c2
iσ

2
i .

Óñëîâèå
n∑

i=1

ci = 1 ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç ïîëó÷èâøåãîñÿ âûðàæåíèÿ ïî-

ñëåäíþþ ïåðåìåííóþ cn. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ïî ci âû-
ðàæåíèå

n−1∑
i=1

c2
iσ

2
i +

(
1−

n−1∑
i=1

ci

)2

σ2
n.

Äàííîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, ôàêòè÷åñêè îíî ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó è ïîýòîìó
èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîé òî÷êè íóæíî
ïðèðàâíÿòü ê íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî âñåì ci. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

2ciσ
2
i − 2

(
1−

n−1∑
j=1

cj

)
σ2

n = 0 (i = 1, ..., n− 1),

èëè
ciσ

2
i = cnσ

2
n = b,

ãäå b � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò i.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èâøèåñÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îáðàòíî ïðî-

ïîðöèîíàëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì äèñïåðñèÿì ci =
b

σ2
i

. Ïðè ýòîì èç óñëîâèÿ
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n∑
i=1

ci = 1 ñëåäóåò, ÷òî

b =
1

n∑
i=1

1

σ2
i

.

Èòàê, òðåáóåìàÿ ëèíåéíàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà èìååò âèä

θ̂n =

n∑
i=1

Xi

σ2
i

n∑
i=1

1

σ2
i

.

(Â ñëó÷àå îäèíàêîâûõ äèñïåðñèé σ2
i ýòà ñòàòèñòèêà ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷å-

ñêîé ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ � ñðåäíèì àðèô-
ìåòè÷åñêèì X.)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà æå ñòàòèñòèêà ïîëó÷àåòñÿ êàê òî÷êà ìè-
íèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ íîðìèðîâàííûõ îòêëîíåíèé ýëåìåíòîâ âûáîðêè

îò îöåíèâàåìîé âåëè÷èíû
n∑

i=1

(
Xi − θ
σi

)2

. Òàêèì îáðàçîì, îíà ÿâëÿåòñÿ

òàêæå îöåíêîé ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ).
Â áîëåå îáùåì âèäå çàäà÷à, ðåøàåìàÿ ÌÍÊ, ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Θ = (θ1, θ2, ..., θm)T � îöåíèâàåìûé âåêòîð ïà-
ðàìåòðîâ, à ýëåìåíòû íåîäíîðîäíîé âûáîðêè (èçìåðåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-
íûìè ôóíêöèÿìè Θ, íà êîòîðûå íàêëàäûâàþòñÿ íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
îøèáêè:

Xi =
m∑

j=1

bijθj + ξi,

ãäå M(ξi) = 0 è D(ξi) = σ2
i . Îöåíêà âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà Θ ïî ÌÍÊ

ïîëó÷àåòñÿ ìèíèìèçàöèåé ñóììû êâàäðàòîâ íîðìèðîâàííûõ íåâÿçîê èç-
ìåðåíèé

ϕ(Θ) =
n∑

i=1


Xi −

m∑
j=1

bijθj

σi


2

.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ê ìèíèìèçàöèè òîé æå ôóíêöèè ϕ(Θ) ñâîäèò-
ñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ äëÿ Θ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, åñëè
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äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñëó÷àéíûå îøèáêè èìåþò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà ϕ(Θ) íóæíî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ
âñå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

∂ϕ(Θ)

∂θk
=

n∑
i=1

2

(
Xi −

m∑
j=1

bijθj

)
σ2

i

(−bik) (k = 1, ...,m).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

m∑
j=1

(
n∑

i=1

bijbik

σ2
i

)
θj =

n∑
i=1

bikXi

σ2
i

(k = 1, ...,m).

Åñëè ââåñòè ìàòðèöó H ðàçìåðà n × m ñ ýëåìåíòàìè hij =
bij

σi
è âåêòîð

íîðìèðîâàííûõ èçìåðåíèé Z ñ ýëåìåíòàìè zi =
Xi

σi
, òî ïîëó÷èâøóþñÿ

ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(HTH)Θ = HTZ .

Ýòà ñèñòåìà íîñèò íàçâàíèå íîðìàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÍÊ. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ñîäåðæèò m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê,
ìàòðèöà HTH áóäåò íåâûðîæäåííîé è äàííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå è äàåò îöåíêó ÌÍÊ äëÿ Θ.
Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà ÌÍÊ

Θ̂n = (HTH)−1HTZ .

Íåòðóäíî òàêæå íàéòè êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îöåíêè ÌÍÊ. Â ñè-
ëó íåçàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ âûáîðêè âåêòîð íîðìèðîâàííûõ èçìåðåíèé Z
èìååò åäèíè÷íóþ êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó I. Èç ñâîéñòâ êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöû, ñôîðìóëèðîâàííûõ â 1.1, ñëåäóåò, ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà
îöåíêè Θ̂n ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

R=(HTH)−1HT I((HTH)−1HT )T =(HTH)−1HTH((HTH)−1)T =(HTH)−1,

ïîñêîëüêó ìàòðèöà HTH è, ñîîòâåòñòâåííî, (HTH)−1 î÷åâèäíî ÿâëÿþòñÿ
ñèììåòðè÷íûìè.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ îöåíêà ÌÍÊ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåí-
íîé. Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé ìîäåëè èçìåðåíèé ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êàæ-

äîãî èçìåðåíèÿ M(Xi) =
m∑

j=1

bijθj, ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû
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íîðìèðîâàííîãî âåêòîðà èçìåðåíèé

M(zi) =
M(Xi)

σi
=

m∑
j=1

hijθj.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåêòîðà Z ìîæåò áûòü çàïèñàíî
â âèäå M(Z ) = HΘ. Ïîñêîëüêó îöåíêà ÌÍÊ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(HTH)Θ̂n = HTZ .

Âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà è âîñïîëü-
çîâàâøèñü ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïîëó÷èì

(HTH)M(Θ̂n) = HTHΘ,

ñëåäîâàòåëüíî,

M(Θ̂n) = (HTH)−1(HTH)Θ = Θ,

÷òî è îçíà÷àåò íåñìåùåííîñòü îöåíêè Θ̂n.
Èòàê, íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âû-

âîäû.

Òåîðåìà 2.9. Îöåíêà ÌÍÊ, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ðåøåíèåì ñèñòåìû

íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé, ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé âåêòîðà îöåíè-

âàåìûõ ïàðàìåòðîâ, à åå êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé

ìàòðèöåé ê ìàòðèöå ñèñòåìû. Ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòîé

êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé â êëàññå ëè-

íåéíûõ îöåíîê âåêòîðà ïàðàìåòðîâ. Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

îøèáîê èçìåðåíèé îöåíêà ÌÍÊ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé.

Îäíèì èç ïðèìåíåíèé ÌÍÊ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñãëà-
æèâàþùåé ôóíêöèè äëÿ èçìåðåíèé. Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, ..., tn
èçìåðÿåòñÿ íåêîòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè âåëè÷èíà f(t).
Êàæäîå èçìåðåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå Xi = f(ti) + ξi, ãäå
ξi � ñëó÷àéíûå îøèáêè èçìåðåíèé, M(ξi) = 0 è D(ξi) = σ2

i . Åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ f(t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè íåêîòîðûõ ãëàäêèõ áàçèñíûõ ôóíêöèé: f(t) =
m∑

j=1

θjψj(t), òî

çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ θj, òàêèõ, ÷òî ïîëó÷èâ-
øàÿñÿ ôóíêöèÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàåòñÿ ê èçìåðåíèÿì, ò. å.,
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ñîãëàñíî ÌÍÊ, ìèíèìèçèðóåòñÿ âåëè÷èíà

n∑
i=1


Xi −

m∑
j=1

θjψj(ti)

σi


2

.

Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îïèñàííîé ðàíåå
çàäà÷è ÌÍÊ, ãäå êîýôôèöèåíòû bij = ψj(ti), ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöà H

ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ hij =
ψj(ti)

σi
.

Çàäà÷à äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîëó÷èòü â ÿâíîì âè-
äå âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè ÌÍÊ ïàðàìåòðîâ θ0 è θ1 äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé
ñãëàæèâàþùåé ôóíêöèè èçìåðåíèé f(t) = θ0 + θ1(t − t0) è îäèíàêîâûõ
äèñïåðñèé èçìåðåíèé σ2

i = σ2. Âûïèñàòü òàêæå êîâàðèàöèîííóþ ìàòðè-
öó ïîëó÷èâøåéñÿ îöåíêè âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ. (Â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ t0
óäîáíî âûáðàòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ìîìåíòîâ ti.)

2.6. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Â ïðèëîæåíèÿõ ñòàòèñòèêè ÷àñòî òðåáóåòñÿ îöåíèòü õàðàêòåð çàâèñè-
ìîñòè ìåæäó äâóìÿ ñîâìåñòíî íàáëþäàåìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξ è
η. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü îïèñàíà â âèäå
ôóíêöèè, ëèíåéíî çàâèñÿùåé îò ïîäëåæàùåãî îöåíêå íåèçâåñòíîãî âåêòîðà
ïàðàìåòðîâ Θ = (θ1, θ2, ..., θm)T . Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â âèäå

p(η) =
m∑

j=1

θjψj(ξ),

ãäå p(x) è ψj(x) � ëþáûå ôóíêöèè.
Ïóñòü [(X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn)]

T � äâóìåðíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðå-
äåëåíèÿ íàáëþäàåìîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ,η)T . Äëÿ îòäåëüíûõ ýëåìåí-
òîâ âûáîðêè îïèñàííàÿ çàâèñèìîñòü ñîäåðæèò ñëó÷àéíûå îøèáêè, òî÷íåå,
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

p(Yi) =
m∑

j=1

θjψj(Xi) + νi,

ãäå νi � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ M(νi) = 0 è îäèíàêîâûìè
êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè D(νi) = σ2. Òàêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé

ìîäåëüþ ðåãðåññèè.
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Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè èñïîëüçóåòñÿ îïèñàííûé â 2.5
ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ò. å. âåêòîð ïàðàìåòðîâ íàõîäèòñÿ ìèíèìè-
çàöèåé âûðàæåíèÿ

n∑
i=1

(
p(Yi)−

m∑
j=1

θjψj(Xi)

)2

.

Ýòà çàäà÷à àíàëîãè÷íà îïèñàííîé â 2.5 çàäà÷å ñãëàæèâàíèÿ èçìåðåíèé.
Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî âìåñòî èçìåðåíèé Xi áåðóòñÿ çíà÷åíèÿ
p(Yi), âðåìåíà èçìåðåíèé ti çàìåíÿþòñÿ íà âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ Xi è îò-
ñóòñòâóåò íîðìèðîâêà (äåëåíèå íà σi), ïîñêîëüêó ïðè îäèíàêîâûõ äèñïåð-
ñèÿõ îøèáîê â ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìàÿ îöåíêà
âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

(HTH)Θ̂n = HTp(Y ),

ãäå âåêòîð p(Y ) = (p(Y1), p(Y2), ..., p(Yn))
T , à ìàòðèöà H ñîñòîèò èç ýëå-

ìåíòîâ hij = ψj(Xi).
Â îïèñàííîé ìîäåëè â êà÷åñòâå ôóíêöèè p(y) ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ

y,
1

y
, ln y. Â êà÷åñòâå ôóíêöèé ψj(x) ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ ñòåïåíè x.

Ñëó÷àé, êîãäà p(y) = y, à â êà÷åñòâå ψj(x) èñïîëüçóþòñÿ ñòåïåíè x ëèáî
ïîëèíîìû îò x, íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ðåãðåññèåé.

Ïðîñòåéøèì è íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûì ñëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíîé
ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ, êîãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ ëè-
íåéíàÿ ñâÿçü ÍÑÂ:

η = θ0 + θ1ξ.

Ïàðàìåòð θ1 â ýòîé ìîäåëè íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ëèíåéíîé ðåãðåñ-

ñèè. Â äàííîì ñëó÷àå íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñòàòèñòèêè äëÿ îöåíèâàíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ θ0 è θ1 â ÿâíîì âèäå.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå ïðîñòîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè ìàòðèöàH èìååò
ðàçìåð n × 2, åå ýëåìåíòû hi1 = 1, hi2 = Xi. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

HTH =


n

n∑
i=1

Xi

n∑
i=1

Xi

n∑
i=1

X2
i

 ,

38



à âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé

HTY =


n∑

i=1

Yi

n∑
i=1

XiYi

 .

Åñëè ïîäåëèòü îáå ÷àñòè ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû íà n è èñïîëüçîâàòü îáî-

çíà÷åíèÿ α̂X2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i è α̂XY =

1

n

n∑
i=1

XiYi, òî ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå (
1 X
X α̂X2

)(
θ0
θ1

)
=

(
Y
α̂XY

)
.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû ∆ = α̂X2 − X
2

= S2
X ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ âûáîðêè X1, X2, ..., Xn. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
âûïèñàòü ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, ïîëó÷èòñÿ, ÷òî
äëÿ îöåíèâàíèÿ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ñëóæèò ñòàòèñòèêà

θ̂0 =
Y α̂X2 −Xα̂XY

S2
X

,

à äëÿ îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòà ðåãðåññèè � ñòàòèñòèêà

θ̂1 =
α̂XY −XY

S2
X

=
µ̂XY

S2
X

.

Èç ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîâàðèàöèîííîãî ìîìåíòà, ïðèâåäåííîé â 1.1,
âèäíî, ÷òî ñòàòèñòèêà µ̂XY ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûáîðî÷íûé êîâàðèàöèîí-
íûé ìîìåíò äâóìåðíîé âûáîðêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîãî ñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà (ξ,η)T . Èçíà÷àëüíî ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

µ̂XY =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)(Yi − Y ).

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîé ðåãðåññèè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îòíîøåíèå âûáîðî÷íîãî êîâàðèàöèîííîãî ìîìåíòà ê âûáîðî÷íîé äèñ-
ïåðñèè ïåðâîé ñîñòàâëÿþùåé âûáîðêè.

2.7. Ïðèìåíåíèå ÌÍÊ ê íåëèíåéíîé ìîäåëè èçìåðåíèé

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ÌÍÊ ê ñëó÷àþ íåëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòè èçìåðåíèé îò âåêòîðà îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ:

Xi = hi(Θ) + ξi,
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ãäå hi(x ) � íåêîòîðûå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè m ïåðåìåííûõ, à íåçà-
âèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi ïî-ïðåæíåìó èìåþò M(ξi) = 0 è D(ξi) =
= σ2

i . Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ÌÍÊ ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììà êâàäðàòîâ íîðìè-
ðîâàííûõ íåâÿçîê èçìåðåíèé

ϕ(Θ) =
n∑

i=1

(
Xi − hi(Θ)

σi

)2

.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà ýòîé ôóíêöèè ñëåäîâàëî áû ïðèðàâíÿòü
ê íóëþ âñå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

∂ϕ(Θ)

∂θk
=

n∑
i=1

2(Xi − hi(Θ))

σ2
i

(
−∂hi

∂θk
(Θ)

)
(k = 1, ...,m).

Îäíàêî ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà áóäåò íåëèíåéíîé, åå ðåøåíèå ìîæåò îêà-
çàòüñÿ òðóäíîé çàäà÷åé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âåêòîðà îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ Θ èìååòñÿ
íåêîòîðàÿ ïðèáëèæåííàÿ îöåíêà Θ0. Òîãäà ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèé hi(Θ)
çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò Θ ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ëèíåéíûõ âûðàæåíèé

hi(Θ)− hi(Θ0) ≈
m∑

j=1

∂hi

∂θj
(Θ0)(θj − θ0j).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé hi(Θ) íå ñëèøêîì áûñò-

ðî ìåíÿþòñÿ â îêðåñòíîñòè Θ0, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
∂hi

∂θk
(Θ) ≈ ∂hi

∂θk
(Θ0).

Òîãäà ïðè âñåõ Θ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê Θ0, ñïðàâåäëèâû ïðèáëèæåííûå
ðàâåíñòâà

∂ϕ(Θ)

∂θk
≈

n∑
i=1

2

(
(Xi − hi(Θ0))−

m∑
j=1

∂hi

∂θj
(Θ0)(θj − θ0j)

)
σ2

i

(
−∂hi

∂θk
(Θ0)

)
.

Ñîîòâåòñòâåííî, ïðèáëèçèòåëüíîå çíà÷åíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ Θ, áîëåå
áëèçêîå ê òî÷êå ìèíèìóìà ϕ(Θ), ÷åì Θ0, ìîæåò áûòü íàéäåíî êàê ðåøåíèå
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

m∑
j=1

(
n∑

i=1

1

σ2
i

∂hi

∂θj
(Θ0)

∂hi

∂θk
(Θ0)

)
(θj − θ0j) =

n∑
i=1

∂hi

∂θk
(Θ0)

Xi − hi(Θ0)

σ2
i

(k = 1, ...,m).
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Åñëè ââåñòè ìàòðèöó H(Θ) ðàçìåðîì n×m ñ ýëåìåíòàìè

hij(Θ) =
1

σi

∂hi

∂θj
(Θ)

è âåêòîð íîðìèðîâàííûõ íåâÿçîê èçìåðåíèé Z (Θ) ñ ýëåìåíòàìè

zi(Θ) =
Xi − hi(Θ)

σi
,

òî ïîëó÷èâøóþñÿ ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(HT (Θ0)H(Θ0))(Θ−Θ0) = HT (Θ0)Z (Θ0).

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, ìîæíî íàéòè âåêòîð ïàðàìåòðîâ Θ, ÿâëÿþùèéñÿ áîëåå
òî÷íûì ïðèáëèæåíèåì ê îöåíêå ÌÍÊ, ÷åì Θ0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàêòè÷åñêè òî÷íîãî çíà÷åíèÿ îöåíêè
ÌÍÊ ìîæíî îðãàíèçîâàòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

Θk+1 = Θk + (HT (Θk)H(Θk))
−1HT (Θk)Z (Θk).

Àíàëîãè÷íî ëèíåéíîìó ñëó÷àþ, êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ïîëó÷èâ-
øåéñÿ îöåíêè ìîæíî íàéòè ïî ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå

R ≈ (HT (θk)H(Θk))
−1.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ èìååò ñìûñë çàâåðøèòü, åñëè äëÿ êàæäîé êîìïî-
íåíòû âåêòîðà îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïðèðàùå-
íèÿ |θkj − θ(k−1)j| ñòàíîâèòñÿ íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì ÑÊÎ, îïðåäåëÿåìîå
ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó äèàãîíàëüíîìó ýëåìåíòó êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû
σj =

√
rjj.

Ïðèìåð. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñ ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòüþ êîîðäèíà-
òû îáúåêòàΘ = (θ1, θ2, θ3)

T â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
ïî èçìåðåíèÿì ðàññòîÿíèé îò n èçìåðèòåëåé ñ êîîðäèíàòàìè

r i = (ri1, ri2, ri3)
T (i = 1, 2, ..., n).

(Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ïðèáîðàõ ñïóòíèêîâîé íàâèãà-
öèè.) Åñëè ïðåíåáðå÷ü îøèáêàìè èçìåðåíèé, çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
ñèñòåìû óðàâíåíèé

hi(Θ) =

√√√√ 3∑
k=1

(θk − rik)
2 = Xi (i = 1, ..., n).

Ïðè n < 3 äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íå õâàòàåò äàííûõ (÷èñëî
óðàâíåíèé ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ).
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Ïðè n = 3 çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû èç òðåõ êâàäðàòíûõ
óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê îäíîìó êâàäðàòíîìó
óðàâíåíèþ è ñîîòâåòñòâåííî èìååò 2 ðåøåíèÿ. Îáû÷íî íå ñîñòàâëÿåò òðó-
äà âûáðàòü èç ýòèõ ðåøåíèé ïðàâèëüíîå, åñëè èçâåñòíà ïðèáëèçèòåëüíàÿ
îáëàñòü íàõîæäåíèÿ îáúåêòà.

Ïðè n > 3 óðàâíåíèé ñòàíîâèòñÿ áîëüøå, ÷åì íåèçâåñòíûõ (ñèñòåìà
ïåðåîïðåäåëåííàÿ), à èç-çà íàëè÷èÿ îøèáîê â èçìåðåíèÿõ îíà ñòàíîâèò-
ñÿ íåñîâìåñòíîé. Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëåå òî÷íîé
îöåíêè êîîðäèíàò àêòóàëüíî èñïîëüçîâàíèå ÌÍÊ.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç σi ÑÊÎ èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ äî ñîîòâåòñòâó-
þùåãî èçìåðèòåëÿ, òî ìàòðèöà H(Θ) áóäåò èìåòü ýëåìåíòû

hij(Θ) =
1

σi

∂hi

∂θj
(Θ) =

θj − rij

σi

√√√√ 3∑
k=1

(θk − rik)
2

.

Îïèñàííûé âûøå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ îöåíêè ìîæíî íà÷àòü
ñ îöåíêè êîîðäèíàò Θ0, ïîëó÷åííîé ïî ëþáûì òðåì èçìåðåíèÿì, êàê áûëî
îïèñàíî äëÿ ñëó÷àÿ n = 3.

Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà ÌÍÊ ìîæåò áûòü íàéäåíà ëèøü â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé íå ñëèøêîì áëèçêà ê âû-
ðîæäåííîé. Â äàííîé çàäà÷å ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èçìåðèòåëè íå íàõîäÿòñÿ
âáëèçè îäíîé ïðÿìîé è ÷òî èìååòñÿ õîòÿ áû 3 èçìåðèòåëÿ, ðàññòîÿíèÿ ìåæ-
äó êîòîðûìè íå ñëèøêîì ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèÿìè îò îáúåêòà.

2.8. Ðîáàñòíûå îöåíêè

Â äîñëîâíîì ïåðåâîäå òåðìèí ½ðîáàñòíûé“ îçíà÷àåò êðåïêèé, íàäåæ-
íûé. Ñòàòèñòèêó ïðèíÿòî íàçûâàòü ðîáàñòíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà, åñëè åå
çíà÷åíèÿ îáëàäàþò îïðåäåëåííîé óñòîé÷èâîñòüþ (íå÷óâñòâèòåëüíîñòüþ) ê
íåêîòîðûì îòêëîíåíèÿì èñòèííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ îò ïðåäïîëàãàåìî-
ãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé. Íà ïðàêòèêå òàêèå îòêëîíåíèÿ ÷àñòî ìîæ-
íî íàáëþäàòü â âèäå ½âûáðîñîâ“ â çíà÷åíèÿõ ÍÑÂ, çàðåãèñòðèðîâàííûõ â
âûáîðêå. Òàêèå âûáðîñû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé ìîäåëè: ñ
íåêîòîðîé íåáîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ÍÑÂ èìååò ðàñïðåäåëåíèå, îòëè÷àþ-
ùååñÿ îò ïðåäïîëàãàåìîãî ãîðàçäî áîëüøåé äèñïåðñèåé.

Ìîæíî âûäåëèòü 2 òèïà ðîáàñòíûõ îöåíîê: L-îöåíêè è M-îöåíêè.
L-îöåíêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ÷ëåíîâ âàðèà-

öèîííîãî ðÿäà (ñì. 1.4):
n∑

i=1

ωiXni
,
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ãäå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ωi çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè
λ(t), îïðåäåëåííîé íà (0, 1):

ωi =
1

n
λ

(
i

n + 1

)
(i = 1, ..., n).

Ñíèæåíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè îöåíêè ê îòäåëüíûì âûáðîñàì, êîòîðûå âñå-
ãäà îêàçûâàþòñÿ êðàéíèìè ÷ëåíàìè âàðèàöèîííîãî ðÿäà, äîñòèãàåòñÿ çà
ñ÷åò òîãî, ÷òî λ(t) ïðèíèìàåò íà êðàÿõ ïðîìåæóòêà (0, 1) ìåíüøèå çíà÷å-
íèÿ, ÷åì â åãî ñåðåäèíå.

Ïðèìåðîì L-îöåíêè ìîæåò ñëóæèòü îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ ñ ïîìîùüþ óñå÷åííîãî ñðåäíåãî. Ïóñòü ÷èñëî α ∈ (0, 0.5) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðåäïîëàãàåìóþ äîëþ àíîìàëüíûõ ýëåìåíòîâ (âûáðîñîâ) â îáùåì
îáúåìå âûáîðêè è ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî k = [nα] (öåëàÿ ÷àñòü ÷èñ-
ëà). Åñëè ââåñòè êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

λ(t) =
n

n− 2k
íà èíòåðâàëå (α, 1−α) è ðàâíóþ íóëþ âíå ýòîãî èíòåðâàëà,

òî ïðèìåíåíèå ôîðìóëû L-îöåíêè äàñò ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ýëåìåíòîâ
âûáîðêè ñ îòáðîøåííûìè êðàéíèìè ÷ëåíàìè:

Xα =
1

n− 2k
(Xnk+1

+ ... + Xnn−k
).

M-îöåíêè, ïîäîáíî îöåíêàì ÌÍÊ, ïîëó÷àþòñÿ ìèíèìèçàöèåé ñóì-
ìû çíà÷åíèé íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè, âû÷èñëåííîé â òî÷êàõ
íåâÿçîê. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âûáîðêè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé n íåçàâèñèìûõ
îäíîòèïíûõ èçìåðåíèé íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû θ, M-îöåíêà ýòîé âåëè÷èíû
ïîëó÷àåòñÿ ìèíèìèçàöèåé âûðàæåíèÿ

n∑
i=1

ρ(Xi − θ),

ãäå ρ(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, âîçðàñòàþùàÿ íà ïîëîæè-
òåëüíîé ïîëóîñè ìåäëåííåå, ÷åì x2, è òàêàÿ, ÷òî ρ(0) = 0. Åñëè ïîëîæèòü
ρ(x) = x2, òî ìèíèìèçàöèÿ äàííîãî âûðàæåíèÿ äàåò êëàññè÷åñêóþ îöåíêó
ÌÍÊ � ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå X. Óñëîâèå áîëåå ìåäëåííîãî âîçðàñòàíèÿ
ρ(x) äàåò áîëüøóþ óñòîé÷èâîñòü ê îòäåëüíûì âûáðîñàì. Ïóñòü, íàïðèìåð,
ρ(x) = |x|. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåìîé ñòàòèñòèêîé
ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íàÿ ìåäèàíà m̂ed (ñì. 1.4). Ýòà ñòàòèñòèêà âîîáùå íå÷óâ-
ñòâèòåëüíà ê îòäåëüíûì âûáðîñàì.

Îáû÷íî íà ρ(x) íàêëàäûâàåòñÿ åùå óñëîâèå ñòðîãîé âûïóêëîñòè, êîòî-
ðîå îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè. Åñëè ïðè
ýòîì ρ(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ ρ′(x), òî òðåáóåìàÿ ðîáàñòíàÿ îöåíêà θ̂n ÿâ-
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ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
n∑

i=1

ρ′(Xi − θ̂n) = 0.

Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ρ(x) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ Õóáåðà

ρ(x) =


x2

2
, |x| ≤ a;

a|x| − a2

2
, |x| > a.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíóþ ïðî-
èçâîäíóþ

ρ′(x) =

 −a, x < −a;
x, |x| ≤ a;
a, x > a.

Îäíàêî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ θ̂n çäåñü íå óäàåòñÿ ðåøèòü â ÿâíîì âè-
äå, êàê â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãî ÌÍÊ, ïîñêîëüêó ÿâíûé âèä âûðàæåíèÿ äëÿ
ρ′(x− θ) çàâèñèò îò θ. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ìå-
òîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêóþ îöåíêó ÌÍÊ X.

2.9. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ
ðàñïðåäåëåíèé

Äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íóæíî íå òîëüêî íàéòè ñîñòîÿòåëüíóþ òî÷å÷íóþ îöåíêó ýòîãî
ïàðàìåòðà, íî è îïðåäåëèòü åå òî÷íîñòü, ïîñòðîèâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé
òî÷å÷íîé îöåíêè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñ çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé âå-
ðîÿòíîñòüþ (ñì. 2.1). Åñòåñòâåííûì ñâîéñòâîì òàêîãî äîâåðèòåëüíîãî èí-
òåðâàëà ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîå óìåíüøåíèå åãî äëèíû ïðè óâåëè÷åíèè
îáúåìà âûáîðêè.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ìîæåò ñëóæèòü äî-
âåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðè èçâåñòíîì çíà-
÷åíèèè äèñïåðñèè. Ïóñòü äëÿ ÍÑÂ ξ ñ èçâåñòíûì çíà÷åíèåì D(ξ) = σ2

òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà θ = M(ξ) ñ
çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ β. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, òî÷å÷-

íàÿ îöåíêà ýòîãî ïàðàìåòðà X =
1

n

n∑
i=1

Xi ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé íåñìå-

ùåííîé è àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî
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öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå (ñì. 1.1) ïðè áîëüøèõ n ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà

Zn =

n∑
i=1

Xi − nθ

σ
√

n

èìååò ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó. Ïóñòü tβ �
ñèììåòðè÷íûé íîðìàëüíûé êâàíòèëü ïî óðîâíþ β, ò. å. òàêîå ÷èñëî, ÷òî
P (|η| < tβ) = β äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ∈ N(0; 1). Òîãäà

β ≈ P (|Zn| < tβ)=P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Xi − nθ

∣∣∣∣∣ < tβσ
√

n

)
= P

(
|X − θ| < tβσ√

n

)
=

= P

(
−tβσ√

n
< θ−X <

tβσ√
n

)
=P

(
X − tβσ√

n
< θ < X+

tβσ√
n

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

Iβ =

(
X − tβσ√

n
, X +

tβσ√
n

)
ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè n ÿâëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ β.

ÑÊÎ σ, èñïîëüçóåìîå â ïîñëåäíåé ôîðìóëå, ÷àñòî áûâàåò íåèçâåñòíî.
Â ýòîì ñëó÷àå îíî ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà ñâîþ ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó
σ̂n, ïîñòðîåííóþ ïî òîé æå âûáîðêå. Òàêîé îöåíêîé, åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòíûé êîðåíü èç íåñìåùåííîé ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè äèñïåðñèè:

σ̂n =

√
S

2
=

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2.

Ïðèìåð. Ïóñòü ïðîâåäåíî 100 íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â ðåçóëü-
òàòå êàæäîãî èç êîòîðûõ ìîæåò íàñòóïèòü èëè íå íàñòóïèòü íåêîòîðîå
ñëó÷àéíîå ñîáûòèå A, è ïóñòü ñîáûòèå A íàñòóïèëî 50 ðàç. Òðåáóåòñÿ ïî-
ñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ âåðîÿòíîñòè ýòîãî ñîáûòèÿ ñ äîâåðè-
òåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ β = 0.99.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â 2.1, íåñìåùåííîé ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé âåðîÿò-

íîñòè ñîáûòèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà åãî íàñòóïëåíèÿ p̂ =
50

100
=

=
1

2
, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ýëåìåíòîâ âû-

áîðêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ äâóòî÷å÷íîé ÍÑÂ ξ, èìåþùåé ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå M(ξ) = P (ξ = 1) = p = P (A). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê ïîñòðîåíèþ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ M(ξ).
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Äèñïåðñèÿ ÍÑÂ D(ξ) = M(ξ−M(ξ))2 = (0− p)2(1− p) + (1− p)2p =
= p(1 − p)(p + 1 − p) = p(1 − p). Ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûé
ïàðàìåòð p, íî ïîñêîëüêó âûáîðêà äîñòàòî÷íî âåëèêà, äèñïåðñèþ ìîæíî

çàìåíèòü åå ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé S2 = p̂(1− p̂) =
1

4
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî íîðìàëüíîãî êâàíòèëÿ tβ ìîæíî, íà-
ïðèìåð, âîñïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé çíà÷åíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(x)
ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ0. Ïîñêîëüêó ýòî ðàñïðåäå-
ëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Φ(−x) = 1− Φ(x).
Èç ðàâåíñòâ

β = P (|ξ0| < tβ) = P (−tβ < ξ0 < tβ) = Φ(tβ)− Φ(−tβ) = 2Φ(tβ)− 1

ñëåäóåò, ÷òî ñèììåòðè÷íûé íîðìàëüíûé êâàíòèëü ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ Φ(tβ) =
β+ 1

2
= 0.995. Èç òàáëèöû çíà÷åíèé Φ(x) íàõîäèì tβ ≈ 2.58.

Ïîëîâèíà äëèíû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ε =
tβ
√

S2
√

n
=

2.58 · 0.5
10

=

= 0.129. Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ β = 0.99 èñòèííîå çíà÷åíèå âåðî-
ÿòíîñòè ñîáûòèÿ íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå

Iβ = (p̂− ε, p̂ + ε) = (0.371, 0.629).

Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ äèñïåðñèè. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÍÑÂ ξ èìååò êîíå÷íûé íà÷àëüíûé ìîìåíò 4-ãî ïîðÿä-
êà, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå öåíòðàëüíîãî ìîìåí-
òà µ4 = M(ξ − M(ξ))4. Ïåðâîíà÷àëüíî òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
m = M(ξ) ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì ÷èñëîì. Òîãäà íåñìåùåííîé ñîñòîÿòåëüíîé
è àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé îöåíêîé äèñïåðñèè ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà

S2
m =

1

n

n∑
i=1

(Xi −m)2.

Îòíîøåíèå ýòîé ñòàòèñòèêè ê íåèçâåñòíîìó èñòèííîìó çíà÷åíèþ äèñïåð-
ñèè θ = σ2 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

S2
m

σ2 =
1

n

n∑
i=1

(
Xi −m

σ

)2

=
1

n

n∑
i=1

ηi,

ãäå ηi =

(
Xi −m

σ

)2

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû, ïðè÷åì M(ηi) = 1. Íà÷àëüíûé âòîðîé ìîìåíò ýòèõ âåëè÷èí

M(η2
i ) = M

(
Xi −m

σ

)4

=
µ4

σ4 .
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Ñîîòâåòñòâåííî, äèñïåðñèÿ

D(η2
i ) = M(η2

i )− (M(ηi))
2 =

µ4

σ4 − 1,

ò. å. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ηi èìåþò ÑÊÎ

ση =

√
µ4

σ4 − 1.

Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, ïðè áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Zn =

n∑
i=1

ηi − n

ση
√

n

èìååò ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó. Ïîýòîìó äëÿ
ñèììåòðè÷íîãî íîðìàëüíîãî êâàíòèëÿ tβ ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåííîå ðà-
âåíñòâî

β ≈ P (|Zn| < tβ) = P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ηi − n

∣∣∣∣∣ < tβση
√

n

)
=

= P

(∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

ηi − 1

∣∣∣∣∣ < tβση√
n

)
= P

(∣∣∣∣S2
m

σ2 − 1

∣∣∣∣ < tβση√
n

)
.

Ïóñòü
tβση√

n
= ε. Òîãäà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê β, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1− ε <
S2

m

σ2 < 1 + ε.

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ε ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîð-
êè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ε < 1. Òîãäà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî
íåðàâåíñòâó

S2
m

1 + ε
< σ2 <

S2
m

1− ε
.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ äèñïåðñèè ìîæåò
áûòü âûáðàí

Iβ =

(
S2

m

1 + ε
,

S2
m

1− ε

)
.

Ñòàòèñòèêó S2
m = 1

n

n∑
i=1

(Xi −m)2 ïðè íåèçâåñòíîì ìàòåìàòè÷åñêîì îæè-

äàíèè m ìîæíî çàìåíèòü íà âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ S2, ïîäñòàâèâ âìåñòî
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ïàðàìåòðà m åãî ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó X. Âåëè÷èíà

ε =
tβ√
n

√
µ4

σ4 − 1.

Åñëè ÍÑÂ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, îòíîøåíèå
µ4

σ4 = 3, ñîîòâåò-

ñòâåííî ε = tβ

√
2

n
. Â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû µ4

è σ2 ìîæíî çàìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèìè âûáîðî÷íûìè ìîìåíòàìè, òîãäà

ε =
tβ√
n

√
µ̂4

(S2)2 − 1.

2.10. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ñëó÷àå ìàëîé âûáîðêè

Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, îñíîâàííîå íà àñèìïòîòè÷å-
ñêîé íîðìàëüíîñòè òî÷å÷íûõ îöåíîê (ñì. 2.9), ïðàâîìåðíî òîëüêî â ñëó÷àå
áîëüøîé âûáîðêè, ñîäåðæàùåé ïî ìåíüøåé ìåðå íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ýëå-
ìåíòîâ. Ñëó÷àé ìàëîé âûáîðêè òðåáóåò äðóãèõ ïîäõîäîâ, èñïîëüçóþùèõ
äîïîëíèòåëüíóþ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î ïðèíàäëåæíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ÍÑÂ íåêîòîðîìó ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé. Çäåñü áóäåò ñäåëàíî íàè-
áîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìîå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ÍÑÂ èìååò íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå. Îñíîâàíèåì äëÿ òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü
òà æå öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà, áëàãîäàðÿ êîòîðîé ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî åñëè ÍÑÂ ôîðìèðóåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñóììàðíîãî âëèÿíèÿ áîëü-
øîãî êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ ôàêòîðîâ, òî îíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå, áëèç-
êîå ê íîðìàëüíîìó.

Èòàê, ïóñòü ÍÑÂ ξ ∈ N(m,σ2). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïî âûáîðêå äîâå-
ðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ m è äèñïåðñèè σ2.
Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Ñòüþäåíòà 1.2 è åå ñëåäñòâèå �
òåîðåìà 1.3. Ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äëÿ σ2 ìîæåò ñëóæèòü âûáîðî÷íàÿ

äèñïåðñèÿ S2 = µ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(xi −X)2. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3 ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà
(X −m)

√
n− 1√

S2
ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ñòüþäåíòà ñ (n − 1) ñòå-

ïåíÿìè ñâîáîäû. Ïóñòü τ0(n − 1,β) � ñèììåòðè÷íûé êâàíòèëü äëÿ ýòîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ïî óðîâíþ β. Òîãäà

β = P

(∣∣∣∣(X −m)
√

n− 1√
S2

∣∣∣∣ < τ0(n− 1,β)

)
=
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= P

|m−X| <

√
S2

n− 1
τ0(n− 1,β)

 .

Òàêèì îáðàçîì, äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ m ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ β ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë

Iβ =

X −

√
S2

n− 1
τ0(n− 1,β), X +

√
S2

n− 1
τ0(n− 1,β)

 .

×òî êàñàåòñÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ äèñïåðñèè, òî, ñîãëàñíî òåî-

ðåìå Ñòüþäåíòà, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
nS2

σ2 ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó �Õè-

êâàäðàò� ñ (n− 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èí-
òåðâàëà íóæíî âûäåëèòü íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè èíòåðâàë, èìåþùèé
äëÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàííóþ äîâåðèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü β. Åñòå-
ñòâåííî âûáðàòü ýòîò èíòåðâàë òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ ÷àñòè
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè ñïðàâà è ñëåâà îò ýòîãî èíòåðâàëà èìåëè îäèíàêî-

âûå âåðîÿòíîñòè
1− β

2
. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ èíòåðâàë, îãðàíè÷åííûé êâàíòè-

ëÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ½Õè-êâàäðàò“ χ2
0

(
n− 1,

1− β
2

)
è χ2

0

(
n− 1,

1 + β

2

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

β = P

(
χ2

0

(
n− 1,

1− β
2

)
<

nS2

σ2 < χ2
0

(
n− 1,

1 + β

2

))
=

= P

χ
2
0

(
n− 1,

1− β
2

)
nS2 <

1

σ2 <

χ2
0

(
n− 1,

1 + β

2

)
nS2

 =

= P

 nS2

χ2
0

(
n− 1,

1 + β

2

) < σ2 <
nS2

χ2
0

(
n− 1,

1− β
2

)
 .

Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñ äîâåðèòåëüíîé âå-
ðîÿòíîñòüþ β äëÿ äèñïåðñèè σ2 ìîæíî âûáðàòü èíòåðâàë

Iβ =

 nS2

χ2
0

(
n− 1,

1 + β

2

) ,
nS2

χ2
0

(
n− 1,

1− β
2

)
 .
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Ôîðìóëû äëÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, ïðèâåäåííûå â äàííîì ïîä-
ðàçäåëå, ôàêòè÷åñêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî äëÿ âûáîðîê, íå ïðåâû-
øàþùèõ íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ýëåìåíòîâ, ïîñêîëüêó òàáëèöû ðàñïðåäåëå-
íèé ½Õè-êâàäðàò“ è Ñòüþäåíòà ñîñòàâëåíû òîëüêî äëÿ òàêîãî ÷èñëà ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû. Îäíàêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè èç 2.9, òåì áîëåå, ÷òî â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ ýòè ôîðìóëû áîëåå òî÷íû, ÷åì â îáùåì ñëó÷àå.

Ïðèìåð. Ïóñòü èìååòñÿ âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ
îáúåìà n = 17, è ïóñòü äëÿ ýòîé âûáîðêè âû÷èñëåíû ñòàòèñòèêè: ñðåäíåå

àðèôìåòè÷åñêîå X = 2.0 è ñðåäíèé êâàäðàò α̂2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i = 5.0. Òðåáóåò-

ñÿ ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è
äèñïåðñèè ÍÑÂ ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ β = 0.9.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîèõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ èñïîëüçóåòñÿ çíà÷å-
íèå âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè S2 = α̂2−X

2
= 5.0−4.0 = 1.0. Èç òàáëèöû ñèì-

ìåòðè÷íûõ êâàíòèëåé Ñòüþäåíòà íàõîäèì τ0(n−1,β) = τ0(16, 0.9) = 1.746.
Ïîëîâèíà äëèíû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ

ε =

√
S2

n− 1
τ0(n− 1,β) =

√
1

16
τ0(16, 0.9) = 0.25 · 1.746 ≈ 0.44.

Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ β = 0.9 èñòèííîå çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ ÍÑÂ íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå

Iβ = (X − ε, X + ε) = (1.56, 2.44).

Èç òàáëèöû êâàíòèëåé ðàñïðåäåëåíèÿ ½Õè-êâàäðàò“ íàõîäèì

χ2
0

(
n− 1,

1− β
2

)
= χ2

0(16, 0.05) = 7.96,

χ2
0

(
n− 1,

1 + β

2

)
= χ2

0(16, 0.95) = 26.3.

Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ β = 0.9 èñòèííîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè ÍÑÂ
íàõîäèòñÿ â ñîäåðæàùåì çíà÷åíèå S2 = 1.0 èíòåðâàëå

Iβ =

(
nS2

26.3
,
nS2

7.96

)
=

(
17.0

26.3
,
17.0

7.96

)
≈ (0.64, 2.14).
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3. ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÃÈÏÎÒÅÇ

3.1. Ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïîëó÷åíà âûáîðêà x
èç ðàñïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ ξ. Ïî âûáîðêå x îòíîñèòåëüíî ÍÑÂ ξ ìîãóò áûòü
âûñêàçàíû íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ, èëè, êàê èõ íàçûâàþò, ãèïîòåçû. Íà-
ïðèìåð, ìîæíî âûäâèíóòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ÍÑÂ ξ èìååò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå; èëè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÍÑÂ ξ èìååò ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå, ðàâíîå m è äèñïåðñèþ, ðàâíóþ σ2.

Ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçîé (èëè ïðîñòî ãèïîòåçîé) áóäåì íàçûâàòü
óòâåðæäåíèå î çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ èëè çíà÷åíèÿõ åãî ïàðàìåòðîâ.

Åñëè ãèïîòåçà âûäâèíóòà îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ÍÑÂ, òî îíà íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå
ÍÑÂ èìååò âñåãî l ïàðàìåòðîâ, à ãèïîòåçà óòâåðæäàåò, ÷òî k èç íèõ èìåþò
çàäàííûå çíà÷åíèÿ, òî ïðè k = l ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, à ïðè k < l
ñëîæíîé.

Çàäà÷åé ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû ÿâëÿåòñÿ îòâåò íà âîïðîñ:
ñîãëàñóåòñÿ ëè ãèïîòåçà ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà (ïîëó÷åííîé âûáîð-
êîé) èëè íåò. Â îáùåì ñëó÷àå ëþáàÿ ãèïîòåçà ìîæåò áûòü ëèáî ëîæíîé,
ëèáî èñòèííîé. Ðåçóëüòàòîì ïðîâåðêè ãèïîòåçû íå ÿâëÿåòñÿ åå ïðèíÿòèå
èëè íåïðèíÿòèå. Ïðîâåðÿÿ ñòàòèñòè÷åñêóþ ãèïîòåçó, âûÿñíÿåì ëèøü òî,
ïðîòèâîðå÷èò ëè îíà äàííûì ýêñïåðèìåíòà èëè íåò.

Ïðîâåðÿåìóþ ãèïîòåçó ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü H0, òîãäà êàê àëüòåðíà-
òèâíóþ ãèïîòåçó îáîçíà÷àþò H1.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåäóðà ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû âûãëÿ-
äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü âûäâèíóòà ãèïîòåçà H0. Ñòðîèòñÿ íåêîòî-
ðàÿ ôóíêöèÿ âûáîðêè K(X , H0), íàçûâàåìàÿ êðèòåðèàëüíîé, èëè, êîðîòêî,
êðèòåðèåì. Â ïðåäïîëîæåíèè èñòèííîñòè ãèïîòåçû H0 âñå ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé ôóíêöèè K(X , H0) äåëÿò íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îáëàñòè W è Q.
Îáëàñòü W íàçûâàþò äîïóñòèìîé, à îáëàñòü Q êðèòè÷åñêîé. Åñëè òåïåðü
çíà÷åíèå êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè íà ïîëó÷åííîé âûáîðêå K(X , H0) ïîïà-
äàåò â îáëàñòü Q, òî ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ, åñëè æå K(X , H0) ïîïàäàåò
â îáëàñòü W , òî ãèïîòåçà H0 ñîõðàíÿåòñÿ êàê íå ïðîòèâîðå÷àùàÿ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì äàííûì.

Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû ñâîäèòñÿ ê
çàäà÷å âûáîðà êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè K(X , H0) è êðèòè÷åñêîé îáëàñòè
Q (äîïóñòèìàÿ îáëàñòü W îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ýòîì àâòîìàòè÷åñêè). Äëÿ
îäíîé è òîé æå ãèïîòåçû H0 òàêèå ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïî-ðàçíî-
ìó è ïîëó÷èòü ðàçíûå ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè. Ïîÿñíèì ýòî ñëåäóþùèì
ïðèìåðîì.
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Ïóñòü âûäâèíóòà ãèïîòåçà H0: âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A P (A) = 0.7.
Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ 100 ýêñïåðèìåíòîâ ñîáûòèå A íàñòóïèëî

m ðàç. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç χi èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A, ò. å. ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå 1, åñëè â i-ì èñïûòàíèè A íàñòóïèëî, è
0, åñëè A íå íàñòóïèëî, òî

m =
100∑
i=1

χi

è âûáîðêà X = {χi}100
i=1.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè K(X , H0) âîçüìåì

K(X , H0) =
∣∣∣0.7− m

100

∣∣∣ .
Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè åñòü îòðåçîê [0, 0.7] (ðèñ. 3.1).
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Ðèñ. 3.1

Åñòåñòâåííî ñîõðàíèòü H0, åñëè ÷àñòîòà ñîáûòèÿ A ν =
m

100
íå ñëèøêîì

ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò 0.7, è îòâåðãíóòü H0, åñëè ðàçíîñòü âåëèêà, íàïðèìåð,
ïðåâûøàåò 0.2. Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ, åñëè K(X , H0) >
> 0.2, åñëè æå K(X , H0) ≤ 0.2, òî îòêëîíÿòü H0 íåò îñíîâàíèé â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðèíÿòîé äîãîâîðåííîñòüþ.

Íàïðèìåð, m = 53, òîãäà K(X , H0) = 0.17 < 0.2 è îòêëîíÿòü ãèïîòåçó
íåò îñíîâàíèé, åñëè æå m = 47, òî K(X , H0) = 0.23 > 0.2 è ãèïîòåçó
ñëåäóåò îòêëîíèòü.

Ìîæíî ïîñòðîèòü îáëàñòü Q ïî-äðóãîìó è ïîëó÷èòü äðóãîé ñòàòèñòè-
÷åñêèé êðèòåðèé. Òàê, åñëè Q = (0.1; 0.7], òî ïðè m = 53 ãèïîòåçó H0
ñëåäóåò îòêëîíèòü, òîãäà êàê ðàíåå åå ñîõðàíÿëè.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ îäíîé è òîé æå âûáîðêè X è ôóíêöèè K(X , H0)
ìîæåì êàê ñîõðàíèòü ãèïîòåçó H0, òàê è îòêëîíèòü åå, íàçíà÷àÿ ïî-ðàçíî-
ìó îáëàñòü Q. Ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ÷òî äëÿ ïðèíÿòèÿ ñòàòèñòè÷åñêè îáîñíî-
âàííûõ ðåøåíèé íåîáõîäèìî ñòðîèòü îáëàñòü Q íåêîòîðûì îïòèìàëüíûì
îáðàçîì, îñíîâûâàÿñü íà ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ÍÑÂ ξ.

Ïîñêîëüêó âûáîðêà X ñëó÷àéíà, çíà÷åíèÿ êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè
òîæå ñëó÷àéíû, ïîýòîìó ïðè ïðîâåðêå ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû âîçìîæíû
ñëó÷àéíûå îøèáêè ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:

1) ãèïîòåçà âåðíà, íî îòêëîíÿåòñÿ (îøèáêà I ðîäà);
2) ãèïîòåçà ëîæíà, íî ñîõðàíÿåòñÿ (îøèáêà II ðîäà).
Ñëó÷àéíûå îøèáêè õàðàêòåðèçóþòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè:

α = P (K(X , H0) ∈ Q/H0) � âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà;
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γ = P (K(X , H0) ∈ W/H1) � âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà.

Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà α òàêæå íàçûâàþò óðîâíåì çíà÷è-
ìîñòè êðèòåðèÿ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî õîòåëîñü áû ñäåëàòü âåðîÿòíîñòè îáåèõ îøèáîê íó-
ëåâûìè, íî óìåíüøåíèå âåðîÿòíîñòè îäíîé îøèáêè ïðè ôèêñèðîâàííîé
ôóíêöèè K, äîñòèãàåìîå ñîîòâåòñòâóþùèì èçìåíåíèåì îáëàñòè Q èëè W ,
âåäåò ê óâåëè÷åíèþ âåðîÿòíîñòè äðóãîé îøèáêè. Ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè
ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ïðèìåíÿþò ïðèíöèï Íåéìàíà�Ïèðñîíà, â ñîîò-
âåòñòâèè ñ êîòîðûì ôèêñèðóåòñÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà α, à çà
ñ÷åò âûáîðà êðèòè÷åñêîé îáëàñòè Q ìàêñèìèçèðóåòñÿ ìîùíîñòü êðèòåðèÿ,
ò. å. âåðîÿòíîñòü β îòêëîíèòü ãèïîòåçó H0, êîãäà îíà íåâåðíà.

Òàêèì îáðàçîì, ìîùíîñòü β = P (K(X , H0) ∈ Q/H1) è β = 1−γ. Êàê
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ìîùíîñòü êðèòåðèÿ çàâèñèò îò àëüòåðíàòèâíîé
ãèïîòåçû.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü ÍÑÂ ξ ∈ N(m,σ2). Ãèïîòåçà
H0: m = 0.

1. Ïóñòü σ2 èçâåñòíà. Âîçüìåì â êà÷åñòâå êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè
K(X , H0) = X. Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî ýëåìåíòû ñëó÷àéíîé âûáîðêè

Xi ∈ N(0;σ2) è X ∈ N

(
0;
σ2

n

)
. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé X

åñòü f(t/H0) = f

(
t, 0,

σ2

n

)
.

Ïóñòü àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà H1: m 6= 0. Ïðè ýòîé ãèïîòåçå

X ∈ N

(
m,
σ2

n

)
è f(t/H1) = f

(
t,m,

σ2

n

)
. Êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü Q ïî

çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α ìîæíî ïîñòðîèòü ÷åòûðüìÿ îñíîâíûìè
ñïîñîáàìè (ðèñ. 3.2):
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Ðèñ. 3.2

I òèï � îáëàñòü áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ t;
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II òèï � îáëàñòü áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ t;
III òèï � îáëàñòü áîëüøèõ ïî ìîäóëþ t;
IV òèï � îáëàñòü ìàëûõ ïî ìîäóëþ t.
Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ K(X , H0) â êàæäóþ èç ýòèõ îáëàñòåé ïðè èñ-

òèííîñòè ãèïîòåçû H0 ðàâíà α.
Äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î âûáîðå êðèòè÷åñêîé îáëàñòè Q ðàññìîòðèì

ìîùíîñòü êðèòåðèÿ êàê ôóíêöèþ îò ïàðàìåòðà m àëüòåðíàòèâíîé ãèïî-
òåçû H1. Áóäåì ìåíÿòü m îò −∞ äî +∞ è ðàññ÷èòûâàòü ìîùíîñòü ñîîò-
âåòñòâóþùåãî êðèòåðèÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.3 äëÿ êðèòè÷åñêîé îáëàñòè
ïåðâîãî òèïà.
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Ðèñ. 3.3

Ãðàôèê ìîùíîñòè êàê ôóíêöèè m äëÿ êðèòè÷åñêèõ îáëàñòåé âñåõ ÷å-
òûðåõ òèïîâ ïîêàçàí íà ðèñ. 3.4, à � ã.
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Ðèñ. 3.4

Âèä ãðàôèêîâ ìîùíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè èçâåñòåí çíàê àëüòåð-
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íàòèâû (m > 0 èëè m < 0), òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êðè-
òè÷åñêèå îáëàñòè ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ. Åñëè çíàê àëüòåðíàòèâû íåèç-
âåñòåí, òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óíèâåðñàëüíóþ êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü òèïà
III. Êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü ÷åòâåðòîãî òèïà èñïîëüçîâàòü íå èìååò ñìûñëà,
òàê êàê äëÿ íåå ìîùíîñòü êðèòåðèÿ íå ïîäíèìàåòñÿ âûøå, ÷åì α.

2. Ïóñòü σ2 íåèçâåñòíî. Âîçüìåì

K(X , H0) =
X
S√

n− 1

.

Êàê èçâåñòíî (òåîðåìà 1.3), òàêàÿ ñòàòèñòèêà K(X , H0) ∈ τn−1. Êðèòè÷å-
ñêàÿ îáëàñòü III òèïà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
τ0(n − 1, 1 − α) � ñèììåòðè÷íûé êâàíòèëü Ñòüþäåíòà ïî óðîâíþ 1 − α.
Òîãäà ðåøàþùåå ïðàâèëî áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

åñëè |K(X , H0)| ≥ τ0(n− 1, 1− α), òî ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ.
Êðèòåðèé, ìîùíîñòü êîòîðîãî íå ìåíüøå ìîùíîñòè ëþáîãî äðóãîãî

êðèòåðèÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 ïðè ôèêñèðî-
âàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè α, íàçûâàåòñÿ íàèáîëåå ìîùíûì êðèòåðèåì.

Êðèòåðèé, ìîùíîñòü êîòîðîãî íå ìåíüøå ìîùíîñòè ëþáîãî äðóãîãî
êðèòåðèÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ïðîòèâ ëþáîé àëüòåðíàòèâû H1 ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè α, íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîù-
íûì êðèòåðèåì.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé
(ÐÍÌÊ) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì. Ê ñîæàëåíèþ, ÐÍÌÊ ñóùåñòâóþò ëèøü â
ðåäêèõ ñëó÷àÿõ è ÿâëÿþòñÿ, ñêîðåå, èñêëþ÷åíèÿìè èç îáùåãî ïðàâèëà.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî óðîâåíü çíà÷èìîñòè α êðèòåðèÿ íàçíà÷àåòñÿ, ïðèíÿ-
òî âûáèðàòü α èç íåêîòîðîãî ñòàíäàðòíîãî ðÿäà: 0.1, 0.05, 0.02, 0.01. Âûáîð
êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ α îïðåäåëÿåòñÿ ïîòåðÿìè çà íåïðàâèëüíîå ðåøåíèå
ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû. Òàê, âûáîð α = 0.1 îçíà÷àåò, ÷òî ýêñïåðèìåíòàòîð
ãîòîâ îøèáàòüñÿ (îòêëîíÿòü âåðíóþ ãèïîòåçó H0) â ñðåäíåì 1 ðàç èç 10.
Ïðè α = 0.01 òàêàÿ îøèáêà äîïóñêàåòñÿ â ñðåäíåì óæå 1 ðàç èç 100. Â
ñâÿçè ñ ýòèì â ðåàëüíîé çàäà÷å ïðîâåðêè ãèïîòåçû àíàëèçèðóþòñÿ ïîòåðè
îò íåïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ: ÷òî âàæíåå � íå îòêëîíèòü âåðíóþ ãèïîòåçó H0
(óìåíüøàåì α) èëè ïðèíÿòü ëîæíóþ H1 (α óâåëè÷èâàåì).

3.2. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé äâóõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ïóñòü â ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàþòñÿ äâå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû: ξ1 ∈ N(m1,σ

2), ξ2 ∈ N(m2,σ
2). Ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé m1 , m2

è σ2 íåèçâåñòíû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû.
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Ïî ãèïîòåçå H0 : m1 = m2 = m.
Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 èìååì äâå âûáîðêè:X = [X1, X2, . . . , Xn1

]T

è Y = [Y1, Y2, . . . , Yn2
]T èç ðàñïðåäåëåíèé ξ1 è ξ2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñòðîèì êðèòåðèàëüíóþ ôóíêöèþ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0. Âîçü-

ìåì âûáîðî÷íûå ñðåäíèå: X ∈ N

(
m,
σ2

n1

)
; Y ∈ N

(
m,
σ2

n2

)
. Åñëè ãèïîòåçà

H0 âåðíà, òî

X − Y ∈ N

(
0,
σ2

n1
+
σ2

n2

)
.

Ïîñëå íîðìèðîâêè ïîëó÷èì:

K1(X ,Y , H0) =
X − Y

σ

√
1

n1
+

1

n2

∈ N(0, 1).

Åñëè âçÿòü ôóíêöèþ K1(X ,Y , H0) ñ èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì â êà-
÷åñòâå êðèòåðèàëüíîé, òî íåçíàíèå ïàðàìåòðà σ íå ïîçâîëèò âû÷èñëèòü
åå çíà÷åíèå íà ÷èñëîâûõ âûáîðêàõ x è y . Ïîýòîìó ïîñòóïèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Èç òåîðåìû Ñòüþäåíòà èçâåñòíî, ÷òî

n1S
2
x

σ2 ∈ χ2
n1−1,

ãäå S2
x � âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ äëÿ ÍÑÂ ξ1,

n2S
2
y

σ2 ∈ χ2
n2−1,

ãäå S2
y � âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ äëÿ ÍÑÂ ξ2.
Ïðè ýòîì îáå óêàçàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû, ÷òî ñëåäóåò

èç íåçàâèñèìîñòè ξ1 è ξ2. Òîãäà èõ ñóììà

n1S
2
x

σ2 +
n2S

2
y

σ2

ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó χ2
n1+n2−2.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íåçàâèñèìà ñî ñòàòèñòè-
êîé K1(X ,Y , H0). Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

X − Y

σ

√
1

n1
+

1

n2

√
n1 + n2 − 2

√
n1S

2
x

σ2 +
n2S

2
y

σ2

∈ τn1+n2−2
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ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ñòüþäåíòà ñ n1 + n2 − 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ÷òî
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà. Òàê êàê ýòà ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà íå ñîäåðæèò ïàðàìåòð σ , òî âîçüìåì â êà÷åñòâå êðèòåðèàëüíîé
ôóíêöèè

K(X ,Y , H0) =
(X − Y )

√
n1 + n2 − 2

√
n1n2

√
n1 + n2

√
n1S2

x + n2S2
y

∈ τn1+n2−2.

Çàäàâ óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ α, íàéäåì ñèììåòðè÷íûé êâàí-
òèëü Còüþäåíòà τ0(n1 +n2−2, 1−α). Êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü êðèòåðèÿ � ýòî
îáëàñòü òðåòüåãî òèïà � áîëüøèõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèé ôóíêöèè K . Òàêèì
îáðàçîì, ðåøàþùåå ïðàâèëî èìååò âèä

åñëè |K(X ,Y , H0)| ≥ τ0(n1 + n2 − 2, 1− α),

òî ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì (m1 6= m2).
Ïðèìåð. Äëÿ äâóõ ó÷àñòêîâ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ óãîäèé ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: ïåðâûé ó÷àñòîê èìååò ïëîùàäü 10 ãà, ñðåäíÿÿ óðî-
æàéíîñòü X = 26 ö/ãà ïðè Sx = 2.0; âòîðîé ó÷àñòîê èìååò ïëîùàäü 12 ãà,
ñðåäíÿÿ óðîæàéíîñòü Y = 24 ö/ãà ïðè Sy = 1.9.

Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ãèïîòåçó: óðîæàéíîñòü ó÷àñòêîâ îäèíàêîâà ïðè
óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.1. Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà H0 : M(ξ1) = M(ξ2).

Ñ÷èòàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óðîæàéíîñòè ó÷àñòêîâ íîðìàëüíûìè, âîñïîëü-
çóåìñÿ êðèòåðèåì ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-
íèé äâóõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Êîëè÷åñòâî ãåêòàðîâ â êàæäîì
ó÷àñòêå áóäåì ñ÷èòàòü îáúåìîì âûáîðêè. Òîãäà n1 = 10, n2 = 12.

Ïðè α = 0.1 ñèììåòðè÷íûé êâàíòèëü Ñòüþäåíòà

τ0(10 + 12− 2, 0.9) = 1.725.

Òîãäà çíà÷åíèå êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè

K(X ,Y , H0) =
(26− 24)

√
20
√

10 · 12√
22
√

10 · (2.0)2 + 12 · (1.9)2
≈ 2.29.

Òàê êàê |K| = 2.29 > 1.725, ãèïîòåçó H0 ñëåäóåò îòêëîíèòü ïðè óðîâíå
çíà÷èìîñòè 0.1.

Äëÿ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè íàéäåííîãî ðåøåíèÿ óìåíüøèì óðîâåíü
çíà÷èìîñòè α â 2 ðàçà. Âîçüìåì α = 0.05. Ïðè ýòîì τ0(20, 0.95) = 2.09.
Ïîñêîëüêó 2.29 > 2.09, ðåøåíèå îá îòêëîíåíèè ãèïîòåçû H0 ñîõðàíÿåòñÿ.
Ðåøåíèå óñòîé÷èâî.

Òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàòü, ÷òî óðîæàéíîñòü ó÷àñòêîâ îäèíàêîâà, íåò îñ-
íîâàíèé.
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3.3. Êðèòåðèé Ôèøåðà ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå
äèñïåðñèé äâóõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ïóñòü íàáëþäàþòñÿ äâå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η, èìå-
þùèå íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ:

ξ ∈ N(mξ,σ
2
ξ), η ∈ N(mη,σ

2
η).

Èç ðàñïðåäåëåíèé ξ è η ïîëó÷åíû âûáîðêè X îáúåìîì n1 è Y îáúåìîì n2
ñîîòâåòñòâåííî.

Âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0 : σ2
ξ = σ2

η = σ. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0
ðàññìîòðèì êðèòåðèé, íàçûâàåìûé êðèòåðèåì Ôèøåðà (Ôèøåðà�Ñíåäåêî-
ðà).

Èç òåîðåìû Ñòüþäåíòà èçâåñòíî, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

n1S
2
1

σ2
ξ

∈ χ2
n1−1,

n2S
2
2

σ2
η

∈ χ2
n2−1,

ãäå S2
1 =

1

n1

n1∑
i=1

(Xi − X)2, S2
2 =

1

n2

n2∑
i=1

(Yi − Y )2, èìåþò χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ

è íåçàâèñèìû. Òîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

(n1 − 1)S̃2
1

σ2 ∈ χ2
n1−1,

(n2 − 1)S̃2
2

σ2 ∈ χ2
n2−1,

ãäå S̃2
1 =

1

n1 − 1

n1∑
i=1

(Xi − X)2, S̃2
2 =

1

n2 − 1

n2∑
i=1

(Yi − Y )2 òàêæå èìåþò χ2-

ðàñïðåäåëåíèå è íåçàâèñèìû.
Âçÿâ â êà÷åñòâå êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè

K(X ,Y , H0) =

(n1 − 1)S̃2
1

(n1 − 1)σ2

(n2 − 1)S̃2
2

(n2 − 1)σ2

=
S̃2

1

S̃2
2

∈ F (k1, k2),

ïîëó÷èì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, èìåþùóþ ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñ ÷èñëîì
ñòåïåíåé ñâîáîäû (k1, k2), ãäå k1 = n1 − 1, k2 = n2 − 1.

Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî K(X ,Y , H0) äîëæíà ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ,
áëèçêèå ê åäèíèöå. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå êðèòè÷åñêîé îáëàñòè âîçüìåì îá-
ëàñòü ìàëûõ è áîëüøèõ çíà÷åíèé K(X ,Y , H0): 0 ≤ K(X ,Y , H0) ≤ F1
è K(X ,Y , H0) ≥ F2, ïðè÷åì âûáåðåì çíà÷åíèÿ F1 è F2 òàê, ÷òîáû ïðè
çàäàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ α

P (K(X ,Y , H0) ≤ F1) = P (K(X ,Y , H0) ≥ F2) =
α

2
.

58



Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.5, ãäå 1−α
� ïëîùàäü íåçàøòðèõîâàííîé ÷àñòè.
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x

1− α

fmn(x)

F1 F2

0.25

0.5

0.75

0

Ðèñ. 3.5. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà m = 10, n = 12

Ïóñòü K̃(X ,Y , H0) =
1

K(X ,Y , H0)
=

S̃2
2

S̃2
1

. Òîãäà, òàê êàê

K(X ,Y , H0) ∈ F (k1, k2), òî K̃(X ,Y , H0) ∈ F (k2, k1).

Ïðè ýòîì
α

2
= P (K < F1) = P (

1

K
>

1

F1
) = P (K̃ >

1

F1
),

ò. å. äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ K̃ F̃2 =
1

F1
è F̃1 =

1

F2
.

Äëÿ óïðîùåíèÿ êðèòåðèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü äðóãóþ êðèòåðèàëü-
íóþ ôóíêöèþ

F (X ,Y , H0) = max

{
S̃2

1

S̃2
2

,
S̃2

2

S̃2
1

}
.

Ó òàêîãî êðèòåðèÿ êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü áóäåò óæå îäíîñòîðîííåé, åñëè
F (X ,Y , H0) ≥ Cα, òî ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ.

Cα åñòü êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû

k1 è k2 ïî óðîâíóþ 1− α
2
:

Cα = F0

(
k1, k2, 1−

α

2

)
,

ãäå k1 � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû äëÿ âûáîðêè ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì S̃2, ò. å.
èç äâóõ íåñìåùåííûõ âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé S̃2

1 è S̃2
2 â ÷èñëèòåëü êðèòå-

ðèàëüíîé ôóíêöèè F (X ,Y , H0) ñòàâèòñÿ òà, êîòîðàÿ áîëüøå.
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Ïðèìåð. Ïîëó÷åíû îöåíêè äèñïåðñèé S̃2
1 = 9.6 è S̃2

2 = 5.7 ïî âû-
áîðêàì îáúåìàìè n1 = 10 è n2 = 15 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåðèì ãèïîòåçó î
ðàâåíñòâå äèñïåðñèé ïî êðèòåðèþ Ôèøåðà ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè 0.1:

F (X ,Y , H0) =
S̃2

1

S̃2
2

=
9.6

5.7
= 1.68.

×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû k1 = 10 − 1 = 9, k2 = 15 − 1 = 14. Ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå Cα = F0(9.14, 0.95) = 2.65. Òàê êàê 1.68 < 2.65, îòêëîíåíèå â
âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèÿõ íå çíà÷èìî è ãèïîòåçó H0 ìîæíî ñîõðàíèòü.

3.4. Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ

Êðèòåðèÿìè ñîãëàñèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ïðèíÿòî íàçûâàòü
ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î âèäå çàêîíà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ.

Ïóñòü X = [X1 . . . , Xn]
T � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ ξ ñ íåèç-

âåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(t), î êîòîðîé âûäâèíóòà ïðîñòàÿ ãè-
ïîòåçà H0 : Fξ(t) = F (t).

Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Êîëìîãîðîâà. Ýòîò êðèòåðèé ìîæíî ïðèìå-
íÿòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (t) íåïðåðûâíà è ìî-
íîòîííà. Â êà÷åñòâå êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà

Dn(X) = sup
−∞<t<+∞

|Fn(t)− F (t)| ,

ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(t) îò ïðåäïîëàãàåìîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèå F (t). Ïðè
êàæäîì t çíà÷åíèå Fn(t) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé îöåíêîé äëÿ F (t), ïðè÷åì
ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè è ïðîèñõîäèò ñáëèæåíèå Fn(t) è F (t). Ïî-
ýòîìó ïðè áîëüøèõ n, åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, çíà÷åíèå Dn(X) íå äîëæíî
ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü
êðèòåðèÿ ñëåäóåò âûáèðàòü òèïà I, ò. å. Q = {Dn(X) ≥ Cα}.

Îñîáåííîñòüþ êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè Dn ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åå ðàñïðå-
äåëåíèå ïðè ãèïîòåçå H0 íå çàâèñèò îò âèäà ôóíêöèè F (t).

Ïóñòü Ui � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàâíîìåðíîå R(0, 1) ðàñïðå-
äåëåíèå. Ðàññìîòðèì íîâóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Yi = F−1(Ui), ãäå F−1 �
ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ F .

Èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè F ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü (âîçðàñòàíèå)
ôóíêöèè F−1 è F−1(Ui) < y ýêâèâàëåíòíî Ui < F (y).
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Òîãäà

FYi
(y)− P (Yi < y)− P (F−1(Ui) < y) = P (Ui < F (y)) =

=

F (y)∫
−∞

fUi
(τ)dτ =

F (y)∫
0

1dτ = F (y),

ò. å. ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Yi ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì F (t).
Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ñ ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
èç ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà (0, 1) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Åñëè ïîëîæèòü t = F−1(u), 0 ≤ u ≤ 1, ïîëó÷èì

Dn(X) = sup
0≤u≤1

∣∣Fn(F
−1(u))− u

∣∣ .
Ïåðåéäåì ê íîâûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì Ui = F (Xi), i = 1, 2, . . . , n.

Ïîñòðîèì èç íèõ âàðèàöèîííûé ðÿä

Ui1 ≤ · · · ≤ Uin.

Ôóíêöèÿ F (t) ìîíîòîííà, ïîýòîìó Uik = F (Xik), k = 1, 2, . . . , n.
Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâà F−1(u) ≥ Xik ýêâèâàëåíòíû íåðàâåíñòâàì

u ≥ Uik . Åñëè δ0(z) � åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, òî

Fn(F
−1(u)) =

1

n

n∑
k=1

δ0(F
−1(u)−Xik) =

1

n

n∑
k=1

δ0(u− Uik) = Φn(u),

ãäå Φn(u) � ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âûáîðêè èç ðàâíî-
ìåðíîãî R(0, 1) ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòèêà Dn ñîâïàäàåò ñ sup
0≤u≤1

|Φn(u)− u| è, ñëåäî-

âàòåëüíî, åå ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò F (t), åñëè ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà
H0. Òåì ñàìûì, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü è ïðîòàáóëèðîâàòü ðàñïðåäåëåíèå
Dn îäèí ðàç, à èìåííî äëÿ âûáîðêè èç ðàâíîìåðíîãî R(0, 1) ðàñïðåäåëå-
íèÿ, è èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé
ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (t).

Äðóãèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè Dn ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n (óæå ïðè
n ≥ 20) ïðàêòè÷åñêè îò n íå çàâèñèò. Ïðè n ≥ 20 ïîðîãîâîå çíà÷åíèå
Cα = Cα(u) êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ìîæíî ïîëàãàòü ðàâíûì Cα = λα/

√
n.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

P (Dn ∈ Q/H0) = P (
√

nDn ≥ λα/H0) ∼= α.

Òàê, ïðè α = 0, 05 λα = 1, 3581; ïðè α = 0, 01 λα = 1, 6276.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè α ÷èñëî λα îïðåäå-
ëÿþò èç ñîîòíîøåíèÿ

K(λα) = 1− α,

ãäå

K(t) =
+∞∑

j=−∞
(−1)je−2j2t2.

Ðåøàþùåå ïðàâèëî ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 èìååò (ïðè n ≥ 20) ñëåäó-
þùèé âèä: åñëè

√
nDn(X) ≥ λα, òî H0 ñëåäóåò îòâåðãíóòü.

Äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé n òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå Dn òàáóëèðîâàíî è
äëÿ ðàñ÷åòà òî÷íûõ çíà÷åíèé cα ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè òàáëèöàìè.

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ïîëèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè. Åñëè â
ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæåò íàñòóïèòü îäíî èç k ïîïàðíî
íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé Ai, i = 1, 2, . . . , k, òî ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòåé P (Ai)
ýòèõ ñîáûòèé íàçûâàþò ïîëèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè k = 2.

Ïóñòü ïî ãèïîòåçå H0 êàæäîìó ñîáûòèþ Ai ïðèïèñàíà âåðîÿòíîñòü
pi = P (Ai), i = 1, 2, . . . , k. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ n ñëó÷àéíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ ñîáûòèå Ai íàñòóïèëî n1 ðàç, ñîáûòèå A2 íàñòóïèëî n2 ðàç, ñîáûòèå

Ak íàñòóïèëî nk ðàç,
k∑

i=1

ni = n. Òàêèì îáðàçîì, âûáîðêîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñ-

ëîâîé âåêòîð
X = (n1, n2, . . . , nk)

T .

Â êà÷åñòâå êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè âîçüìåì ôóíêöèþ âèäà

K(X , H0) =
k∑

i=1

(ni − np0
i )

2

np0
i

.

Äëÿ ïðàâèëüíîãî âûáîðà êðèòè÷åñêîé îáëàñòè Q íåîáõîäèìî çíàòü
ðàñïðåäåëåíèå êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ãèïî-
òåçà H0 âåðíà, òî êðèòåðèàëüíàÿ ôóíêöèÿ K(X, H0/H0) èìååò àñèìïòîòè-
÷åñêè (ïðè n → +∞) χ2

k−1-ðàñïðåäåëåíèå ñ k − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Óáåäèìñÿ â ýòîì ïðè k = 2. Â äàííîì ñëó÷àå

K(X , H0/H0) =
(n1 − np0

1)
2

np0
1

+
(n2 − np0

2)
2

np0
2

.

Î÷åâèäíî, ÷òî n2 = n − n1, p0
2 = 1 − p0

1 è n2 − np0
2 = n − n1 − np0

2 =
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= n(1− p0
2)− n1 = np0

1 − n1. Çíà÷èò,

K(X , H0/H0) = (n1 − np0
1)

2
(

1

np0
1

+
1

np0
2

)
=

= (n1 − np0
1)

2 (p
0
1 + p0

2)

np0
1p

0
2

=
(n1 − np0

1)
2

np0
1(1− p0

1)
=


n1

n
− p0

1√
p0

1(1− p0
1)

n


2

.

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó n1 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ÷èñëî óñïåõîâ â n èñ-
ïûòàíèÿõ Áåðíóëëè, òîãäà

n1

n
� ÷àñòîòà óñïåõà.

Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå Ìóàâðà�Ëàïëàñà
÷àñòîòà óñïåõà èìååò àñèìïòîòè÷åñêè (ïðè n → +∞) íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå:

n1

n
→ N

(
p0

1,
p0

1(1− p0
1)

n

)
.

Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

n1

n
− p0

1√
p0

1(1− p0
1)

n

→ N(0; 1).

Íàêîíåö, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ½Õè-êâàäðàò“-ðàñïðåäåëåíèÿ, êâàäðàò
ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû áóäåò èìåòü ½Õè-êâàäðàò“-
ðàñïðåäåëåíèå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû:

(n1

n
− p0

1

)
√

p0
1(1− p0

1)

n


2

→ χ2
1.

Òàêèì îáðàçîì, ýòèì ÷àñòíûì ïðèìåðîì ïðîèëëþñòðèðîâàíî óòâåð-
æäåíèå îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå êðèòè÷åñêîé îáëàñòè Q âîçüìåì îáëàñòü ïåðâîãî òèïà �
îáëàñòü áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé K(X, H0). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî çíà÷åíèå K(X , H0/H0) äîëæíî áûòü íåáîëüøèì.

Áîëüøèå çíà÷åíèÿ K(X , H0) äîëæíû ñâèäåòåëüñòâîâàòü ïðîòèâ ãèïî-
òåçû H0.
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Çàäàâøèñü òåïåðü óðîâíåì çíà÷èìîñòè α, â êà÷åñòâå ïîðîãîâîãî çíà-
÷åíèÿ cα âîçüìåì êâàíòèëü χ2

k−1-ðàñïðåäåëåíèÿ ïî óðîâíþ 1−α (ðèñ. 3.6):
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1− α
α

cα 10 12 14

Ðèñ. 3.6. χ2-ðàñïðåäåëåíèå. Êðèâàÿ ïëîòíîñòè äëÿ n = 6

cα = χ2
k−1 (k − 1, 1− α).

Ðåøàþùåå ïðàâèëî ïðèíèìàåò âèä:
åñëè K(X , H0) ≥ cα, òî ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ.
Ïðèìåð. Â 100 èñïûòàíèÿõ ñîáûòèÿ A1, A2 è A3 íàñòóïèëè ñîîòâåò-

ñòâåííî n1 = 60, n2 = 21, n3 = 19 ðàç. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 : p0
1 =

=
1

2
, p0

2 =
1

4
, p0

3 =
1

4
ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.1.

Â äàííîì ñëó÷àå k = 3.
Ïî òàáëèöàì χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèì χ2

0(2, 0.9) = 4.61. Âû÷èñëèì
êðèòåðèàëüíóþ ôóíêöèþ

K(X , H0) =
3∑

i=1

(n− np0
i )

2

np0
i

=
(60− 50)2

50
+

+
(21− 25)2

25
+

(19− 25)2

25
= 2.00 + 0.64 + 1.44 = 4.08.

Òàê êàê 4.08 < 4.61 = cα, òî îòêëîíèòü ãèïîòåçó H0 ïî óðîâíþ çíà÷è-
ìîñòè α = 0.1 íåò îñíîâàíèé.

Ïðèìåð. Ïðè n = 4040 áðîñàíèÿõ ìîíåòû Áþôôîí ïîëó÷èë n1 =
= 2048 âûïàäåíèé ãåðáà è n2 = 1992 âûïàäåíèé öèôðû. Ïðîâåðèì ãèïîòåçó
î ñèììåòðè÷íîñòè ìîíåòû (ò. å. ãèïîòåçó î áèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñ
âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p = 0.5 ïî óðîâíþ çíà÷èìîñòè α = 0.05).

Äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ k = 2, cα = χ2
0(1, 0.95) = 3.841 è

K(X , H0) =
(n1 − np0

1)
2

np0
1p

0
2

=
(2048− 2020)2

1010
= 0.776.

Òàê êàê 0.776 < 3.841, òî ãèïîòåçà î ñèììåòðèè ìîíåòû íå ïðîòèâîðå÷èò
ïîëó÷åííûì äàííûì.
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Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ χ2 (Ê. Ïèðñîíà). Â îòëè÷èå îò êðèòåðèÿ ñî-
ãëàñèÿ Êîëìîãîðîâà êðèòåðèé ñîãëàñèÿ χ2 ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ÍÑÂ
ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü H0 � ïðîñòàÿ ãèïîòåçà î âèäå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è åå ïàðà-
ìåòðàõ. Ñâåäåì çàäà÷ó ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ê çàäà÷å ïðîâåðêè ãèïîòåçû
î ïîëèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì âåùåñòâåííóþ îñü
íà k ïðîìåæóòêîâ:

(y0, y1), . . . , (yk−1, yk),

ãäå y0 = −∞, yk = +∞.
Ðàññìîòðèì ñîáûòèå Aj = {ξ ∈ (yj−1, yj)}.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â i-ì èñïûòàíèè ñîáûòèå Aj íàñòóïèëî, åñëè Xi ∈

∈ (yj−1, yj).
Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, òî ðàñïðåäåëåíèå ξ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî è

ìîæíî âû÷èñëèòü

P (Aj) = Fξ(yj)− Fξ(yj−1) = p0
j .

Òîãäà âûáîðêà X ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó ( òàáë. 3.1).
Òàáëèöà 3.1

A1 A2 · · · · · · · · · Ak

p0
1 p0

2 · · · · · · · · · p0
k

n1 n2 · · · · · · · · · nk

Çäåñü nj � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ïîïàâøèõ â ïðîìåæóòîê (yj−1, yj).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ïîëèíîìèàëüíîì ðàñ-

ïðåäåëåíèè áóäåò ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðè n → +∞ (ñì.
ðèñ. 3.6)

K(X , H0) =
k∑

j=1

(nj − np0
j)

2

np0
j

→ χ2
k−r−1,

ãäå r � êîëè÷åñòâî óòâåðæäåíèé ãèïîòåçûH0 î çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ ξ, îöåíèâàåìûõ ïî òîé æå âûáîðêå X.

Êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü � îáëàñòü I áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé
(ñì. ðèñ. 3.2), îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α ÷åðåç êâàí-
òèëü χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ:

cα = χ2
0(k − r − 1, 1− α).

65



Ðåøàþùåå ïðàâèëî χ2-êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

åñëè K(X , H0) ≥ cα, òî ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ.
Ïðèáëèæåíèå ê ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî

õîðîøèì óæå ïðè n ≥ 50 è k ≥ 5.
Âûáîð ðàçáèåíèÿ âåùåñòâåííîé îñè íà èíòåðâàëû � çàäà÷à, ñëàáî ïîä-

äàþùàÿñÿ òåîðåòè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ. Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî ðàñïðåäåëå-

íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
nj − np0

j√
np0

j

ïðèáëèæåííî íîðìàëüíî, ïîýòîìó ïðè

ëþáîì j äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå np0
j ≥ 10, ò. å. â ñîîòâåòñòâèè ñ ãè-

ïîòåçîé H0 â ñðåäíåì íà êàæäûé èíòåðâàë äîëæíî ïîïàñòü íå ìåíåå 10
ýëåìåíòîâ âûáîðêè. Åñëè íà íåêîòîðûõ èíòåðâàëàõ ýòî óñëîâèå íå âûïîë-
íÿåòñÿ, òî òàêèå èíòåðâàëû ñëåäóåò óêðóïíèòü, îáúåäèíÿÿ èõ ñ ñîñåäíèìè.
Ïðè ýòîì ÷èñëî îñòàâøèõñÿ èíòåðâàëîâ íå äîëæíî áûòü ìåíüøå ïÿòè.

Íåêîòîðóþ ñòàíäàðòèçàöèþ ìîæåò äàòü ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà. Ïðè
îáúåìå âûáîðêè n ≥ 100 áåðóò 10 ðàâíîâåðîÿòíûõ ïî ãèïîòåçå H0 èíòåð-
âàëîâ (yj−1, yj).Ñîîòâåòñòâåííî, âñå p0

j = 0.1.

Ïðèìåð. Äàíà ãðóïïèðîâàííàÿ âûáîðêà îáúåìîì n = 200 (òàáë. 3.2).

Òàáëèöà 3.2

xi 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5
mi 2 2 12 30 50 62 28 11 2 1

Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î íîðìàëüíîñòè ÍÑÂ ξ ïðè óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè α = 0.1 ñ ïàðàìåòðàìè, íàéäåííûìè èç âûáîðêè. Íàõîäèì:

mξ = x̄ =

√
1

200

10∑
i=1

mixi = 2.05; σ = s =

√√√√ 1

200

10∑
i=1

mix
2
i − x̄2 = 0.14.

Êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, îöåíåííûõ ïî òîé æå âûáîðêå,
r = 2. Ðàñ÷åòíûé ìàòåðèàë â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì χ2 ïðåäñòàâëåí â
(òàáë. 3.3).

Òàáëèöà 3.3

yj−1, yj −∞, 1.85 1.85, 1.95 1.95, 2.05 2.05, 2.15 2.15, 2.25 2.25, +∞

nj 16 30 50 62 28 14

p0
j 0.076 0.163 0.261 0.261 0.163 0.076

Òîãäà cα = χ2
0(k − r − 1, 1− α) = χ2

0(3, 0.9) = 6.25 è K(X , H0) = 2.96,
çíà÷èò, ãèïîòåçó H0 ñîõðàíÿåì.
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3.5. Ãèïîòåçà íåçàâèñèìîñòè

Ãèïîòåçó íåçàâèñèìîñòè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ÍÑÂ ξ è η ñ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ
Fξ è Fη è ñîâìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fξη. Ãèïîòåçà H0 íåçàâèñè-
ìîñòè ξ è η òåïåðü çàïèñûâàåòñÿ êàê

H0 : Fξη(t1, t2) = Fξ(t1)Fη(t2).

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 èìåþòñÿ äâå
ñâÿçàííûå âûáîðêèX èY , ïîëó÷åííûå ïðè ïðîâåäåíèè îäíîãî ñëó÷àéíîãî
ýêñïåðèìåíòà.

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè äâóõ ïðèçíàêîâ. Âíà÷à-
ëå ðàññìîòðèì êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè äâóõ ãðóïï
ïðèçíàêîâ, êîòîðûìè îáëàäàþò îáúåêòû ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ïóñòü
êàæäûé îáúåêò ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáëàäàåò ïðèçíàêàìè äâóõ âîç-
ìîæíûõ òèïîâ. Êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ ïåðâîãî òèïà m, à âòîðîãî òèïà �
k. Ïðè ýòîì îáúåêò îáëàäàåò òîëüêî îäíèì ïðèçíàêîì èç m âîçìîæíûõ
ïåðâîãî òèïà, è òîëüêî îäíèì ïðèçíàêîì èç k âîçìîæíûõ âòîðîãî òèïà. Â
ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî îáñëåäîâàíèÿ n ñëó÷àéíî âûáðàííûõ îáúåêòîâ ó
íèõ îáíàðóæèëèñü ïðèçíàêè äâóõ äàííûõ òèïîâ â ðàçíûõ ñî÷åòàíèÿõ, ðàç-
áèâàþùèõ âñå ìíîæåñòâî îáñëåäîâàííûõ îáúåêòîâ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
êëàññû.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç nij êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ i-ì ïðè-
çíàêîì ïåðâîãî òèïà (i = 1, m) è j-ì ïðèçíàêîì âòîðîãî òèïà (j = 1, k), òî
âñþ ïîëó÷åííóþ âûáîðêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáë. 3.4.

Òàáëèöà 3.4
1 2 · · · j · · · k

1 n11 n12 · · · n1j · · · n1k ν1

2 n21 n22 · · · n2j · · · n2k ν2
...

...
...

. . .
...

. . .
...

...
i ni1 ni2 · · · nij · · · nik νi
...

...
...

. . .
...

. . .
...
...

...
m nm1 nm2 · · · nmj · · · nmk νm

µ1 µ2 · · · µj · · · µk n

Â òàáëèöå ïðèçíàêè âòîðîãî òèïà îòêëàäûâàþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî, à ïðè-
çíàêè ïåðâîãî òèïà � âåðòèêàëüíî.

Î÷åâèäíî óñëîâèå
m∑

i=1

k∑
j=1

nij = n.

Äîïîëíèòåëüíî â òàáë. 3.4 îáîçíà÷åíû
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νi =
k∑

j=1

nij, i = 1, m, µj =
m∑

i=1

nij j = 1, m.

Ïóñòü pij � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ÷òî íàóäà÷ó âûáðàííûé îáúåêò îá-
ëàäàåò i-ì ïðèçíàêîì ïåðâîãî òèïà è j-ì ïðèçíàêîì âòîðîãî òèïà. Ñîîò-
âåòñòâåííî, pIi

� âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ÷òî íàóäà÷ó âûáðàííûé îáúåêò îá-
ëàäàåò i-ì ïðèçíàêîì ïåðâîãî òèïà, à pIIj

� j-ì ïðèçíàêîì âòîðîãî òèïà.
Òîãäà ãèïîòåçà H0 íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ

ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê:

H0 : pij = pipj.

Â ñôîðìóëèðîâàííîì âèäå çàäà÷à ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ìîæåò áûòü
ñâåäåíà ê çàäà÷å ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ïîëèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîöåäóðà îáñëåäîâàíèÿ n îáúåêòîâ ïîçâîëÿåò ñðàçó âû-
äåëèòü m× k ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé Aij � îáëàäàíèå íàóäà÷ó âû-
áðàííûì îáúåêòîì i-ì ïðèçíàêîì ïåðâîãî òèïà è j-ì ïðèçíàêîì âòîðîãî
òèïà ñ âåðîÿòíîñòÿìè P (Aij) = pij, íàçíà÷åííûìè â ãèïîòåçå H0.

Òîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2, êðèòåðèàëüíàÿ ôóíêöèÿ
êîòîðîãî ïðèìåò âèä

K(X , H0) =
m∑

i=1

k∑
j=1

(nij − npipj)
2

npipj
→ χ2.

Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè ýêâèâàëåíòíà ãèïîòåçå î
òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò m + k âåðîÿòíîñòåé pi è pj, òàêèõ, ÷òî

pij = pipj,
∑

i

pi =
∑

j

pj = 1.

Òàê êàê âåðîÿòíîñòè pi è pj íåèçâåñòíû, òî åñòåñòâåííî âçÿòü âìåñòî
ýòèõ âåðîÿòíîñòåé èõ òî÷å÷íûå îöåíêè:

p̂i =
νi

n
, p̂j =

µj

n
.

Òîãäà

K(X , H0) =
m∑

i=1

k∑
j=1

(
nij −

νiµj

n

)2

νiµj

n

= n

(
m∑

i=1

k∑
j=1

n2
ij

νiµj
− 1

)
.

Äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðåäåëüíîãî χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ
êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè ó÷òåì íàëè÷èå m k ñîáûòèé, ò. å. m k−1 íàçíà÷àå-
ìûõ âåðîÿòíîñòåé è m+k−2 ïàðàìåòðîâ, îöåíèâàåìûõ ïî òîé æå âûáîðêå.
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Çíà÷èò, ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðåäåëüíîãî χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü

m k − (m + k − 2)− 1 = (m− 1)(k − 1).

Êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü çàäàåòñÿ ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì

cα = χ2
0((m− 1)(k − 1), 1− α),

ðàâíûì êâàíòèëþ χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ (m− 1)(k− 1) ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâî-
áîäû ïî óðîâíþ 1− α, ãäå α � çàäàííûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ.

Ïðèìåð [ 2 ]. Â ðåçóëüòàòå îáñëåäîâàíèÿ ìóæñêîé ÷àñòè íàñåëåíèÿ
îäíîãî àíãëèéñêîãî ãîðîäà áûëè âûÿâëåíû ïðèñòðàñòèÿ ê äâóì òðàäèöè-
îííûì âèäàì ñïîðòà: êðèêåòó è òåííèñó, â çàâèñèìîñòè îò âîçðàñòà ðåñïîí-
äåíòîâ (äî 45 ëåò è ïîñëå 45 ëåò).

Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáë. 3.5.
Òàáëèöà 3.5

Âèä Âîçðàñò Âñåãî
ñïîðòà

Íå ñòàðøå 45 ëåò Ñòàðøå 45 ëåò
Êðèêåò 58 74 132
Òåííèñ 24 38 62
Âñåãî 82 112 194

Ïðîâåðèì ïî êðèòåðèþ íåçàâèñèìîñòè äâóõ ãðóïï ïðèçíàêîâ χ2, âëèÿåò ëè
âîçðàñò íà âûáîð âèäà ñïîðòà ïî óðîâíþ çíà÷èìîñòè α = 0.1.

Òàê êàê m = k = 2, òî cα = χ2
0(1, 0.9) = 2.706 è

K(X , H0) = n

(
2∑

i=1

2∑
j=1

n2
ij

νiµj
− 1

)
= 0.423.

Òàê êàê K(X , H0) < cα, îòâåðãàòü ãèïîòåçó íåçàâèñèìîñòè îñíîâàíèé íåò.
Ïðîâåðêà ãèïîòåçû íåçàâèñèìîñòè â îáùåì ñëó÷àå.Ïðèâåäåí-

íûé êðèòåðèé χ2 ïðîâåðêè ãèïîòåçû íåçàâèñèìîñòè äëÿ äâóõ ãðóïï ïðè-
çíàêîâ ìîæåò áûòü ïðèñïîñîáëåí è äëÿ ïðîâåðêè îáùåé ãèïîòåçû íåçàâè-
ñèìîñòè.

Â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ÍÑÂ ξ è η èõ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñëó÷àéíûå
ïðèçíàêè, õàðàêòåðèçóþùèå îáúåêòû ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ïîëó÷à-
åìûå ïðè ïðîâåäåíèè åäèíè÷íîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà çíà÷åíèÿ ξ è
η äàþò êîìáèíàöèþ ïðèçíàêîâ, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â âûáîðêå. Òàêèì
îáðàçîì, çàäà÷à ïðîâåðêè ãèïîòåçû íåçàâèñèìîñòè ξ è η ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
ïðîâåðêè ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè äâóõ ãðóïï ïðèçíàêîâ.

Åñëè ÍÑÂ ξ è η èìåþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, òî äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ êðèòåðèÿ χ2 íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàòü äâå ãðóïïû ïðèçíà-
êîâ. Äëÿ ýòèõ öåëåé ìîæíî ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó ðàçáèåíèÿ âåùåñòâåííîé
îñè íà èíòåðâàëû, îïèñàííóþ â 3.4. Ïîïàäàíèå çíà÷åíèé ξ è η, ïîëó÷åí-
íûõ â ðåçóëüòàòå åäèíè÷íîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, â ñîîòâåòñòâóþùèå
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èíòåðâàëû, áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîÿâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êîì-
áèíàöèè ïðèçíàêîâ ó îáñëåäóåìîãî îáúåêòà.

3.6. Ïðîâåðêà ãèïîòåç îäíîðîäíîñòè

Íà ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü îòñóò-
ñòâèå èçìåíåíèé â çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ ξ. Òàêèå èçìåíåíèÿ ìîãóò
âîçíèêíóòü, êîãäà ìåíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà.
Ðàçëè÷íîãî âèäà ãèïîòåçû îá îòñóòñòâèè èçìåíåíèé â çàêîíå ðàñïðåäåëå-
íèÿ ÍÑÂ ξ íàçûâàþò ãèïîòåçîé îäíîðîäíîñòè.

Êðèòåðèé çíàêîâ. Îäíèì èç íàèáîëåå ïðîñòûõ êðèòåðèåâ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé çíàêîâ.

Ïóñòü X = [X1, X2, . . . , Xn]
T è Y = [Y1, Y2, . . . , Yn]

T � âûáîðêè èç
ðàñïðåäåëåíèé äâóõ ÍÑÂ ξ è η ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ è Fη . Ïî
ãèïîòåçå H0 : Fξ = Fη.

Áóäåì ïîëàãàòü,÷òî âûáîðêè X è Y íå ñîäåðæàò îäèíàêîâûõ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïî íîìåðó ýëåìåíòîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòè ñîâïàäàþùèå
ýëåìåíòû èç âûáîðîê èñêëþ÷àåì.

Ïîñòðîèì íîâóþ âûáîðêó Z = [Z1, Z2, . . . , Zn]
T ,

Zi = sign(Xi − Yi) =

{
−1, åñëè Xi < Yi,
+1, åñëè Xi > Yi, i = 1, n.

Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå Zk, êîãäà âåðíà ãèïîòåçà H0.
Òàê êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xk è Yk íåçàâèñèìû è èõ ðàñïðåäåëåíèå

îäèíàêîâî, òî ðàñïðåäåëåíèå Zk èìååò âèä òàáë. 3.6.

Òàáëèöà 3.6

ai -1 1

P (Zk = ai) 1/2 1/2

Òàêèì îáðàçîì, âûáîðêó Z ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü óñïåõîâ (Zi = 1) è íåóäà÷
(Zi = −1) â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóë-

ëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p =
1

2
â

îäíîì èñïûòàíèè. Åñëè µ+
n � ÷èñëî

óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ, òî ðàñïðåäåëåíèå µ+
n � áèíîìèàëüíîå ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ óñïåõà p =
1

2
:

P (µ+
n = k) = Ck

npk(1− p)n−k = Ck
n

1

2n
.

Åñëè âçÿòü µ+
n â êà÷åñòâå êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè, òî êðèòè÷åñêàÿ

îáëàñòü Q(α) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì ÷èñëî rα òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ:

P (
∣∣∣µ+

n −
n

2

∣∣∣ ≥ rα) = P (µ+
n ≥

n

2
+ rα) + P (µ+

n ≤
n

2
− rα) = α.
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Ïðè ýòîì â ñèëó ñèììåòðèè

P (µ+
n ≥

n

2
+ rα) =

n∑
i=[n

2 ]+rα

Ci
n

1

2n
=
α

2
,

P (µ+
n ≤

n

2
− rα) =

[n
2 ]−rα∑
i=0

Ci
n

1

2n
=
α

2
.

Åñëè |µ+
n −

n

2
| ≥ rα, òî ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ.

Äëÿ ïåðåõîäà ê îäíîñòîðîííåé êðèòè÷åñêîé îáëàñòè îáîçíà÷èì µn =
= min {µ+

n ,µ−n }, ãäå µ−n = n− µ+
n . Òîãäà êðèòåðèé ïðèíèìàåò âèä:

åñëè µn ≤
n

2
− rα, òî H0 îòêëîíÿåòñÿ.

Äëÿ âûáîðà çíà÷åíèÿ rα èìåþòñÿ ñïåöèàëüíûå òàáëèöû, ðàññ÷èòûâà-
åìûå ïî ôîðìóëàì áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð. Ïóñòü íóæíî ñðàâíèòü äâå ïàðòèè òðàíçèñòîðîâ ïî ðàñïðå-
äåëåíèþ èõ êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ ïî òîêó β. Ïî ãèïîòåçå H0 ðàñïðå-
äåëåíèå β â îáåèõ ïàðòèÿõ îäèíàêîâî ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.1.
Ó êàæäîé ïàðû òðàíçèñòîðîâ èçìåðÿåòñÿ êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ ïî òîêó
β. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé: µ+

n = 20, µ−n = 18.

Èç òàáëèö äëÿ çíà÷åíèé rα íàõîäèì, ÷òî
n

2
− rα = 13. Êðèòè÷åñêàÿ

îáëàñòü Q = [0, 13], µn = min {20, 18} = 18. Òàê êàê 13 < 18, òî îòêëîíèòü
ãèïîòåçó H0 íåò îñíîâàíèé ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.1.

Êðèòåðèé çíàêîâ äîâîëüíî ãðóáûé, òàê êàê ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ èíôîð-
ìàöèè ïðè ïåðåõîäå îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi è Yi ê Zi. Êðîìå òîãî, îí
òðåáóåò âûáîðîê îäèíàêîâîãî îáúåìà. Îäíàêî ýòîò êðèòåðèé î÷åíü ïðîñò
â èñïîëüçîâàíèè è õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïðåññ-àíàëèçà.

Êðèòåðèé Âèëêîêñîíà.Êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè
Âèëêîêñîíà îòíîñèòñÿ ê ãðóïïå ðàíãîâûõ êðèòåðèåâ, èñïîëüçóþùèõ ðàíãè
ýëåìåíòîâ âûáîðêè.

Ïóñòü äàíà âûáîðêà X . Ðàñïîëîæèì âûáîðêó â âàðèàöèîííûé ðÿä:

Xn1
≤ Xn2

≤ · · · ≤ Xnn
.

Ðàíãîì ýëåìåíòà Xi íàçûâàåòñÿ ÷èñëî Ri, ðàâíîå íîìåðó ýëåìåíòà Xi â âà-
ðèàöèîííîì ðÿäó. ÂûáîðêåX , òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ðàíãîâ
R = [R1, . . . , Rn]

T .
Ïóñòü äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ÍÑÂ ξ è η ïîëó÷åíû äâå âûáîðêè

X = [X1, . . . , Xn]
T è Y = [Y1, . . . , Ym]T .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé H0 ðàñïðåäåëåíèÿ ξ è η îäèíàêîâû, ò. å.
Fξ = Fη.
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Ðàñïîëîæèì îáå âûáîðêè â åäèíûé âàðèàöèîííûé ðÿä.
Ïóñòü R1, . . . , Rn � ðàíãè âåëè÷èí X1, . . . , Xn â åäèíîì âàðèàöèîííîì

ðÿäó. Ïóñòü T = R1 +R2 + · · ·+Rn � ñóììà ðàíãîâ â åäèíîì âàðèàöèîííîì
ðÿäó ýëåìåíòîâ âûáîðêè X.

Ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Zij =

{
0, åñëè Xi ≥ Yj,

1, åñëè Xi < Yj (i = 1, n, j = 1, m),

è ïóñòü

U =
n∑

i=1

m∑
j=1

Zij.

Çäåñü U � îáùåå ÷èñëî ñëó÷àåâ, êîãäà ýëåìåíòû âûáîðêè X ïðåäøåñòâóþò
ýëåìåíòàì âûáîðêè Y â îáùåì âàðèàöèîííîì ðÿäó.

Ñòàòèñòèêè T è U ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì

T + U = nm + n(n + 1)/2.

Âû÷èñëèì ïåðâûå 2 ìîìåíòà ñòàòèñòèêè U , êîãäà âåðíà ãèïîòåçà H0, ò. å.
ýëåìåíòû âûáîðîê X è Y â îáùåì âàðèàöèîííîì ðÿäó ïåðåìåøàíû ðàâ-
íîìåðíî:

M(U) =
n∑

i=1

m∑
j=1

M(Zij) = n mP (X1 < Y1) = n m
1

2
,

D(U) = nm(n + m + 1)/12.

Ïðè n, m −→ +∞ ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ U ÿâëÿåòñÿ

N

(
n m

2
,

n m (n + m + 1)

12

)
.

Ýòèì ðàñïðåäåëåíèåì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ óæå ïðè n,m ≥ 4, n + m ≥ 20.
Êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü äëÿ àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû H1 : Fξ 6= Fη

ñòðîèì äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q : P

(∣∣∣U − nm

2

∣∣∣ ≥ t1−α

√
nm(n + m + 1)

12

)
= α,

ãäå t1−α � ñèììåòðè÷íûé íîðìàëüíûé êâàíòèëü ïî óðîâíþ 1− α. Îêîí÷à-
òåëüíî êðèòåðèé Âèëêîêñîíà âûãëÿäèò òàê: êðèòåðèàëüíàÿ ôóíêöèÿ:

K(X ,Y , H0) =

∣∣∣∣nm

2
+

n(n + 1)

2
− T

∣∣∣∣ ;
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ðåøàþùåå ïðàâèëî: åñëè K(X ,Y , H0) ≥ cα, ãäå

cα = t1−α

√
nm(n + m + 1)

12
,

òî ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì.

Ïðèìåð. Äàíû âûáîðêè

X = [15, 23, 25, 26, 28, 29, 31, 32]T , n = 8;

Y = [12, 14, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 27, 30, 34, 35]T , m = 12.

Ïðîâåðèì ãèïîòåçó îá îäíîðîäíîñòè âûáîðîê ïî êðèòåðèþ Âèëêîêñîíà ïðè
óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.1.

Ñîñòàâèì îáùèé âàðèàöèîííûé ðÿä, âûäåëèâ ýëåìåíòû âûáîðêè X :

12 14 15 16 18 20 21 22 23 24

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

25 26 27 28 29 30 31 32 34 35

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

T = 3 + 9 + 11 + 12 + 14 + 15 + 17 + 18 = 99;

cα = 1.64

√
8 · 12 · 21

12
= 21.26;

K(X ,Y , H0) =

∣∣∣∣8 · 12

2
+

8 · 9
2

− 99

∣∣∣∣ = 15.

Òàê êàê K(X ,Y , H0) < cα, òî ãèïîòåçó H0 ñîõðàíÿåì.

3.7. Âûáîð èç äâóõ ïðîñòûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç.
Êðèòåðèé Íåéìàíà�Ïèðñîíà

Êàê îòìå÷àëîñü â 3.1, íàèëó÷øèì êðèòåðèåì ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî ìîù-
íîñòè ÿâëÿåòñÿ ÐÍÌ-êðèòåðèé. Ê ñîæàëåíèþ, ÐÍÌ-êðèòåðèè ñóùåñòâóþò,
ñêîðåå, êàê èñêëþ÷åíèÿ ëèøü â íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ. Âìåñòå ñ òåì,
åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó âûáîðà èç äâóõ ïðîñòûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïî-
òåç (ïðè çàäàííûõ îñíîâíîé ãèïîòåçå H0 è àëüòåðíàòèâíîé H1), òî ìîæíî
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ. Òàêîé êðèòåðèé íî-
ñèò íàçâàíèå êðèòåðèÿ Íåéìàíà�Ïèðñîíà.
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Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå Fξ(t) ÍÑÂ ξ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ. Ðàññìîòðèì
äâå ïðîñòûå ãèïîòåçû:

H0 : θ = θ0, Fξ(t) = Fξ(t, θ0) = F0(t);

H1 : θ = θ1, Fξ(t) = Fξ(t, θ1) = F1(t).

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïî âûáîðêå X âûáðàòü îäíó èç ýòèõ ãèïîòåç.
Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèÿì F0(t) è F1(t) ñîîòâåòñòâóþò ïëîòíîñòè f0(t) è

f1(t), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

fj(t) > 0, j = 1, 2; t ∈ R.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(X, θ) ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè X è ðàñ-
ñìîòðèì îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ

Ln(X ) =
G(X , θ1)

G(X , θ0)
=

n∏
i=1

f1(Xi)

f0(Xi)
.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ϕ(c) = P (Ln(X ) ≥ c/H0).

Ñ ðîñòîì c ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò. Ïðè c = 0, î÷åâèäíî, ϕ(0) = 1. Òîãäà

P (Ln(X ) ≥ c/H1) =

∫
X :Ln(X )≥c

G(X , θ1)dx ≥

≥ c

∫
X :Ln(X )≥c

G(X , θ0)dx = cP (Ln(X ) ≥ c/H0) = cϕ(c).

Òàê êàê âåðîÿòíîñòü íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû, òî 1 ≥ cϕ(c), èëèϕ(c) ≤
≤ 1

c
. Åñëè c → +∞, òî ϕ(c) → 0.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå cα, ÷òî äëÿ 0 ≤ α ≤ 1 ϕ(cα) = α.
Íàïðèìåð, òàêîå óñëîâèå âñåãäà âûïîëíåíî, åñëè ϕ(c) � íåïðåðûâíà.

Äîêàæåì òåïåðü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå êàê ëåììà Íåéìà-
íà �Ïèðñîíà.

Ëåììà 3.1. Ïðè ñäåëàííûõ ðàíåå ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò íàè-

áîëåå ìîùíûé êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû

H1 ñ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ

Q∗(α) = {X : Ln(X) ≥ cα},

ãäå ïîðîã cα îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ϕ(cα) = α.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëþáîé äðóãîé êðèòåðèé óðîâíÿ çíà÷è-
ìîñòè α, îïðåäåëÿåìûé êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ Q(α) (ðèñ. 3.7). Åãî ìîù-
íîñòü
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Ω

Ðèñ. 3.7

β = P (X ∈ Q(α)/H1) =

∫
Q(α)

G(X , θ1)dx =

=

∫
Q(α)∩Q∗(α)

G(X , θ1)dx +

∫
Q(α)∩Q∗(α)

G(X , θ1)dx.

Àíàëîãè÷íî

β∗ = P (X ∈ Q∗(α)/H1) =

∫
Q∗(α)

G(X , θ1)dx =

=

∫
Q∗(α)∩Q(α)

G(X , θ1)dx +

∫
Q∗(α)∩Q(α)

G(X , θ1)dx.

Òîãäà

β = β∗ −
∫

Q∗(α)∩Q(α)

G(X , θ1)dx +

∫
Q(α)∩Q∗(α)

G(X , θ1)dx.

Â òî÷êàõ ìíîæåñòâà Q∗(α) Ln(X ) ≥ cα, â òî÷êàõ ìíîæåñòâà Q∗(α)
Ln(X ) < c. Çíà÷èò,

β = β∗ +

∫
Q∗(α)∩Q(α)

(−αn(X))G(X, θ0)dx +

∫
Q∗(α)∩Q(α)

(αn(X ))G(X , θ0)dx ≤

≤ β∗ − cα

∫
Q∗(α)∩Q(α)

G(X , θ0)dx + cα

∫
Q∗(α)∩Q(α)

G(X , θ0)dx =

= β∗ + cα

 ∫
Q∗(α)∩Q(α)

G(X , θ0)dx−
∫

Q∗(α)∩Q(α)

G(X , θ0)dx

 . (3.1)
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Ïî óñëîâèþ P (X ∈ Q∗(α)/H0) = P (X ∈ Q(α)H0) = α, èëè∫
Q∗(α)

G(X , θ0)dx =

∫
Q(α)

G(X , θ0)dx = α. (3.2)

Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â (3.1) â îäíîì èíòåãðàëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (ðèñ.
3.7) Q(α) \ (Q(α)∩Q∗(α)), à âî âòîðîì � Q∗(α) \ (Q(α)∩Q∗(α)), ïîýòîìó
êàæäûé èç èíòåãðàëîâ â (3.1), ñ ó÷åòîì (3.2), îòëè÷àåòñÿ îò α íà âåëè÷èíó∫

Q(α)∩Q∗(α)

G(X, θ0)dx.

Çíà÷èò, ñóììà èíòåãðàëîâ â (3.1) ðàâíà íóëþ è β ≤ β∗, ò. å. êðèòåðèé Q∗ �
íàèáîëåå ìîùíûé.

Êðèòåðèé Íåéìàíà�Ïèðñîíà ÷àñòî íàçûâàþò òàêæå êðèòåðèåì îòíî-
øåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ïðèìåð. Ïóñòü ÍÑÂ ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ èçâåñòíîé
äèñïåðñèåé σ2 è íåèçâåñòíûì ñðåäíèì θ. Ïî ãèïîòåçå H0 θ = θ0, ïî ãèïî-
òåçå H1 θ = θ1.

Ïîñòðîèì êðèòåðèé Íåéìàíà�Ïèðñîíà. Â ýòîì ñëó÷àå îòíîøåíèå ïðàâ-
äîïîäîáèÿ èìååò âèä

Ln(X) = exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

[
(Xi − θ1)

2 − (Xi − θ0)
2]} =

= exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(
X2

i − 2θ1Xi + θ2
1 −X2

i + 2θ0Xi − θ2
0
)}

=

= exp
{ n

σ2 (θ1 − θ0)X − n

2σ2 (θ
2
1 − θ2

0)
}

.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëèðîâêîé êðèòåðèÿ Íåéìàíà�Ïèðñîíà êðèòè-
÷åñêàÿ îáëàñòü çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Ln(X ) ≥ cα. Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâè-
âàëåíòíî íåðàâåíñòâó

n

σ2 (θ1 − θ0)X − n

2σ2 (θ
2
1 − θ2

0) ≥ ln cα,

èëè

X ≥ σ2

n
ln cα

1

θ1 − θ0
+
θ1 + θ0

2
.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ïðèìåðà ÍÑÂ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
èçâåñòíîé äèñïåðñèåé σ2, òî â ñèëó ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
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X =
1

n

n∑
i=1

Xi ∈ N(θ,
σ2

n
). Òîãäà ïðè èñòèííîé ãèïîòåçå H0 öåíòðèðóåì è

íîðìèðóåì X:

X − θ0 ≥
σ2

n
ln cα

1

θ1 − θ0
+
θ1 − θ0

2
,

X − θ0
σ√
n

≥ σ√
n

ln cα
1

θ1 − θ0
+

√
n

2σ2 (θ1 − θ0).

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ÷åðåç t(cα). Òîãäà

X − θ0
σ√
n

≥ t(cα).

Òàêèì îáðàçîì,

ϕ(cα) = P (Ln(X ) ≥ cα/H0) = P

X − θ0
σ√
n

≥ t(cα)

 = 1− Φ(t(cα)),

ãäå Φ(t) � ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè cα > 0
ôóíêöèÿ t(cα) íåïðåðûâíà, ïîýòîìó ϕ(cα) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ cα.

Äëÿ ëþáîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå cα èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

Φ(tα) = 1− α, 1− Φ(tα) = α, t(cα) = tα.

Êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü Q∗
α îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

Q∗
α =

{
X :

√
n(X − θ0)

σ
≥ tα

}
.

Êàê âèäíî èç äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ,Q∗
α íå çàâèñèò îò àëüòåðíàòèâûH1 (θ =

= θ1), çíà÷èò, ïîñòðîåííûé êðèòåðèé Íåéìàíà�Ïèðñîíà � ðàâíîìåðíî íàè-
áîëåå ìîùíûé.

4. ÏÎÍßÒÈÅ Î ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÌ
ÀÍÀËÈÇÅ

Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ ïðîâåðêè ãèïîòåç îáúåì âûáîðêè n îáû÷íî
ïðåäïîëàãàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì. Îäíàêî â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ îáúåì âû-
áîðêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, çàâèñÿùóþ îò çíà÷åíèé
íàáëþäåíèé.
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Íàïðèìåð, îòáèðàåòñÿ 10 êîíäåíñàòîðîâ ñ îïðåäåëåííûì íîìèíàëîì.
Ïîî÷åðåäíûé âûáîð ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàáåðóòñÿ íóæíûå
10 øòóê. Ïðè ýòîì îáùèé îáúåì ïðîñìîòðåííûõ ýëåìåíòîâ ìîæåò ñóùå-
ñòâåííî êîëåáàòüñÿ. Îí íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 10 (åñëè ïîâåçåò), íî ìîæåò
áûòü è áåñêîíå÷íûì (ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ). Ïîäîáíîãî ðîäà ïðîöåäó-
ðû íàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè. Èõ îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëî, êîòîðîå ðåãëàìåíòèðóåò ïðîöåäóðó îòáîðà íà êàæäîì øàãå: ïðå-
êðàòèòü èëè ïðîäîëæèòü âûáîð. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîöåäóðà îñòà-
íàâëèâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 � åå íàçûâàþò çàìêíóòîé, åñëè âûáîð ìîæåò
ïðîäîëæàòüñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ � ïðîöåäóðó íà-
çûâàþò îòêðûòîé.

Ïðèìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç ê çàäà÷å ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ïðî-
ñòûõ ãèïîòåç îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà θ. Ïî ãèïîòåçå H0 : θ = θ0, ïî ãèïî-
òåçå H1 : θ = θ1.

4.1. Êðèòåðèé îòíîøåíèÿ Âàëüäà

Ïóñòü âûáèðàþòñÿ îäíî çà äðóãèì n çíà÷åíèé X1, . . . , Xn èç ðàñïðå-
äåëåíèÿ ÍÑÂ ξ ñ ïëîòíîñòüþ f(x, θ) (ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè).

Åñëè âåðíà ãèïîòåçà H0, òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âûáîðêè (ôóíêöèÿ
ïðàâäîïîäîáèÿ) åñòü

G(X1, . . . , Xn/H0) =
n∏

i=1

f(Xi, θ0).

Åñëè âåðíà ãèïîòåçà H1, òî ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

G(X1, . . . , Xn/H1) =
n∏

i=1

f(Xi, θ1).

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ôóíêöèé ïðàâäîïîäîáèÿ

Ln =

n∏
i=1

f(Xi, θ1)

n∏
i=1

f(Xi, θ0)
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûáðàëè 2 ÷èñëà A è B, ñîîòâåòñòâóþùèå æåëàåìûì
âåðîÿòíîñòÿì α è γ îøèáîê I è II ðîäà. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíûé êðèòåðèé
îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (ÏÊÎÏ) èìååò âèä: âûáîð ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà
B < Ln < A; êîãäà âïåðâûå Ln ≥ A, ïðèíèìàåì H1, êîãäà âïåðâûå Ln ≤ B
� ïðèíèìàåì H0.
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Áîëåå óäîáíà äëÿ âû÷èñëåíèé ôîðìà

ln B < ln Ln < ln A.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç zi = ln f(Xi, θ1)− ln f(Xi, θ0), òî òîãäà

ln B <

n∑
i=1

zi < ln A.

Äîêàæåì, ÷òî ÏÊÎÏ çàìêíóò, ò. å. çàêàí÷èâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâ-
íîé 1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû zi íåçàâèñèìû, òàê êàê íåçàâèñèìû ýëåìåíòû

âûáîðêè. Ïóñòü äèñïåðñèè zi åñòü σ2. Òîãäà
n∑

i=1
zi èìååò äèñïåðñèþ nσ2. Ñ

ðîñòîì n äèñïåðñèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ. Ðàñïðåäåëåíèå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî

z =
1

n

n∑
i=1

zi ñòðåìèòñÿ â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ê íîðìàëü-

íîìó ñ äèñïåðñèåé
σ2

n
. Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ln B

n
< z <

ln A

n
,

áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, òàê êàê ê íóëþ ñòðåìÿòñÿ ãðàíèöû. Çíà÷èò, ðàíî
èëè ïîçäíî ðåøåíèå áóäåò ïðèíÿòî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ A è B. Ïóñòü âûáîðêà òàêîâà,
÷òî äëÿ ïåðâûõ n−1 èñïûòàíèé Ln ëåæèò ìåæäó A è B, à â n-ì èñïûòàíèè
ñòàíîâèòñÿ áîëüøå A, è ïðèíèìàåòñÿ H1. Ïî îïðåäåëåíèþ, âåðîÿòíîñòü
ïîëó÷åíèÿ òàêîé âûáîðêè ïî êðàéíåé ìåðå â A ðàç áîëüøå ïðè ãèïîòåçå H1,
÷åì ïðè ãèïîòåçå H0. Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ H1, êîãäà âåðíà H0, ðàâíà α, à
âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ H1, êîãäà âåðíà H1, ðàâíà β = 1−γ. Ñëåäîâàòåëüíî,
1− γ ≥ Aα, èëè A ≤ 1− γ

α
.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷å-
íèÿ âûáîðêè äëÿ ïðèíÿòèÿ â n-ì èñïûòàíèè H0 äîëæíà áûòü ïî êðàéíåé

ìåðå â
1

B
ðàç áîëüøå ïðè èñòèííîé ãèïîòåçå H0, ÷åì ïðè H1. Âåðîÿòíîñòü

ïðèíÿòèÿ H0, êîãäà âåðíà H0, ðàâíà 1 − α, à âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ H0,

êîãäà âåðíà H1 � γ. Çíà÷èò, 1− α ≥ 1

B
γ, èëè B ≥ γ

1− α
.

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

A =
1− γ
α

, B =
γ

1− α
.
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4.2. Ñðåäíèé îáúåì âûáîðêè ÏÊÎÏ

Ïîäñ÷èòàåì ñðåäíèé îáúåì âûáîðêè ÏÊÎÏ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èç n îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí zi. Åñëè áû
n áûëî ôèêñèðîâàííûì, òî

M

(
n∑

i=1

zi

)
= nM(z1).

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûáîðà ýòî íåâåðíî, òàê êàê n � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1. M

{
n∑

i=1
zi

}
= M{n}M{z1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êàæäîå zi èìååò ñðåäíåå µ,

M{|zi|} ≤ c < +∞,

è ïóñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî n ïðèìåò çíà÷åíèå k, åñòü pk, k = 1, 2, . . . .
Ïóñòü κi � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ Ωi: κi = 1, åñëè zi íàáëþäàëîñü, ò. å. n ≥ i,
è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà

P (κi = 1) = P (n ≥ i) =
+∞∑
j=i

pj.

Ïóñòü Λn =
n∑

i=1
zi.

Òîãäà Λn =
+∞∑
i=1

κizi,

M{Λn} = M

{
+∞∑
i=1

κizi

}
=

+∞∑
i=1

M{κizi}.

M{Λn} êîíå÷íî, åñëè êîíå÷íî M{n}. Êðîìå òîãî, κi çàâèñèò òîëüêî îò
z1, . . . , zi−1 è íå çàâèñèò îò zi, ïîýòîìó

M{κizi} = M{κi}M{zi}.

Ñëåäîâàòåëüíî,

M{Λn} =
+∞∑
i=1

M{κi}M{zi} = µ

+∞∑
i=1

M{κi},
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M{κi} = 1P (κi = 1) =
+∞∑
j=i

pj,

µ

+∞∑
i=1

+∞∑
j=i

pj = µ

+∞∑
i=1

(pi + pi+1 + . . . ) = µ

+∞∑
i=1

ipi = µM{n}.

Òîãäà ñðåäíèé îáúåì âûáîðêè

M{n} =
M{Λn}
M{z1}

.

Âåðîÿòíîñòü ñîõðàíèòü íåâåðíóþ ãèïîòåçó H0 îáîçíà÷åíà γ (Λn â ýòîì
ñëó÷àå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå ln B), à ãèïîòåçà H1 ïðèíèìàåòñÿ ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 − γ (Λn = ln A), êîãäà îíà âåðíà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
âåðíà ãèïîòåçà H1, òî ñðåäíèé îáúåì âûáîðêè

M{n} =
γ ln B + (1− γ) ln A

M{zi}
.

Åñëè âåðíà ãèïîòåçà H0, òî îíà ïðèíèìàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − α
(Λn = ln B) è îòêëîíÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ α (Λn = ln A). Òàêèì îáðàçîì,

M{n} =
(1− α) ln B + α ln A

M{z1}
.

Ïðèìåð. Ïîñòðîèì ÏÊÎÏ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ñðåäíåì ÍÑÂ,
ðàñïðåäåëåííûõ ïî çàêîíó N(m, 1).

H0 : m = m0;

H1 : m = m1, m0 6= m1.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÍÑÂ

f(x, m) =
1√
2π

exp

{
−1

2
(x−m)2

}
.

Òîãäà

zi = ln f(Xi, m1)− ln f(Xi, m0) = −1

2
(Xi −m1)

2 +
1

2
(Xi −m0)

2 =

= (m1 −m0)Xi −
1

2
(m2

1 −m2
0)

è

Λn =
n∑

i=1

zi = n(m1 −m0)X − 1

2
n(m2

1 −m2
0).
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Ðåøàþùåå ïðàâèëî ln B < Λn < ln A. Ïðè ýòîì ln B = ln
γ

1− α
; ln A =

= ln
1− γ
α

. Äàëåå íàõîäèì:

M{zi} =
1√
2π

+∞∫
−∞

{
(m1 −m0)x−

1

2
(m2

1 −m2
0)

}
exp

{
−1

2
(x−m)2

}
dx =

=
m1 −m0

2π

+∞∫
−∞

x exp

{
−1

2
(x−m)2

}
dx −

−

1

2
(m2

1 −m2
0)

√
2π

+∞∫
−∞

exp

{
−1

2
(x−m)2

}
dx =

= −1

2
(m2

1 −m2
0) +

m1 −m0√
2π

+∞∫
−∞

(x−m) exp

{
−1

2
(x−m)2

}
dx +

+
m1 −m0√

2π
m

+∞∫
−∞

exp

{
−1

2
(x−m)2

}
dx =

= −1

2
(m2

1 −m2
0) + m(m1 −m0).

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ m, ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåäíèé îáúåì
âûáîðêè.

Òàê, åñëè âåðíà H1, òî m = m1 è

M{zi} =
1

2
(m1 −m0)

2,

ñëåäîâàòåëüíî,

M{n} =
γ ln

γ

1− α
+ (1− γ) ln

1− γ
α

1

2
(m1 −m0)2

.

Åñëè, íàïðèìåð, m0 = 0, m1 = 1, α = γ = 0.1, òî M{n} = 3.52 (åñëè
âåðíà H1). Åñëè α = γ = 0.01, òî M{n} = 9.00.

5. ÏÎÍßÒÈÅ Î ÊÎÐÐÅËßÖÈÎÍÍÎÌ ÀÍÀËÈÇÅ

5.1. Êîððåëÿöèÿ

Ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ áûâàåò íåîáõîäèìî çíàòü, ñâÿçàíû èëè
íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé äâå èëè áîëåå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ðåøåíèå çàäà÷
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òàêîãî ðîäà â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå îáû÷íî ñâîäèòñÿ ê âûÿâëåíèþ çàâè-
ñèìîñòè ìåæäó íåêîòîðîé ïðåäïîëàãàåìîé âîçìóùàþùåé ñèëîé è íàáëþ-
äàåìîé ðåàêöèåé èññëåäóåìîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ
ñâÿçåé è èõ òåñíîòó ìîæíî âûðàçèòü êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ρ(ξ,η).

Êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η, ρ(ξ,η) îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê

ρ(ξ,η) =
cov(ξ,η)
σξση

,

ãäå cov(ξ,η)) � êîððåëÿöèîííûé ìîìåíò (êîâàðèàöèÿ) ξ è η, îïðåäåëÿåìûé
êàê

cov(ξ,η) = M{(ξ−M(ξ))(η−M(η))}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèé äâóõ ÍÑÂ ξ
è η, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ n ïàð íàáëþäåííûõ çíà÷åíèé X =
= (x1, . . . , xn)

T , Y = y1, . . . , yn)
T . Åñëè x è y, Sx è Sy � âûáîðî÷íûå ñðåäíèå

è ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ, à

Sxy =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y),

òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìîæíî îöåíèòü ïî ìåòîäó âûáîðî÷íûõ ìîìåí-
òîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r(X ,Y ) = ρ̂(ξ,η) =
Sxy

SxSy
=

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y)√
n∑

i=1
(xi − x)2

n∑
i=1

(yi − y)2

=

=

n∑
i=1

xiyi − nxy√(
n∑

i=1
x2

i − nx2
)(

n∑
i=1

y2
i − ny2

) . (5.1)

Êàê è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρ(ξ,η), âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè r(X ,Y ) ëåæèò â ïðåäåëàõ îò −1 äî 1. Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ
äîñòèãàþòñÿ, êîãäà íàáëþäåíèÿ îáíàðóæèâàþò èäåàëüíóþ ëèíåéíóþ çàâè-
ñèìîñòü. Åñëè æå çàâèñèìîñòü îòëè÷íà îò ëèíåéíîé èëè æå íàáëþäàåòñÿ
ðàçáðîñ èçìåðåííûõ çíà÷åíèé, òî íåçàâèñèìî îò òîãî, îáóñëîâëåíî ëè ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî îøèáêàìè èçìåðåíèé èëè íåëèíåéíûì õàðàêòåðîì ñâÿçè
èññëåäóåìûõ âåëè÷èí ξ è η, êîýôôèöèåíò r(X ,Y ) óìåíüøàåòñÿ.
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Ðèñ. 5.1. Ñèìâîëîì • îòìå÷åíû íà ïëîñêîñòè òî÷êè (xi, yi)

Íà ðèñ. 5.1: à � r(X ,Y ) = 1 (èäåàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîððåëÿöèÿ); á �
0 < r(X ,Y ) < 1 (ëèíåéíàÿ êîððåëÿöèÿ ñ óìåðåííûì ðàññåÿíèåì); â �
0 < r(X ,Y ) < 1 (íåëèíåéíàÿ êîððåëÿöèÿ); ã � r(X ,Y ) ≈ 0 (îòñóòñòâèå
êîððåëÿöèè).

Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü òî÷íîñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè r(X ,Y ) (5.1),
ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

ω =
1

2
ln

(
1 + r(X ,Y )

1− r(X ,Y )

)
. (5.2)

Ïðè íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè íàáëþäàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X
è Y âåëè÷èíà ω (5.2) èìååò ïðèáëèæåííî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî
ñðåäíèì çíà÷åíèåì è äèñïåðñèåé:

mω =
1

2
ln

(
1 + ρ(ξ,η)

1− ρ(ξ,η)

)
+
ρ(ξ,η)

2(n− 1)
, σ2

ω =
1

n− 3
. (5.3)

Çíàÿ îöåíêó r(X ,Y ), íåòðóäíî íàéòè äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ
êîýôôèöèåíòà ρ(ξ,η).

Ââèäó âûáîðî÷íîé èçìåí÷èâîñòè îöåíîê êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè
æåëàòåëüíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îòëè÷íîå îò íóëÿ çíà÷åíèå îöåíêè äåé-
ñòâèòåëüíî îòðàæàåò íàëè÷èå ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîé êîððåëÿöèîííîé çà-
âèñèìîñòè ìåæäó èññëåäóåìûìè âåëè÷èíàìè.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 : ρ(ξ,η) = 0. Åñëè ãèïî-
òåçà îòâåðãàåòñÿ, òî êîððåëÿöèîííóþ çàâèñèìîñòü ïðèçíàþò ñòàòèñòè÷åñêè
çíà÷èìîé.

Ñîãëàñíî (5.3) ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ω ïðè ãèïîòåçå
H0 : ρ(ξ,η) = 0 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé
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σ2
ω =

1

n− 3
. Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû H0 îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì
P (|

√
n− 3ω| < tα) = 1− α,

ãäå tα � ñèììåòðè÷íûé íîðìàëüíûé êâàíòèëü ïî óðîâíþ α. Åñëè æå

|
√

n− 3ω| ≥ tα,

òî ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå êîððåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè ïðè óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè α.

Ïðèìåð. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ðîñòà x â ñàíòèìåòðàõ è
ìàññû y â êèëîãðàììàõ n = 25 ñòóäåíòîâ, âûáðàííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì.
Åñòü ëè îñíîâàíèå ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.05 ðîñò è
ìàññà ñòóäåíòîâ ñâÿçàíû êîððåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòüþ?

x 175 185 175 163 173 182 180 173 180 190 185 180 170
y 56 84 59 58 73 66 62 68 70 62 74 74 66
x 175 177 170 182 163 182 185 160 180 180 167 182
y 88 74 72 68 54 70 72 60 68 66 58 68

Íàõîäèì çíà÷åíèÿ:
n∑

i=1

xiyi = 299 056;
n∑

i=1

x2
i = 780 760;

n∑
i−1

y2
i = 115 838;

x =
1

n

n∑
i=1

xi = 176.6, Sx = 7.54;

y =
1

n

n∑
i=1

yi = 67.58, Sy = 7.98.

Îïðåäåëÿåì

r(X ,Y ) =
299 056− 25 · 176.6 · 67.58√

(781 163− 25 · (176.6)2)(115 777− 25 · (67.58)2)
= 0.45,

ω =
1

2
ln

(
1 + r(X ,Y )

1− r(X ,Y )

)
= 0.485 è

√
25− 3ω = 2.27.

Ãèïîòåçà H0 : ρ(ξ,η) = 0 îòêëîíÿåòñÿ ïðè α = 0.05, òàê êàê çíà÷åíèå√
n− 3ω = 2.27 ëåæèò âíå îáëàñòè ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû H0 ïðè tα = 1.96.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ìåæäó ðîñòîì è ìàññîé èìååòñÿ
ñóùåñòâåííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ çàâèñèìîñòü.

5.2. Ïðèìåíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Ñ ïîìîùüþ êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà ìîæíî óñòàíîâèòü, íàñêîëüêî
òåñíà ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ èëè áîëåå ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Îäíàêî â äî-
ïîëíåíèå ê ýòîìó æåëàòåëüíî ðàñïîëàãàòü ìîäåëüþ çàâèñèìîñòè, êîòîðàÿ
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ïîçâîëÿëà áû ïðåäñêàçàòü çíà÷åíèå íåêîòîðîé âåëè÷èíû ïî çàäàííûì çíà-
÷åíèÿì äðóãèõ âåëè÷èí. Íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà
â ïðèìåðå óäàëîñü óñòàíîâèòü çíà÷èìóþ â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå çàâèñè-
ìîñòü ìåæäó ðîñòîì è ìàññîé ñòóäåíòîâ. Õîðîøî áûëî áû òåïåðü ïîëó÷èòü
îöåíêó òàêîé çàâèñèìîñòè, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà áû ïðåäñêàçûâàòü ìàññó ñòó-
äåíòîâ â çàâèñèìîñòè îò èõ ðîñòà. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ñîñòàâ-
ëÿþò ïðåäìåò ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà. Ïîíÿòèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè áûëî
ââåäåíî â 2.6.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé äâóõ êîððåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ξ è η. Íàëè÷èå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó äâóìÿ ýòèìè âåëè÷è-
íàìè îçíà÷àåò, ÷òî η ìîæíî âû÷èñëèòü, çíàÿ ξ:

η = A + Bξ. (5.4)

Ïðè èäåàëüíîé ëèíåéíîé êîððåëÿöèè (r(X ,Y ) = 1) ïðåäñêàçàííîå
çíà÷åíèå ỹi ïðè ëþáîì xi âñåãäà ðàâíî èçìåðåííîìó çíà÷åíèþ yi. Íà ïðàê-
òèêå ýòî íå òàê. Îáû÷íî íàáëþäàåòñÿ íåêîòîðûé ðàçáðîñ òî÷åê, îáóñëîâ-
ëåííûé íàëè÷èåì ïîñòîðîííèõ ñëó÷àéíûõ ïîìåõ è, âîçìîæíî, èñêàæåíèÿ-
ìè çà ñ÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ. Òåì íå ìåíåå, åñëè äîïóñòèòü ñóùåñòâî-
âàíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó âåëè÷èíàìè è ðàñïîëàãàòü íåîãðàíè-
÷åííî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì èçìåðåíèé, òî ìîæíî íàéòè òàêèå ïîäõîäÿùèå
çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A è B, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðåäñêàçàòü îæèäàå-
ìûå çíà÷åíèÿ yi ïðè ëþáûõ çàäàííûõ xi. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå ỹi íå îáÿçà-
òåëüíî ñîâïàäàåò ñ èçìåðåííûì çíà÷åíèåì yi, ñîîòâåòñòâóþùèì äàííîìó
xi; îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå ñðåäíåå äëÿ âñåõ òàêèõ èçìåðåííûõ
çíà÷åíèé.

Íà ïðàêòèêå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A è B â (5.4) ïîëüçóþò-
ñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ñîãëàñíî êîòîðîìó â êà÷åñòâå çíà÷åíèé
A è B âûáèðàþòñÿ òàêèå ÷èñëà, ïðè êîòîðûõ ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé
èçìåðåííûõ çíà÷åíèé îò ïðåäñêàçàííûõ áûëà áû ìèíèìàëüíîé.

Îòêëîíåíèå èçìåðåííîãî çíà÷åíèÿ îò ïðåäñêàçàííîãî

yi − ỹi = yi − (A + Bxi),

ïîýòîìó ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé

Q =
n∑

i=1

(yi − A−Bxi)
2.

Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå Q äîñòèãàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû A
è B óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

∂Q

∂A
=

∂Q

∂B
= 0. (5.5)
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Äàííûå èçìåðåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îãðàíè÷åííóþ âûáîðêó, ñîñòî-
ÿùóþ èç n ïàð èçìåðåííûõ çíà÷åíèé ξ è η, ïîýòîìó óñëîâèå (5.5) ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ëèøü îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ A è B � a è b. Èç (5.5) íàõîäèì:

a = y − bx, (5.6)

ãäå

b =

n∑
i=1

(xi − x)yi∑n
i=1(xi − x)2 =

n∑
i=1

xiyi − x y

n∑
i=1

x2
i − nx2

. (5.7)

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (5.6) è (5.7) ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ ïðîãíîçà
y ïðè çàäàííîì x:

ŷ = a + bx = y − bx + bx = y + b(x− x). (5.8)

Ïðÿìàÿ ëèíèÿ, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (5.8), íàçûâàåòñÿ ëèíèåé ðå-
ãðåññèè y ïî x. Ìåíÿÿ ìåñòàìè çàâèñèìóþ è íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííûå â
(5.8), ïîëó÷èì ëèíèþ ðåãðåññèè x ïî y:

x̂ = x + b′(y − y),

ãäå

b′ =

∑n
i=1 xiyi − nx y∑n
i=1 y2

i − n(y)2 . (5.9)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (5.7) è (5.9), íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

r(X ,Y ) =
√

bb′. (5.10)

Ðàññìîòðèì òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ îöåíîê a è b. Åñëè âåëè÷èíà r (ñì.
(5.10)) ïðè çàäàííîì x ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, òî ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî a è b ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåñìåùåííûå îöåíêè ñîîòâåò-
ñòâåííî êîýôôèöèåíòîâ A è B. Âûáîðî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ îöåíîê
ñâÿçàíû ñ τ-ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a− A√√√√√√
1

n
+

x2

n∑
i=1

(xi − x)2

= Sy/xτn−2,

b−B√√√√√√
1

n∑
i=1

(xi − x)2

= Sy/xτn−2.
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Âûáîðî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ŷ, ñîîòâåòñòâóþùåé íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàí-
íîìó çíà÷åíèþ x = x0:

ŷ − ỹ√√√√√√
1

n
+

(x0 − x)2

n∑
i=1

(xi − x)2

= Sy/xτn−2.

Âî âñåõ ôîðìóëàõ Sy/x =

√√√√√
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2

n− 2
� âûáîðî÷íîå ñòàíäàðòíîå îòêëî-

íåíèå èçìåðåííûõ çíà÷åíèé yi îò ïðîãíîçà ŷi = a + bxi.
Âñå ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ

A, B è ỹ íà îñíîâàíèè îöåíîê a, b è ŷ.
Ïðèìåð. Èñïîëüçóÿ äàííûå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, íàéäåì ëèíèþ ðå-

ãðåññèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî äàâàòü ëèíåéíûé ïðîãíîç ñðåäíåé ìàñ-
ñû ñòóäåíòîâ â çàâèñèìîñòè îò èõ ðîñòà.

Ïî ôîðìóëàì (5.6) è (5.7) íàõîäèì îöåíêè a è b:

b =
299 056− 25 · 176.6 · 67.58

781 163− 25(176.6)2 = 0.47,

a = y − bx = 67.58− 0.47 · 176.6 = −15.4.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ðåãðåññèè èìååò âèä

ŷ = −15.4 + 0.47x.

Îïðåäåëèì òåïåðü 95 %-é äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåäíåé ìàññû ñòó-
äåíòîâ, ðîñò êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò 180 ñì. Îöåíêà ìàññû ŷ = 69.2 êã. Âû÷èñ-
ëèì Sy/x. Ýòî çíà÷åíèå óäîáíåå âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

Sy/x =


1

n− 2


n∑

i=1

(yi − y)2 −

(
n∑

i=1

(xi − x)(yi − y)

)2

n∑
i=1

(xi − x)2




1/2

=

=

(
1

23

(
1600− (690.3)2

1474

))1/2

= 7.45.
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Òîãäà 95 %-é äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåäíåé ìàññû ñòóäåíòîâ ñ ðî-
ñòîì 180 ñì ñîñòàâëÿåò

ŷ ± Sy/xt(n− 2,α)

1

n
+

(x0 − x)2

n∑
i=1

(xi − x)2


1/2

=

= 69.2∓ 7.75t(23, 0.05)

(
1

25
+

(180− 176.6)2

1474

)1/2

=

= 69.2∓ 7.45 · 2.069 · 0.219 = 69.2∓ 3.4 = 65.8÷ 72.6 êã.
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